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Borrede 


Der Zweck des vorliegenden Werkes, deffen Original den 
ditel „The mechanical Principles of Engineering and Archi- 
tecture® führt, beftebt in der Anwendung der Prinzipien der 
Mechanik auf die wichtigften Fragen, welde fih in der Praris 
des Ingenieurs und Architekten darbieten, unter Berüdfichtigung 
aler Umftände, von denen die Löſung derfelben abhängig ift. 

Zu diefem Ende hat der Berfaffer in dem erften und zweiten 
Afhnitte eine der Beftimmung dieſes Werkes entfprechende Ab— 
handlung der Statif und Dynamik vorausgefhidt, in wel⸗ 
der derfelbe verfucht, die Prinzipien diefer Wiffenfchaften dur 
möglihft einfache Methoden zu entwideln. 

Die Verbindung eines ftetigen Drudes mit einer ftetigen 
Vewegung tritt in dem Iesteren Abfchnitte unter dem Namen 
der Arbeit jenes Drudes auf. Die Einheit diefer Arbeit ift 
die Wirfung, welche hervorgebracht werden muß, um Eine Ge- 
wihtseinheit (Ein Pfund) dur einen Raum gleich der Längen- 
einheit (Einem Fuße) zu überwinden. Da ein Körper, welcder 
ſih mit irgend einer Gefhwindigfeit bewegt, im Stande ift, auf 
einen feiner Bewegung entgegentretenden Widerftand eine gewiſſe 
Iuantität der Arbeit zu entwideln; fo wird gefagt, diefe Duan- 
fität der Arbeit fei in dem ſich bewegenden Körper angebäuft. 
Die aus der fehr einfachen Betrachtung des Ss. 66 hervorgeht, 
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ift diefe angehäufte Arbeit Caccumulated work) glei der 
Hälfte der lebenden Kraft des Körpers, 

Wenn eine Mafchine durch die Wirkung einer Kraft in Be- 
wegung gefegt wird; fo theilt fih die Arbeit diefer Kraft in 
drei Theile: der erfte Theil dient zur Überwindung des Nutzwi— 
derftandes, der zweite zur Überwindung der ſchädlichen Wiber- 
fände zwifchen den Mafchinentheilen, wie der NReibungen, Stei- 
figkeiten ꝛc. Iſt nun der Drud der treibenden Kraft größer, als 
zur Befiegung diefer beiden Widerftände und demnad zur Erhal- 
tung einer gleihförmigen Bewegung der Mafchine erforderlich 
iftz fo bewirkt der dritte Theil der obigen Arbeit eine Befchleu- 
nigung der Bewegung ber einzelnen Mafchinentheile, und gebt 
als angehäufte Arbeit in diefelben über. Zwifchen diefen 
prei Elementen beftebt bei einer jeden Mafchine eine mathema- 
tifhe Beziehung, welche der Verfaffer den Model der Mafchine 
genannt hat. Die allgemeine Form dieſes Models hat der Ver— 
faffer in einer Abhandlung über die „Theory of Machines« in 
ben Philosophical Transactions für das Jahr 1841 einer nähe- 
ren Diskuſſion unterworfen. Der dritte Abfchnitt dieſes Werkes 
befhäftigt fi mit der Beftimmung der befonderen Model für 
diejenigen Elemente bes Maſchinenweſens, welche am häufigften 
im Gebraud find, Es wird dabei gezeigt, daß eine Verbindung 
der Model für mehrere ſolche Mafchinenelemente den Model für 
die ganze Mafchine ergibt, welche aus dieſen Elementen zufam- 
mengefest ift. 

Bei dieſer Unterfuhung, welche fehr viel Eigenthümliches 
enthält, macht der Verfaſſer vielfach von einem Sage eine glück— 
liche Anwendung, welder darin befteht, daß in dem Augenblicke, 
wo Ein Körper auf der Oberfläche eines anderen in eine glei— 
tende Bewegung verſetzt wird, d. i. in dem Gränzzuſtande 
des Gleichgewichtes (state bordering upon motion) des 
Einen Körpers auf der Oberfläche eines anderen, ber mittlere 
Drud zwifchen den beiden Berührungsflächen gegen die Normale 
auf derſelben unter einem Winkel geneigt ift, deſſen Tangente 
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gleich dem Reibungskoeffizienten iſt. Die Werthe dieſes Rei— 
bungswinkels Cimiting angle of resistance) ſind für eine 
große Anzahl von Berührungsflächen berechnet und neben den 
Verſuchen von Morin über die Reibung in einer Tabelle am 
Ende dieſes Werkes mitgetheilt. 

Ferner hat der Verfaſſer im dritten Abſchnitte den Model 
für ein Syſtem von verzahnten Rädern unter Berückſichtigung 
der Reibung zwifchen den Zähnen und an den Aren, fowie der 
Gewichte der Räder entwidelt. Wenn man in diefen allgemei: 
nen Gleichungen die Glieder vernachläffigt, welche fih auf bie 
Reibung an den Aren und auf die Gewichte der Näder beziehen; 
jo erhält man eine Näberungsformel, welche mit dem befannten, 
von Poncelet aufgeftellten Lehrſatze übereinftimmt, 

Der größere Theil der in dem dritten Abſchnitte vorgetra- 
genen Gegenftände ift für die Wiffenfchaft neu. 

Im vierten Abfchnitte handelt der Berfaffer von der Sta- 
bilität der Konftruftionen, indem derſelbe die Bedingungen 
diefes Sleihgewichtszuftandes, foweit fie fih auf den Widerftand 
gegen die Drebung bezieben, von den Eigenſchaften einer gewiffen 
Linie abhängig macht, welche durch die Punkte gebt, in denen 
die einzelnen Fugenſchnitte von den Refultanten der auf diefelben 
wirfenden Kräfte durhfchnitten werden. Diefe Linie, deren Eigen- 
haften der Berfaffer zuerft in einer Abhandlung über die „Sta- 
bility of a System of Bodies in Contact“ in dem jechsten 
Bande der Cambridge Phil. Trans. befannt gemacht bat, führt 
in dem gegenwärtigen Werfe den Namen der Mittellinie bes 
Drudes (line of resistance) (vergl. die Note zu $. 286). 


Den Abftand der Mittellinie des Drudes von der Außen: 
fläche einer Konftruftion in dem Punkte, wo ſich jene Linie der 
letzteren Flähe am meiften nähert, bat der Berfaffer für ein 
Maaß der Stabilität der Konftruftion angenommen und benjelben 
den Stabilitätsmodel genannt, indem ihm dieſes Maaß eine 
einfachere und leichtere Anwendung zu verſtatten fchien, als der 
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son den franzöfifhen Schriftftellern gewöhnlich gebrauchte Stabi- 
litätskoeffizient. 

Diejenige Konſtruktion, für deren einzelne Elemente ber Sta— 
bilitätsmodel Ein und denfelben Werth behält, ift offenbar. Die 
von der größten Stabilität bei einer gegebenen Menge von Material, 
oder von der größten Materialerfparung bei einer gegebenen 
Stabilität. 

Die Anwendung bdiefer Prinzipien auf die Theorie verfchies 
dener Konftruftionen hat dem Berfaffer zu einer Klaffe von Auf- 
gaben Gelegenheit gegeben, welche bisher noch nicht mathematisch 
behandelt find, 

Bei der Anwendung des Coulombfchen Prinzipes über das 
Erdprisma vom größten Drude bedient fih der Berfaffer mit 
großem Vortheile der Eigenfhaften des Neibungswinfels, wo— 
durch alle feine Refultate eine neue und einfachere Form erhalten. 

Die Theorie des gewölbten Bogens bafirt der Verfaſſer auf 
Prinzipien, welche derfelbe zuerft in der oben erwähnten Abhand- 
Yung über die „Theory of the Stability of aSystem of Bodies 
in Contact“ und fpäter in einer Abhandlung niedergelegt hat, 
welche in dem „Treatise on Bridges“ yon Hosfing und Hann 
abgedrudt iſt. Diefelben unterfcheiden ſich wefentlih von denen, 
auf welche die Coulombſche Theorie gegründet ift, wennaud die 
letzteren zu denfelben Reſultaten führen, 

Der fünfte Abfchnitt diefes Werkes handelt von der Feftig- 
feit der Materialien, und bietet mande Eigenthümlichfeiten 
dar. Bei der Abhandelung des Bruches durch Ausdehnung in 
der Längenrihtung theilt der Verfaſſer eine Theorie der Ketten: 
brüden mit, welche fih gegen die gewöhnlichen Theorien, bei 
denen die Ketten von gleichförmigen Dimenfion angenommen 
werben, bedeutend vereinfacht, fobald man annimmt, daß ber 
Querſchnitt der Ketten in dem Maaße variire, baf die Legteren 
in allen Punkten diefelbe Haltbarfeit- befommen. Eine unter dieſen 
Bedingungen fonftruirte Kettenbrüde ift offenbar eine folche, welche 
bei einer gegebenen Feftigfeit mit der Heinften Menge von Mate: 
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rial ausgeführt werben kann, oder melde bei einer gegebenen 
Menge von Material die größte Feftigfeit darbietet. 

Bei der Unterfuhung der Feftigfeit der in gewiffen Punkten 
unterftügten Balfen hat der Berfaffer feine Aufmerkfamfeit befons 
ders auf die Beſtimmung der vortbeilbafteften Stellung der 
Stügen und auf eine VBergleihung der Feſtigkeit zweier Balfen 
gerichtet, von denen der Eine an feinen Enden frei unterftügt 
und der andere feſt vermauert ift. 

Die matbematifchen Spekulationen über den Wibderftand pris— 
matifcher Körper gegen das Zerfniden, welde offenbar auf irri- 
gen Borausfegungen beruben, hat der Berfaffer dur die Reful- 
tate der neueren Verſuche von Hodgfinfon vertaufcht, welche fich 
in den Philosophical Transactions für das Jahr 1840 mitge: 
theilt finden, 

Der ſechſte Abſchnitt endlich enthält eine Abhandlung über 
den Stoß und eine Theorie der Ramme. 

Im Anbange ift neben verfchiedenen Tabellen über die me- 
chaniſchen Eigenfhaften der wichtigften Materialien und den voll 
ſtändigen elliptifhen Funktionen der erften und zweiten Art ein 
Beweis des ſchönen Ponceletfhen Lebrfages über die näherungs— 
weife Beftimmung der Duadratwurzel aus der Summe und Dif: 
ferenz zweier Quadrate mitgetbeilt. 


Bas die deutfche Bearbeitung diefes Werkes betrifft; fo befteht 
diefelbe keinesweges in einer wörtlichen Überfegung. Wo es er- 
forderlich fchien, habe ich fowol im Terte, wie in den begleiten- 
den Noten, die Theorieen möglichft zu verallgemeinern und bie 
Refultate zu erläutern gefucht. Für einige Unterfuchungen des 
Berfaffers fah ich mich veranlaßt, einen anderen Gang ber Be: 
trachtung einzufchlagen, da der des Berfaffers die nöthige Strenge 
zu entbehren fohien. Unter Anderem bedurfte Das von dem Ber- 
faffer zuerft aufgeftellte Prinzip bes Eleinften Widerftandes 
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(8. 334) einer etwas genaueren Definition und eines vollftändi- 
gen Beweifes, welcher in dem Driginale verfehlt zu fein ſcheint. 

Bei den Unterſuchungen über die Biegung ($. 356 ff.) 
denkt fih der DVerfaffer den zu biegenden Stab durch Ebenen, 
welche der Biegungsebene parallel find, in lauter fehr ſchmale 
Schichten zerlegt, betrachtet darauf die Bedingungen für die Bie— 
gung einer jeden einzelnen Schicht, indem er die Größe der bie⸗ 
genden Kräfte gleichförmig über alle jene elementaren Schichten 
vertheilt, und ſetzt darauf die erhaltenen Refultate für gewiſſe 
einfahe Fälle, in denen der Duerfchnitt des Stabes eine ſym— 
metrifche Form annimmt, zu einem auf den ganzen Stab bezüglichen 
Refultate zufammen. Eine unmittelbare Folgerung aus biefer 
Methode ift, daß die neutrale Fläche oder diejenige Durch— 
fchnittsfläche des Stabes, in welder die Fibern dur die Bie— 
gung durchaus Feine Längenveränderungen erleiden, nur in befon- 
deren Fälfen eine zylindrifche, im Allgemeinen aber eine Fläche 
fei, deren Durchfchnitt mit einer auf der Biegungsebene perpens 
dikular ftehenden Ebene eine Kurve bildet. 

Diefe Betrachtungsweife des Berfaffers ift offenbar mit ber 
phyſiſchen Konftitution eines ftarren Stabes unvereinbar. Wen 
der Querſchnitt des Stabes nicht gerade ein Rechteck bildete; fo 
würden die vorhin erwähnten elementaren Schichten in der Rich— 
tung der Biegungsebene verfchiedene Höhen haben, und da auf 
eine jede eine gleihe biegende Kraft angebracht ift; fo würden 
fih die niedrigeren Schichten ftärfer und die höheren Schichten 
ſchwächer biegen, Eine Folge hieraus wäre, daß fih fämmtliche 
elementare Schichten voneinander trennten, und daß der Stab 
bei der Biegung in den verfhiedenen Punkten feiner Länge einen 
verfchiedenen Querſchnitt annähme, was bei der Kohäfton des 
Materiales in der GSeitenrichtung Teinesweges gefchehen kann. 
Die obige Betrachtungsweife des Berfaffers würde auf eine An— 
zahl Iofe nebeneinander gelegter Scheibenflähen, aber nicht auf 
einen flarren, aus Fohärirenden Theilen beftehenden Stab Anwen- 
dung finden, und man erfennt Yeicht, daß die neutrale Fläche 


niht bloß in gewiffen, fondern in allen Fällen eines prismati- 
fhen Stabes eine zylindrifhe ift, welche auf der Biegungsebene 
perpendifular ftebt. Hiernach find jene Unterfuchungen in der 
geeigneten Weife abgeändert worden. 

Die allgemeinen Gefege der Elaftizität und Torfion 
($. 347 ff., $. 433) ſchienen mir eine gründlichere Darlegung 
zu verdienen. Bei den erfteren nimmt man gewöhnlid an, die 
Glaftizitätsfraft variire fomol bei der Ausdehnung, wie bei der 
Zufammendrüdung prismatifcher Körper im direften Verbältniffe 
mit der Längenzu- oder Abnahme. Es muß jedod gezeigt wer: 
den, daß diefes Gefen bei der Zufammendrüdung nur näbe- 
rungsweife, und zwar nur in den Fällen zuläffig if, wo die Zu— 
fammendrüdung im Bergleih zu der ganzen Länge des Prismas 
jehr gering iſt. Eine ftrenge Durchführung der in $. 347 auf: 
geftellten Prinzipien ergibt in $. 348 das Refultat, daß das 
befannte Mariottefhe Gefes über die Zufammendrüdbarfeit 
der Safe nur der befondere Fall eines allgemeinen, für alle Kör- 
per gültigen Gefeges der Elaftizität fei. 

Es ift zwar nicht die Abficht des Verfaffers gewefen, in dem 
vorliegenden Werfe ein vollftändiges Lehrbuh der reinen Me- 
hanif zu liefern: um jedoch den Abriß der Statif und Dyna— 
mif im erſten und zweiten Abjchnitte jenem Titel möglichft nahe 
zu bringen, habe ich dieſen Abfchnitten in den betreffenden Zus 
fägen die wichtigſten Lehren hinzugefügt, welche ſich auf die all- 
gemeinften Fälle des Gleihgewichtes und der Bewegung 
beziehen. 

Ebenfo ift die Theorie des Stoßes in den Zufägen zum 
fechsten Abſchnitte um einige allgemeine Säge und einige An- 
wendungen auf die Wirfung der Stöße in den Mafchinen erwei— 
tert worden, 

In den Zufägen zum vierten Abfchnitte babe ich verfucht, 
die Theorie des Berfaffers von den Freisförmigen gewölbten 
Bögen durd eine praftifhe Methode auf Gewölbe von beliebi- 
ger Form anzuwenden, Auch babe ich dafelbit einen allgemeinen 
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analytifhen Beweis für den Say mitgetheilt, daß die Grund- 
fläche des Coulombſchen Erdprismas vom größten Drude 
ftets eine Ebene fein müffe, 

Die in dem Originale enthaltenen, meiftens durch Rechen— 
fehler entftandenen irrthümlihen Formeln find ſämmtlich berich- 
tigt worben, 

Da ich vorausfegen durfte, daß es manchem deutſchen Lefer 
erwünfchter fein würde, die Maaf- und Gewichtsangaben in 
einem allgemein befannten vaterländifchen, als in dem weniger 
befannten englifhen Maaße aufgezeichnet zu finden; fo habe ich 
ſämmtliche Tabellen und fonftige Angaben auf preußifhe Einhei- 
ten reduzirt, da fi diefe neben den vielen anderen deutfchen 
Maaßſyſtemen wol der ausgebreiteiften Belanntfchaft erfreuen 
möchten. 


H. Scheffler. 
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Die Prinzipien der Statik. 


Allgemeine Begriffe. 


$. 1. Kraft ift die Urſache, welche Bewegung zu erzeugen 
oder zu vernichten ftrebt, oder welche ſolche wirklich erzeugt 
oder wirflich vernichtet. 

Die Richtung einer Kraft ift die gerade Linie, nah wel- 
her fie in ihrem Angriffspunfte Bewegung bervorzubringen oder 
zu zerftören ftrebt. 

Wenn mehr als Eine Kraft auf einen Körper angebracht 
find, und ihre Beftrebungen zur Mitteilung von Bewegung eins 
ander bergeftalt entgegen wirfen, daß der Körper in Ruhe bleibt; 
fo fagt man, jene Kräfte feien im Gleichgewichte, und nennt 
fie Drudfräfte oder Preffungen. 

Die Erfahrung Tehrt, daß die Wirfung eines auf einen feften 
Körper angebrachten Drudes diefelbe fei, in welchem Punkte fei- 
ner Richtung er auch angebradht werde, fo daß die Bedingungen 
für das Gleichgewicht diefes Drudes in Beziehung zu anderen 
auf denſelben Körper gleichfalls angebrachten Kräften ungeftört 
bleiben, wenn man feinen Angriffspunft, obne die Richtung des 
Drudes zu Anderen, in der geraden Linie, in welcher er wirft, 
nach der Einen oder anderen Seite verrüdt. 

Die Statik ift die Wiffenfhaft, welche von dem Gleich— 
gewichte der Drudfräfte handelt. 

Wenn nur zwei Kräfte auf einen Körper angebracht find 
und ibn in Ruhe halten; fo lehrt die Erfahrung, daß diefelben 
nach entgegengefegten Seiten wirfen und ihre Richtungen in der— 
elben geraden Linie haben. Zwei folche Kräfte werben glei 
yenannt. 

Henn man zwei gleihe Kräfte in derfelben Richtung, 
ach einerlei Seite wirfend, anbringt, fo heißt die einzige Kraft, 


4 Allgemeine Begriffe. $. 1. 


welche in entgegengefenter Richtung angebracht werben muß, um 
jene beiden im Gleichgewichte zu erhalten, Doppelt fo groß, als 
jede derfelben. Nimmt man zu jenen beiden noch eine dritte, 
eben fo große Kraft, fo heißt die einzige Kraft, welde, nad ent— 
gegengefegter Richtung wirfend, den erften dreien das Gleichge— 
wicht hält, Dreimal fo groß, als jede einzelne derfelben, und fo 
fort für eine jede beliebige größere Anzahl von Kräften. Denft 
man fich in dieſer Weiſe irgend eine Kraft, und-unterfucht, wie 
viel diefer gleiche Kräfte erforderlich find, um, in entgegengefeg- 
ter Richtung angebracht, irgend eine andere größere Kraft im 
Gleichgewichte zu erhalten; fo gelangt man- zu einem richtigen 
Begriffe von der Größe diefer Testeren Kraft in Beziehung zu 
der erfteren, 

Diefe erftere Kraft, vermittelft welcher die Stärfe irgend 
einer anderen angegeben ift, wird eine Einheit der Kraft ober 
des Drudes genannt, 

Bon Kräften, deren Größen im Berbältniffe zu einer belie- 
bigen befannten Einheit beftimmt find, fagt man, fie feien ge- 
meffen. 

Berfchiedene Kräfte, deren Größen durch Ein und dieſelbe 
Einheit beftimmt werben fünnen, beißen fommenfurabel 
gu Einheiten des Diudes eignen ſich am beften die Gewichte 
beftimmter Mengen Ein und beffelben Stoffes. oder die Drud- 
fräfte, mit welchen dieſe Gewichte nach dem Mittelpunfte der Erde 
ftireben. Die ‚Einheiten des Drudes find in den verfchiedenen 
Ländern verfchieden, In Preußen ift Die Einheit des Drudes das 
Gewicht von „1; rheinländifhen Kubikfuß deſtillirten Waffers bei 
150 Reaumur im Tuftleeren Raume. Diefes Gewicht heißt ein 
Pfund. Zur Vergleihung mit den Gewichtseinhbeiten anderer 
Länder wird hierbei noch bemerkt, daß die Länge eines rheinlän- 
difchen Fußes 139, 13 parifer Linien oder 0,9661805 yarifer Fuß 
ober 0,313853542 Meter oder 1,0297218 englifhe Fuß beträgt. 

Wenn man in die Richtungen irgend einer Anzahl von Kräf- 
ten gerade Linien legt und ihre Längen proportional zu der Ans 
zahl der in den Kräften enthaltenen Einheiten annimmt; fo fagt 
man von biefen Linien, deren Längen in demſelben Verhältniſſe 
zu einander flehen, wie bie Größen der Kräfte, und welche aufer- 
dem in den Richtungen gezogen find, in weldhen die Kräfte wir- 
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ten, fie fHellen die Letzteren in Größe und Richtung 
dar, 

Denft man fih, es würde aus einem im Gleichgewichte be- 
findlichen Spfteme von Kräften eine Anzabl herausgenommen und 
durh eine einzige Kraft erfeut, welde im Stande wäre, das 
vorher -beftebende Gleichgewicht aufrecht zu erbalten; fo beißt 
diefe einzige Kraft, welche in Beziehung zu dem Gleichgewichte 
dieielbe Wirkung bervorbringt, ala die Kräfte, welche fie vertritt, 
die Refultante oder Mittelfraft der lesteren. 

Die Kräfte, welche fie vertritt, beißen die Komponenten 
oder Seitenfräfte ‚jener einzigen Kraft, und das Verfahren, 
weldes man anwendet, um mehrere Kräfte durch eine einzige zu 
erjegen, trägt den Namen der Zuſammenſetzung der Kräfte. 

Wird dagegen eine einzige Kraft aus - einem im Gleichge— 
wichte befindlichen Syſteme entfernt. und durch eine Anzahl an— 
derer Kräfte von der Beichaffenheit erfeut, daß dadurch in Be: 
ziehung auf das Gleichgewicht derfelbe Effekt hervorgebracht 
wird, als durch die einzige Kraft; fo jagt man, Die letztere fei 
in jene zerlegt, und bag Verfahren der GSubjtitution ziveier 
oder mehrerer Kräfte für Eine beißt die Zerlegung ber Kräfte, 
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$. 2. Die Refultante zweier auf einen Punkt ans 

gebrachter Kräfte wird ber Richtung nach durch die 

Diagonale eines Parallelogramms dargeftellt, defien 

sufammenftoßende Seiten jene Kräfte in Größe und 

Richtung darftellen. 
(Beweis von Duchayla.) 


Zu dem Beweiſe diejed Sages nach der Metbode von Du: 
chayla tft es zuvörderſt erforderlich, zu zeigen, daß wenn zwei 
beliebige Kräfte @ und @', deren Richtungen in Ein und derſel— 
ben geraden Linie Liegen, und eine britte Kraft P in irgend einer 
anderen Richtung gegeben find und ber vorftebende Sau ſowol 
für P und Q, wie für P und Q’ wahr ift, derfelbe aud für P 
ind Q4Gültigkeit hat. 

Angenommen, P, Q und Q’ gebören zu einem im Gleichge— 
wichte befindlichen Syſteme von Kräften und feien im Punkte 
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" £ R A angebradt, AB und AG ftellen in 
NN Größe und Richtung die Kräfte P und 
IN | Q und CD die Kraft @’ dar; fo vol 

N lende man die Parallelogramme CB und 

R >> DF. Gebt man nun voraus, ber 
obige Sag fei für P und Q richtig; fo wird die Refultante von 
P und Q in der Richtung der Diagonale AF des SParallelo- 
gramms BC liegen, deſſen zufammenftoßende Seiten AB und 
AC die Kräfte P und Q der Größe und Richtung nad darftel- 
len. Man erfege P und Q durd diefe Nefultante, Für das 
Gleihgewicht iſt es gleihgüftig, in welchem Punkte der Linie 
AF diefelbe angebradht werde; deshalb bringe man fie in F an. 
Nachdem dieſelbe aber nah F transportirt if, kann fie auch, 
öhne Störung des Gleichgewichts, durch zwei andere Kräfte er- 
fest Coder in biefelben zerlegt) werden, welde in den Richtun- 
gen CF-und BF wirfen und offenbar gleih P und Q find, Hier- 
von trage man bie Kraft P an den Punkt C und die Kraft Q an 
den Bunft E. Bringt man jest die KraftQ’ vonA nah C, fo hat 
man an diefem Punkte die Kräfte P und @', welche in den Rich- 
tungen CF und CD wirfen, und an dem Punkte E die Kraft 
Q, welche in der Richtung FE wirft, und die Bedingungen bes 
Gleichgewichtes werden durch diefe Transpofitionen nicht gefähr- 
det fein. Nun nehme man an, der in Rede ftehende Sag fei 
auch für P und @ wahr, wie es für P und Q angenommen 
war, Alsdann wird die Refultante jener Kräfte in der Richtung 
der Diagonale CE Tiegen. Man fege diefe Refultante für P 
und Q’ an die Stelle, transportire dieſelbe nah E und zerlege 
fie dort wiederum in zwei andere Kräfte, welche in den Rich 
tungen DE und FE mirfen und offenbar P und Q’ fein werden. 
Hierdurch find nun alle drei Kräfte P, Q, Q’ von A nah E 
gebracht, und diefelben wirfen daſelbſt in Richtungen, welde ihren 
früheren Richtungen bei A parallel find; Dies Alles ift gefchehen, 
ohne die Bedingungen des Gleihgewichtes zu flören, oder mit 
anderen Worten, es ift nachgewiefen, daß die Kräfte P, Q, & 
binfichtfih des Gleihgewichtes dieſelbe Wirkung thun, fie mögen 
in A oder in E angebradht werden, Demnach muß aud die 
Refultante von P, Q, Q’ denfelben Effekt Tiefern, ob man fie 
in A ober in E anbringe, Damit diefe Refultante aber ſowol 
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in A, wie in E dieſelbe Wirkung äußeren könne, ift es noth- 
wendig, daß fie in der geraden Linie AE wirfe, weil ein Drud 
nur dann in zwei verfchiedenen Punkten einen gleihen Effekt 
bervorbeingen kann, wenn diefelben in feiner Richtungslinie Tie- 
gen. Nach den gemachten Borausfegungen wirkt alfo die Reful- 
tante von P, Q und Q’ oder von P und Q-+-Q’ in ber Rid- 
tung der Diagonale AE des Parallelogramms BD, deſſen zu- 
ſammenſtoßende Seiten AB und AD die Kräfte P und Q+Q’ 
in Größe und Richtung darftellen, und diefer Sag ift nachgewieſen, 
fobald derſelbe einzeln für P und Q und für P und Q’ Gültigkeit hat, 
Nimmt man nun an, die drei Kräfte P, Q,Q’ feien fämmt- 
ih einander gleih, fo wird die Richtung ber Refultante von 
P und @ offenbar fo nahe an die Eine, wie an die andere fal- 
len, d. h., fie wird den Winkel zwiſchen beiden halbiren; Die 
Diagonale AF halbirt aber in diefem Falle ebenfalls den Win- 
fl BAC, fo daß unter dieſer befonderen Annahme der Gleich— 
heit von P und Q die Richtung der Refultante wirflih mit der 
Diagonale zufammenfällt und der obige Sag für P und Q@ wahr 
it, Aus demfelben Grunde hat er auch feine Richtigkeit für die 
beiden gleichen Kräfte P und Q’ und demnach für die Kräfte P 
und Q+Q@’d. i. für P und 2P. Da er nun ferner für P und 
P und für P und 2P richtig ift, fo ift er es aud für P und 
3P und allgemein für P und mP, wenn m eine ganze Zahl be- 
deutet, Auf eine ähnliche Weiſe folgt aus der Nichtigfeit des 
Sages für mP und P die für mP und 2P u. f. f., und allge: 
mein Die fürmP und nP, worin m und m ganze Zahlen bezeich- 
nen, Man fieht alfo, daf der angekündigte Sag für irgend zwei 
kommenſurabele Kräfte mP und nP wahr ift. 

Er ift es aber auch, wenn die Kräfte infom- 
menfurabel find. Denn wenn die Linien AC 
und AB irgend zwei folder Kräfte P und Q 
in Größe und Richtung darftellen, und man vol- 
Iendet das Paralfelogramm ABDC; fo wird die Richtung der Reful- 
tante son P und @ in die Diagonale AD fallen. Denn thäte fie 
es nich; fo fei ihre Richtung AE, und man ziehe EG parallel 
ju CD, theife dann AB in gleiche Theile, von denen ein jeder Feiner 
if, ald GC, trage von A nad) C auf die Linie AC eine Anzahl 
ſolcher gleicher Theile, bis endlich ein Theilpunft, wie es noth— 
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wendig gefcheben muß, zwifhen G und C, etwa in H fällt, und 
volfende das Parallelogramm AHFB. Denft man fih nun bie 
Kraft Q in ebenfowiel gleiche Einheiten getheilt, wie in ber Linie 
AB gleiche Theile Tiegen; fo fann man durch AH eine Kraft P’ 
darfiellen, welche ebenfo viel Einheiten, ald AH gleiche Theile, 
entbält, und diefe beiden Kräfte Q und P’ werden fommenfu- 
rabel fein, meil fie Durch diefelbe Einheit gemeffen werden. Dem- 
nad läge die Refultante der lesteren beiden Kräfte in der Rich— 
tung AF und hätte eine nähere Lage an AC, als die Refultante 
AE von P und Q, was offenbar abſurd ift, da P. größer ift, als P’. 

Hieraus folgt, daß AE nit die Richtung der Refultante 
von P und. @ fein kann, und auf dieſelbe Weife wird man zei- 
gen, daß Feine andere Linie, als die Diagonale AD, in der 
Richtung jener Refultante Tiegen kann. | | 


$.3. Die Refultante zweier auf einen Punft ans 
gebradter Kräfte wird ſowol in Größe, wie in Rich— 
tung durch die Diagonale des Parallelogramms dar— 
geftellt, deffen zufammenftoßende Seiten jene Kräfte 
der Größe und Richtung nad darftellen. 


ya Ä Wenn BA und CA irgend zwei auf 
N den Punft A angebrachte Kräfte in Größe 
er UN Richtung darftellen, fo entwerfe man 


/ das Parallelogramm. BC. Nah dem 

/,„ porbergehenden Sage wird DA die Re- 
= fultante jener beiden Kräfte der Rich— 
tung nad) darftellen; fie wird es aber aud) der Größe nad) thun. 
Denn verlängert man DA nad G und denkt fih in GA eine 
Kraft glei der Refultante von BA und CA angebracht, welche 
Diefer direft entgegenwirft und der Größe nad) durd die Linie 
GA dargeftellt wird; fo werden Die durch die Linien BA, CA 
und GA Dargeftellten Kräfte offenbar im Gleichgewichte fein- 
Entwirft man das Parallelogramm BG, fo liegt die, Rejultante 
von GA und BA in. der Richtung FA: da nun GA und BA 
mit CA im Öfeichgewichte find; jo muß auch diefe Refultante 
mit CA im ‚Öleihgewichte fein. Wenn aber zwei Kräfte ein- 
ander das Gleichgewicht halten; ſo liegen ihre Richtungen in 
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derfelben geraben Linie, und ed muß mithin die Linie FAC eine 
gerade fein. Nun ift AC parallel zu BD, demnach auh FA 
parallel zu BD, und FB ift nach der Konftruftion mit GD parallel; 
mithin it AFBD ein Parallelogramm und AD gleih FB und 
daher au gleid AG. AG ftellte aber die Refultante von CA 
und BA der Größe nah dar und demzufolge thut dies aud 
AD oder die Diagonale des Parallelogramms BC. (*) 


") Der vorftehende Beweis des Parallelgramms ber Kräfte ift rein geometriſch 
wögeführt. Da biefer Say die Grundlage ber ganzen Statik bildet; fo ift es 
ucht unintereffant, denfelben auch von einem rein analytifhen Standpunkte aus 
zu betrachten. 

Die auf den Punkt A unter dem Winkel z wirkenden 
Kräfte feien durch P und @, und ihre Refultante, welche 
mit P den Winkel = und mit @ ben Winfel y ein 
fchließe, fei durch R bargeftellt. 

Zuvoͤrderſt ift Mar, daß wenn man auf das Syſtem 
ber drei Kräfte P,Ä,A,R ein ganz gleiches Syſtem ein, 
zwei⸗, dreis, und mebreremal bdergeftalt legt, daß die Rich—⸗ 
tungen der Zorrefpondirenden Kräfte in einander fallen, 
man ein neues Spftem erhält, in welchem die beiben 
Kräfte 2P und 2@ die Komponenten von 2R, 3P und 
| 38 die von 3R u. ſ. w. find. Man fieht aud leicht 
en, daß man durch gleihmäßige Eintheilung der Kräfte P, @ und R in bie: 
kilbe Anzahl gleicher Theile Syſteme erhält, worin 14P und 148 die Kompo⸗ 
nenn von 14 R, 14 P und 1, die von 1, R u. f. w. fein müffen, und daß 
überhaupt, wenn m irgenb eine pofitive rationale oder irrationale Zahl bebeubet, 
mR die Mittelkraft der beiden unter dem Winkel z wirkenden Kräfte m P und 
mA, fein und mit diefen Seitenträften diefelben Winkel x und y bilden werbe. 
bieraus folgt, daß der analytifche Ausdrud von R durd die beiden Kräfte P 
ud A nothwenbig eine folhe Korm haben müffe, daß wenn dieſe Kräfte beibe 
gäadhmäßig wachfen, auch der Werth von R proportional zu der Einen P oder 


Q zunehme. Demnach kann man R=P NK) oder —Pf(n) fegen, wenn 





man das Verhaͤltniß * mit n bezeichnet oder A—nP annimmt. fin) ſtellt 


dietin eine unbekannte Funktion des Verhältniffes „ dar, welche uͤbrigens 
leichzeitig von dem Winkel z abhängig iſt, fo daß man ganz allgemein 
R=Pf(n,z)... (I) 


sen muß, worin f(n,z) eine nod näher zu beftimmende Funktion der beiden 
Srößen an und z barftellt. " 
Traͤgt man an AP ben Winkel PAg=—y: und an AQ ben Winkel 
Ap—=x, fo ann man P als die Refultante zweier anderer Kräfte p und 
g aniehen, deven Richtungen AR und Ag find und welche zu einander und zu 
P dasfelbe Werhältniß befigen, wie P und A zu einander und zu R, wie dies 
us dem Vorftehenden hervorgeht. Ebenfo kann man @& in bie beiden Kräfte 
P und g' zerlegen, beren Richtungen Ap’ und AR find und welde fidy zu 
inonder und zu @ ebenfo verhalten, wie P und @ zu einander und zu R 


av Das Prinzip der Gleichheit der Momente. 5. 4. 
Das Briuzip ber Gleihheit der Momente. 


$.4. Erflärung Wenn eine Anzabl von Kräften in 
derjelben Ebene wirken, und man nimmt in diefer Ebene einen 





Diernad, kann man bie beiden Kräfte P und @ mit den vier Kräften p, 9, Pp‘, g’ 
vertaufhen, und bie mittlere Refultante dieſer letzteren muß gleich der Mitteltraft 
von P und @, d. i. gleih R fein. Zur Beftimmung der Kräfte pP, q. p’, q’ 
hat man aber die Beziehungen 


R: PP: p, alſo p— im 
Ä p 
R: a=—P: 7 « = = 
Q? . (2) 
R: Q0=0: g, » => 
R: P=0:p', » — 
Dan ſieht, daß die beiden Kräfte q und p* einander gleich und zwar — 2 


R 
find, daß alſo ihre Refultanten in die Halbirungslinie des Winkels yA p', d. i. 
in die Richtung der Kraft R fallen muß, was auch fchon dadurch evident 
wird, daß bie übrigen beiden Kräfte p und g’ in dieſer Richtung liegen, welche 
die Richtung für die gefammte Mittelfraft aller vier Kräfte 2, q, P/, g', wer: 
ben muß, WBezeichnet man alfo bie Mittelfraft von g und p’ mit r, fo bat man 


=p+e-+r 
und es ergibt fi dev Werth von r aus der allgemeinen Formel (1), werm man 
barin P=g, — und für zben Werth bes Winkels gqAp', db. i. 2z 
fegt. Demnach ift 
r=qf(l, 2z) und 
=p+r+reft, 22), 


d. i, wenn man für p, g’ und q ihre Werthe aus den Beziehungen (2) fub: 
ſtituirt, Q: 


Rent at Rn 29), 
oder wenn man auf beiben Seiten mit R multiplicirt, 
R—P!-+Q?-PQfL,22),....(3) 
oder au, wenn man, wie früher, Q—nP fest, 
R=Pfi-n+nf(i, 22). 
* Führt man nun für R feinen Werth aus (1) ein und dividirt mit Pz; fo 
Umsi=itn!-nfl, 2%),...(%) 


eine Beziehung, mit Huͤlfe welcher man das Weſen der Funktion f(n,z) beftim- 
men Tann. Denn da diefelbe Ugemein beliebige Werthe 
für a1 güt; fo hat man für bieten * * — 
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Punkt, fallt alsdann von diefem Punkte Perpendifel auf die Rich: 
tungen jener Kräfte und multiplizirt die Zahl der Einheiten 


fl, ?=2+fll, 22), .... (5) 
ser wenn man der Kürze wegen f(l, z)=#(z) fett, 
#(z)=2--v(22).... (6) 
Der befferen Weberfiht und leichteren Berftändtichkeit beim fpäteren Rechnen wegen 
ſche man 22 — 2’, alfo 
sea)=2te(r).... (7) 
Differenziirt man dieſe Gleihung mehrere Male hintereinander für 2, bezeichnet 
die fulzeffiven Differenzialfoeffizienten der Funktion % mit g', 4%, gr, gir 
dge(z) _de(z‘) dr d(2 2) 
au und beadut, np TEA EEE να 
Polz) _ u Pe) _ om j 
ebenfo — nt (2), 7, —8g'"(z) u. f. w. ift; fo erhält man 


nah und nach bei gehöriger Rebuftion 











sa). ls) ........ (8) 
(2)? +-#(2).9” (2) =2uH tz) ..... (9) 
30'(z) "(re (2). 6) Iet li). .... (10) 


’ 30(6) HA). Br le). · (I) 
. m. 


Setzt man nun in den vorftehenden Gleihungen zo, alfo auch z’— 23 

=o; fo ergibt fi aus (7) 
+’ —=2—-% (0) 
und hieraus nad) gehöriger Entwidelung 
so—=4t$=?2 oder =-1. 
Bon biefen beiden Werthen 2 oder —1 für „(o)oder f(1,0) ift nur ber erftere 
brauchbar; denn eine Gubftitution von fil,o)—= — 1 in bie frühere Bleihung 
r—gf(l, 2z) für ben Fall, daß der Winkel z oder 2z=—=o wäre, alfo bie 
Kraft g mit p’ zufammenfiele, würde r==--g ergeben, was abfurd ift, da 
alsdann r nur — ?2g fein könnte. Demnad bat man 
»(o)=?2.... (12) 

Au: (8) folgt für zo mit Berüdfihtigung der Gleihung (12) 


24'(0)=#' (0), 
eine Gleichung, welche nur durch den Werth 
H)m—mR...:: (13) 


realifirt werden kann. Mir Berücdfichtigung der Gleichung (12) und (13) er: 
gibt die Gleichung (9) für — 0 
y"(o)=Y” (0). 

Der Werth von P"(o) bleibt alfo vor der Hand noch unbeftimmt, ift aber eine 
Konftante, weldyer man bie allgemeine Form 

y"()—= —t2ad.... (14) 
geben kann. Wermittelft der Gleichungen (12), (13), «14) erhält man nun fer: 
ner aus ben fpäteren Differenzialgleichungen, wenn man barin z —o fegt, 
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einer jeden Kraft mit der Zahl der Längeneinheiten des entſpre— 
enden Perpendifels; fo heißt diefes Produft das Moment der 





y")=o.... (15) 
gr o)=2al,...(t6) 
gr()=0....(17) 
yıo)=—hRab.... (18) 


uff. 
Wendet man nun zur Beflimmung ber Funktion Y die Maclauriniche Formel 


3? 23 2* 
var ZH OT — 
an, fo findet man durch Subftitution der Werthe aus den Gleichungen (12), (13),... 

— a?z? adzt a5 26 
vom (1+ 12 r1234#+123.10356+ ec.) 
Laͤßt man hierin die oberen Zeichen gelten, was der Annahme g"(0)= —+- 2a? 
entfpricht; fo ift diefer Ausdruck nad) den befannten Epponentialreihen 
9z)=fll,)=et'tew, 


worin e die Bafis der natürlichen Logarithmen bezeichnet; und läßt man bie 
unteren Zeichen gelten, was der Annahme 4”(0)= — 2a? entfpriht, fo Fommt 


4(@)=f(l,z)=2cos«z. 


Bon biefen beiden Formen, welde die Funktion f(1,z) mögliher Weife nur an: 
nehmen kann, ift die erftere ganz zu verwerfen, da fie bei ber Anwendung auf 
die vorliegende Aufgabe zu Ungereimtheiten führt.. Denn nimmt man an, daß 
zwei gleiche Kräfte P und P einander in derfelben geraden Linie direkt entge- 
genwirken, daß alſo z=n und n=1 fei; fo müßte die Refultante R offenbar 
= 0 werden. Die Gleidhung 


R=Pfll,2)=P(e@:Le-u.) 








wuͤrde aber für zer 
. R= PLe«e=- een) 
ergeben, ein Ausdrud, welcher nicht = o fein Eann, da alsdann 
1 
eur 
— 1 
* Be 1772 — 
alfo (e«x) Im er = V—-Imnda=-log VYIT 


fein müßte, was unmöglich ift, wenn & eine reelle Größe fein ſoll. 

Beftattet man übrigens, daß tie Größe & auch imaginäre Werthe anneb- 
men Eönne, fo muß biefelbe, da der allgemeine Ausdrud für los. —I = 4 
2, il) ER 
08. (-1)= ——rV ie V =T fein, worin d irgend 
eine ganze Zahl bezeichnet. Die Subftitntion diefed Werthed von & in die obi 
Bunftion f ergibt alsdann aber , ü ne 

GRäAVA Hy 2 
fl,)=e ? V "te x :V pe Zoe, 


und man fieht, daß biefe Form mit ber zweiten für f(1,z) allgemein entwickel⸗ 
ten 2 cos@z zufammenfällt, was man auch ſchon vorher bemerfen Fonnte, ohme 


euT - eTUN — 
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forrefpondirenden Kraft in Beziehung oder für ben angenom- 
menen Punkt und man fagt, die Momente feien von biefem Punfte 
aus gemefjen. 


$.5. WenndreiKräfte im Gleichgewichte find, und 
es werben ihre Momente für irgend einen in ihrer 


daß man diefe Subſtitution wirklich ER man nur beadhtete, daß 
2i--1 i 
wem a = — Y—ivien, !=— er}, alfo gleih einer negativen 
reelen Größe fein müßte, eine Bedingung, welde nach dem Vorftehenden für 
fil,z) nur die zweite Reihe, d. i. eine Funktion von der Korm 
fil,)=2cos«z 

ergibt. 

Um bierin die Konftante « zu beflimmen, fo ift ſchon eben bemerkt, daß 
für zwei gleiche Kräfte P und P, melde unter einem Winkel z= = einander 
entgegenwirken, R=2Pcos«ez= o fein muf. Hieraus folgt cosar = 0, 


j 1421 
alſo ar = za 25) und, wie vorfin, a= , worin jede ganze Zahl, 
die Rull mit eingefchloffen, bezeichnen Tann, und man würde für die Refultante 


RE (6(1 
zweier gleicher Kräfte R=2 Da En Re zu fegen haben. Wäre nun Zirgend 








eine ganze Zahl, verfdieden von o, fo würde RA ein fpiger Winkel fein, und 





die Refutante R zweier gleicher Kräfte P, welche unter diefen Winkel z= 5* 


auf einen Punkt angebracht waͤren, wuͤrde R=2Peos5 = ofen Da bies 
offenbar nicht möglich ift, fo folgt, daß ?=o, mithin «= } und 


flil,) = 2c0s5 ....(19) 


geſetzt werden muͤſſe. 
Erst man hierm 22 an die Stelle von z, fo erhält man 


fl, 22) =2cosz, 
und hierdurch wird die Gleihung (4) 
fon 2)’ =1--n?-4-2ncosz, 
woraus endlich 
fin)= ViItmtinesz.... (20; 
* Nach Gleichung (1) hat man daher fuͤr ben Werth der geſuchten Mittel⸗ 
aft . . 
“ R=PVi-tn’+2ncoz = V PH n?P24 2m Preosz. 
dai, da Q=nP ift, 
 R=yY P+Q@#2POcoosz.... 1) 
Dieraus erficht man, daß die Größe ber Refultante R durch die Länge ber 


Diagonale eines über ben Seiten P nnd Q entwörfenen Paralle.ogramms dar: 
seftellt wird, und es bleibt nur noch die Richtung diefer Kraft R zu beſtimmen. 
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Ebene liegenden Punkt genommen; fo if bie Summe 
ber Momente derjenigen beiden Kräfte, welde bie 
Ebene in der Einen Rihtung um den Punft zu dreben 
fireben, gleih dem Momente derjenigen Kraft, welche 
die Ebene in entgegengefester Richtung herum zu 
drehen firebt. | 


Zu diefem Ende made man RAP'=x,/ RAQ’ 
=y und laffe in der Richtung PA die Kraft P— P 
uud in der Richtung Q’A die Kraft Q’=() auf ben 
Punkt A wirken; alödann ftellt R in Größe und Richtung 
fowol die Mitteltraft für die beiden Kräfte P und Q, 
wie für die beiden Kräfte P/ und Q’ dar, und eine 
Kraft = 2R, in der Richtung RA angebradt, wirb ben 
vier Kräften, PQ, P‘,Q’ äquivalent fein. Man bat alfo 
für die Refultante 2R diefer vier Kräfte nad Gleihung 


(21). 
2R=2Y P2--Q?--2PQcosz. 

Diefe Refultante ift aber au die Summe der Mit: 
teffraft der beiden Kräfte P und P’ und der beiden Kräfte Q und Q’, ba 
diefe Kräfte refp. einander glei find und ihre Mittelträfte demnach in die 
Halbirungslinie AR ihrer Neigungswinkel PAP’ und QAQ’ fallen müffen. 
Da nun / PAP=x ift, fo findet man für bie Mitteltraft von P und P- 
aus Gleihung (21), wenn man darin Q=P’=P und z=?2x febt, 


V Pi P?—-?2Pp2 coo2z2 = PV ?i —+cos?2r) = ?2Pcosz, 


und für die Mittellraft von Q und Q', da / QAQ' =2y=2(:— x ift, 
wenn man in jener Gleihnng P=Q’ =Q und z=2(z— x) fubftituirt, 


V W®-+Q2+202 c08s.2(2—0) =QY 2[1+ c082(2- 2)]= 2Q cose.—x). 
Die Summe diefer beiden Werthe, glei) dem obigen Ausbrude von 2R ge: 


fest, gibt 
Pcos# +0Qcos(@—a) =V P?+Q?-F2PO cosz. 
Quabrirt man auf beiden Seiten, fegt alsdann P2 cos? «= P2—P? sin? z, 
Q?cos?(z - x) = Q?— Q2sin?(z — x), entwidelt darauf das Glied 2P Q cos 
x.c08(z—x) in 2PQcosz(cosz cos 4sin zsinz) = 2PQ cosz cos? x 
-+2P Osinzsinzcosz =2PQ cosz—2PQ coszsin?2—+-2 PQ sin zsin x 
cusz =2PQcosz+-?2POsinzsin(z— x) und rebuzirt gehörig; fo kommt 
P2 Sin?æ — 2 PO sin z sin (z — x) + Q2sin?(z— x) = 0, d. i. 
[O9 sin — Qsin ( — x)]? = o, alfo 
Psinz = Osin (z — x) oder 
sin sine O EIER . 
sine —x )” siny P 
eine Gleihung, woraus unmittelbar hervorgeht, daß die Rihtung ber in Rebe 
ftehenden Mittelkraft durch die Diagonale des über P und Q Eenftruirten Paralle- 


logrammö erhalten wird. 
Durd die beiden Gleichungen (21) und (22) ift demnad das Prinzip des 
Parallelogrammea der Kräfte vollftänbig ermwiefen. 
Anm. d. Ueberf. 
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j Denn wenn P,,P,,P, drei im Gleich⸗ 
tr; gewichte befindliche Kräfte find, welche 
N N in den Richtungen P,O, P,O, P,O 

\ Re „x, Mwirfen, fo nehme man in ihrer Ebene 
de 2. einen beliebigen Punkt A und meffe ihre 


— 


— A 2Momente von dieſem Punkte aus; es 
wird behauptet, daß die Summe der Momente von P, und P,, 
welhe die Ebene nad der Einen Seite um A zu drehen ftreben, 
‚ gleich dem Momente von P, fei, welde die Ebene nad ber 
| entgegengefegten Seite zu drehen ftrebt. 
Zieht man durch A bie Linie DAB parallel zu OP, und 
| verlängert OP, bis zu dem Durchſchnitte in D, flellt durd OD 
| die Kraft P, dar und nimmt DB von einer ſolchen Länge, daß 
id OD zu DB ebenſo verhält, wie P, zu P,, vollendet endlich 
das Parallelogramın ODBC; fo wird OD und OC die Kräfte P, 
ud P, und OB die Kraft P, in Größe und Richtung bdarftellen. 
Fällt man nun auf OC,OD,OB die 
= u =€ SPerpendifel AM, AN, AL und ziebt 
EL, I\ die Geraden AO, AC; fo ift das Dreis« 
J— et OBC gleich dem Dreiecke OAC, 
— 
—— 








NIS weil beide auf derfelben Grundlinie fte- 
Ey ben und zwifchen zwei Parallelen liegen. 
serner hat man 
ÄAÄO0ODA+AOAB=/ODB=/\OBC, 

alfo auch | 

NODA+AÄOAB=AOAC, 
und daraus folgt 

J30ODXxAN-+4}OBXAL=JOCXAM 

oder 

P,xXAN+P,xAL=P,xAM. 


Nun find aber P,xAM, P,XAN, P, XAL die Momente von 
15 P,, P, um A, mithin ift, werm man für Moment das 
Zeichen m* einführt, 


mP,+mP,=mP,....(& 


$. 6. Iſt R die Refultante von P, und P,, fo hat man 
ab, da R gleih P, und in bderfelben geraden Linie wirft, 
m'R=m'P,, und mithin 


16 Das Prinzip der Gleichheit der Momente. 8. 7. Gl. (2.) 


Ä m'P,+m'P,—=m‘R. 

Die Summe der Momente zweier Kräfte P, und P, um einen 
in ihrer Ebene Tiegenden Punkt, welche die Ebene nad derſelben 
Richtung um diefen Punkt zu drehen ftreben, ift alfo gleich dem 
Momente ihrer Refultante um biefen Punft. 

Hätten die Kräfte ein DBeftreben, die Ebene nad) entgegen— 
gefesten Seiten zu drehen; fo würde die Differenz ihrer Mo— 
mente gleich dem Momente ihrer Nefultante fein. Denn ange- 
nommen, R fei die Refultante von P, und P,, welde die Ebene 
nach entgegengefegten Seiten um A zu breben ftreben; fo iſt R 
gleich P, und Tiegt mit ihr in berfelben geraden Linie. Das 
Moment von R ift daher gleich dem von P,; aber nah Glei- 
hung (1) ift-m’P,—m'P,=m'P,, mithin ift au m'’P, — 
m'P,=m’R. 

Allgemein kann man alfo fegen 

| mP, tmP,—=m'R,..... (2) 
und das Moment der Refultante zweier in derfelben 
Ebene liegender Kräfte ift gleih der Summe ober der 
Differenz der Momente ihrer Komponenten, je nad= 
dem biefelben die Ebene in einerlei oder in entgege— 
festen Rihtungen um ben Punkt zu Drehen fireben, vr 
welhen die Momente genommen find. Ä 


$. 7. Wenn eine Anzahl in Einer Ebene liegender 
Kräfte im Gleihgewichte find, und man nimmt ihre 
Momente für irgend einen Punkt diefer Ebenez fo ift 
Die Summe der Momente derjenigen Kräfte, welde 
die Ebene nad der Einen Rihtung berum zu drehen 
freben, gleih der Summe der. Momente der übrigen 
Kräfte, welche eine Drehung nad ber entgegengefeg- 
ten Richtung herbeizuführen ftreben., 


u PP. P,> P, „+ P„ 
Ru — feien eine Anzahl von Kräf- 
=> —— EB ien in derſelben Ebene, 


—— * — welche ſich im Gleichge— 
wichte befinden. 
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Es fei R, Die Refultante von P, und P,, 


R, v ” „ R, ” P, 9 
. R, » v ” R, ”„ 4 


R,._, v v ” Ru. ” P.. 

Nimmt man num die Momente aller biefer Kräfte für einen 
in ber Ebene Tiegenden Punft A, fo bat man unter der Voraus— 
fegung, daß Die Momente derjenigen Kräfte von P,P,,..., 
welche bie Ebene links herum zu drehen ftreben, negativ genom⸗ 
men werden, während die Momente der übrigen Kräfte, welche 


eine Drebung nad) der rechten Seite herum zu bewirfen fireben, 
das pofitive Zeichen erbalten, 


mR, =mR, +mP,, 


Adirt man alle diefe Gleichungen und unterdrüct die auf beiden 
Seiten gemeinfchaftlihen Glieder, fo erhält man 


mR,_,—=mP, +mP,+mP,+ .... PER TRN ı, 
worin R„_, die Refultante alfer der Kräfte P,,P,, Re 
bezeichnet. 


Da nun diefe Kräfte im Gleichgewichte find; jo haben fie 
feine Refultante, es ift 


R,_,=o, mithin aud) m‘'R,_,=o und demnach 
m'P,-Fm'P,+mP,-+.... +m'P,=o,,... (4) 


In dieſer Gleihung find die Momente derjenigen Kräfte, welche 
das Syſtem nad) der Yinfen Seite berum zu drehen ftreben, nega= 
tip zu nehmen. Außerdem muß die Summe ber negativen Glie— 
der gleih der Summe der pofitiven fein, weil fonft die ganze 
Summe nicht gleih Null fein fünnte, und es folgt, daß die 
Summe der Momente derjenigen Kräfte, welde das Spftem 
rechts herum zu drehen ftreben, gleich der Summe ber Momente 
der übrigen Kräfte fein muß, welche dasſelbe nach der Yinfen 
Seite herum zu drehen ftreben. 
2 
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$.8 Wenn eine Anzabl inEiner Ebene wirfender 
Kräfte im Gleichgewichte find, und man trägt dieſel— 
ben parallel zu ibren früheren Richtungen fämmtlich 
an Ein und denfelben Punkt; fo werden fie fihb aud 
bier im Gleichgewichte erbalten. 


Denn die Kraft R, Citebe die vorbergebende Figur) kann in 
jedem beliebigen Punkte ihrer Richtung in zwei andere zerlegt 
werben, welche den Kräften P, und P, parallel und gleich find; 
ebenfo fann R, in irgend einem Punkte ihrer Richtung in zwei 
Kräfte zerlegt werden, welde R, und P, parallel und gleich 
find, und biervon kann wiederum R, in zwei andere zerlegt 
werden, welhe P, und P, parallel und gleich find, fo daß R, 
in irgend einem Punkte ihrer Richtung in drei Kräfte zerlegt 
werden fann, welche P,,P,,P, parallel und gleih find; auf 
eine äbnlihe Weife kann man R, in zwei Kräfte parallel und 
gleih R, und P,, und daher aud in vier Kräfte zerlegen, 
welche parallel und gleich P,P,P,P, find, uf. f. Hier: 
aus ergibt fi Teiht, daß R,_, in irgend einem Punfte ihrer 
Richtung in n Kräfte zerlegt werden fann, welde den Kräften 
P,P,P3 · .. P, parallel und gleich find. Wären daber n 
folder Kräfte in diefem Punkte angebracht, fo würden fie durch 
eine der R„_, gleihe und entgegengefegte Kraft im Gleichge— 
wichte erhalten werden; R,_, ift aber =o, und daraus folgt, 
daß jene n Kräfte, wenn fie an diefem Punkte angebraht wären, 
miteinander im Gfleichgewichte fein würden. 

Endlih leuchtet ein, dag wenn fih die fraglichen Kräfte an 
diefem Punfte im Gleihgewichte erhalten, fie es auch an jedem 
andern thun werben, 


Das Polygon der Kräfte 


$. 9. Bedingungen für das Gleihgewicht mebre> 
rer an Einem Punfte angebradter Kräfte. 


E 


Wenn OP,,OP,,OP,, . . . . verfahiedene an 
Ein und demfelben PunfteO angebrachte KräfteP ,, 
» P,P;,... in Größe und Richtung darftelfen, und 
man vollendet das Parallelogramm OP,AP, und 
ziebt die Diagonale- OA; fo wird OA die Reful- 
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tante von P, und P, darfiellen. Entwirft man das Parallelo- 
gramm ODABP,, fo ftellt OB die Refultante von OA und P,, 
alio von P,,P,,P, dar. Ebenfo ftellt die Diagonale OC des 
Parallelogramms OBCP, die Refultante von OB und P,, das 
it von P,P.,P,,P, dar, und in gleicher Weife wird durch die 
Diagonale OD des Parallelogramms OCDP, die Refultante von 
P.P.P,P,,P, dargeftellt. 

Nun bemerft man, daß die Linie AP, der OP,, AB ber 
OP,, BC der OP,, CD der OP, gleih und parallel ift, fo 
daß PÄA,AB,BC,CD bie Kräfte P,P,P,,P, der Gröfe 
nah darftellen und ihren Richtungen parallel find. Außerdem 
fiegt OP, in der Richtung der Kraft P, und ftellt ihre Größe 
dar, und man ſieht, daß die Seiten OP,,PÄ,A,AB,AC,CD 
des Polygones OP,ABCDO die Kräfte P,,P,,P,,P,,P, ber 
Größe nach darftellen und ihren Richtungen parallel find, wähs 
rend die Seite OD, welde das Polygon fchlieft, die Refultante 
aller diefer Kräfte in Größe und Richtung darftellt. 

Sind daher die Kräfte P,P.,P,P,,P, im Gleichgewichte, 
fo daß fie feine Refultante baben; fo muß die Seite OD des 
Polygons verfhwinden und der Punkt D mit O zufammenfallen, 
Hieraus folgt nun, daß wenn mehrere Kräfte an Einem Punkte 
angebracht find, und man zieht parallel zu ihren Richtungen 
Linien, welche die Kräfte der Größe nach darftellen und die Seis 
ten eines Polygons bilden Cwobei darauf Rüdfiht genommen 
werden muß, daß eine jede Linie von dem Durdfchnittspunfte 
mit der vorbergebenden aus nah der Seite gezogen wird, nad 
welcher die entfprechende Kraft wirft); fo wird die zu ber 
legten Kraft parallel gezogene Linie durch den Punkt geben, in 
welchem das Polygon anfıng, und dasfelbe jchließen, wenn bie 
Kräfte im Gleihgewichte find: find Die Kräfte aber nicht im 
Gleichgewichte; fo wird jene Tegte Linie Das Polygon nit vol 
(enden, und wenn man basfelbe durch eine Linie ſchließt; fo wird 
diefe Linie die Refultante aller Kräfte in Größe und Richtung 
darftellen. 

In diefem Sase befteht das Prinzip des Polygons der 
Kräfte; dasfelbe behält Gültigkeit, die auf einen Punkt wir- 
fenden Kräfte mögen in Ein und derfelben Ebene Liegen, oder 
nicht. 
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$. 10, Wenn mehrere in Einer Ebene liegende Kräfte 
im Gleichgewichte find, und man zerlegt eine jede der— 
felben in Richtungen, welche zwei beliebigen rechtwinkli— 
genAren parallel find; fo ift Die Summe aller Kompo— 
nenten, welde ein Beftreben haben, längsirgend einer 
Are inEin und derfelbenRihtung Bewegung zu erzeu— 
gen, gleih der Summeder Komponenten, welde in ent— 
gegengefegter Rihtung Bewegung zu ertbeilen ſtreben. 

Man bilde das Polygon der Kräfte für mehrere in berjelben 
Ebene liegende Kräfte P,P»Pa>: ++ ($. 8, 
9) und profizire die Seiten dieſes Poly- 
gons auf irgend eine gerade Linie Ar ber- 
felben Ebene. Es Teuchtet ein, daß die 
— Summe der Projektionen aller der Seiten 
des Polygons, welche den unteren Theil des Umfangs der Figur 
bilden und der Are Ar am nächſten Tiegen, glei der Summe 
ber Projektionen derjenigen Seiten ift, welche den entgegengefeg- 
ten Theil des Umfanges bilden, und daß außerdem bie erfteren 
folhe Seiten des Polygons find, welche Kräfte darftellen, deren 
Streben nad Bewegung von A nad) x oder von der Linfen nad 
der Rechten gerichtet ift, während bie letzteren ſolche Kräfte dar- 
ftellen, welche in der entgegengejegten Richtung Bewegung zu 
erzeugen ftreben, Nun ift eine jede Projektion gleih der korre— 
fpondirenden Seite des Polygons, multiplizirt mit den Kofinug 
ihres Neigungswinfeld gegen Ar, und demnach ift die Summe 
aller der Seiten des Polygons, durch welche die von A nad x 
ftirebenden Kräfte dargeftellt werden, multiplizirt mit den Koſinus 
der zugehörigen Neigungswinfel, gleih der Summe aller ber 
Seiten, durch welde die nad entgegengefegter Seite ftrebenden 
Kräfte dargeftellt werden, multiplizirt gleichfalls mit dem Kofinug 
ber entfprechenden Neigungswinfel gegen Ar. Die Seiten des 
Polygons ftellen aber die Kräfte der Größe nah dar und haben 
gegen Ax dieſelben Neigungen: multiplizirt man baher eine jede 
Kraft mit dem Kofinus ihres Neigungsmwinfels gegen Axz fo 
muß die Summe aller diefer Produfte für Diejenigen Kräfte, 
welche nad der Einen Seite Bewegung zu erzeugen ftreben, gleich 
ber Summe für die übrigen Kräfte fein, welche nad der entge- 
gengefegten Seite wirfen, oder wenn es bei der Bildung diefer 











pP 


$. 10. Gl. (6.) Das Polygon 


Summe vorbehalten bleibt, die 
welchen Kräfte vorkommen, die \ 
die Glieder, in welchen Kräfte 
wirken, negativ genommen werde 
aller der vorerwähnten Produfte 
fein, wenn man mit &,, 9, a, +» 
der Kräfte BrPasPs+.,.-P, g 
P,cose,—tP;eosa,+P,cos«, 
in welcher Gleichung alle diejeni 
find, deren Streben von x nad) — 

Wenn diefer Sag für die 2 
auch für Die andere Are Ay. Be 
winfel derjelben Kräfte gegen dieje 
fo muß man aud haben 


P,cosß, +P,cosß, + 
und wenn dieſe zweite Are recht 


daß h=z—ı = — 


=sin«e, etc. iſt, 

P,sna, +P,sine,+... 
In diefer Gleihung find ebenf: 
nach verjhiedenen Seiten von A 
ben, mit verjchiedenen Zeichen zu 


*) Bezeichnet man mit « benjeniger 
die Kraft A Bewegung zu erzeugen ftrebt, 
Az einfchlie 
berfelben Se 
p bie befonder 
von Pcos« 

\\ eine Kraft, 
ah! xin der pofi 
Er gungswinkel 
„Quadranten 

immer poſit 

A’, deren 
zA wirkt, einen Winkel «’ oder a” im 
Az einfhließt, deflen Kofinus ftetö neg 
tel, welche größer find, als 1800 in die 
Reigungsmwinkel » MP" und MP” vi 
Winkel betraditen, wodurch man dasſell 

**) Diefer Zeichenwechfel tritt auch 
Winkel « die in der vorftehenden Note ar 







m 
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Wenn eine jede der Kräfte P,,P,Pz:... in zwei andere 
zerlegt wird, von denen die Eine ‚parallel zur Are Ar und bie 
andere parallel zur Are Ay iftz fo leuchtet ein, daß dieſe Kom— 
ponenten in paralleler Richtung zu Ar durch P,cosa,,P,cosa,, 
etc. und die in paralleler Richtung zu Ay durch P,sin«,‚P,sin«,; 
ete. dargeftellt werden. Es folgt alfo, daß wenn irgend ein im 
Gleihgewichte befindlihes Syftem von Kräften parallel zu zwei 
rechtwinfligen Aren zerlegt wird, die Summe aller Komponenten 
in der Richtung einer jeden Are, welche Bewegung nah der 
Einen Seite bervorzubringen ftreben, gleich der Summe der übri— 
gen ift, welche nad) der entgegengefesten Seite wirfen, 

Diefe Bedingung und die der Gleichheit der Momente find 
zum Gleichgewichte irgend einer Anzahl von Kräften in derfelben 
Ebene nothwendig; fie find aber auch zufammen zur Herftel- 
lung des Sleihgewichtes ausreichend, 


$. 11. Beftimmung der Refultante mehrerer in 
Einer Ebene wirfender Kräfte. 


Wenn die Kräfte P,Pa,....P, nicht im Gleichgewichte 
find und eine NRefultante haben; fo fehlt zur Vollendung bes 
Polygons der Kräfte Eine Seite, und diefe Seite ftellt die Re— 
fultante aller Kräfte der Größe nad dar und ift ihrer Richtung 
* »4 parallel ($. N. Ferner ift einleuchtend, 
daß in dieſem Falle die Summe der Pro— 
p jeftionen auf Ar ($. 10) aller derjenigen 

1 | Linien, welde die Eine Seite des Umfan— 
II ZLLE ges des Polygons bilden, von der Summe 
= Projeftionen der übrigen Linien, welche Die andere Seite 
biefes Umfanges bilden, um die Projektion der letzgedachten feh— 
lenden Seitenlinie verfchieden tft, und daß mithin die Summe 
ber zerlegten Kräfte, welche in der Einen Richtung von Ar wir— 
fen, um die Komponente der Refultante längs diefer Are geringer 
ift, als die Summe der zerlegten Kräfte in der entgegengefesten 
Richtung. Stellt daher R diefe Refultante und 9 ihren Nei- 
gungswinfef gegen Ax dar; fo ift die Komponente von R in der 
Richtung Ar gleih RcosI, und man hat bei geböriger Beach— 
tung der Zeichen der einzelnen Glieder, 

Rcos93=P, cosa, +P,cosa3—+....+Pu00sam .... (7) 






een mn 


$. 11. Gl. 12. Das Polygon der Kräfte, 23 


und ebenfo in Beziehung zu ber Are Ay 

Rsin$=P, sina, +P,sm«a,-+ ....+P,sina....(8) 

Duadrirt man diefe Gleihungen und abdirt fie — ſo 
ergibt ſich, da R?sin?3--R?cos?93=R?(sin?4--cos?H)=R? iſt, 

—=(SPsin«)?-+(ZPcos«)2,,....(9) 

worin SPsin« die Summe P, sine, +P?sin«?-+P ,sine,+... 
und SPcos« die Summe P,cos«a, +-P,cos«,-+P,cosa,+... 
daritellt. 

Dividirt man die Gleihung (8) durd (7), fo kommt 
4410) 


ZPsin« 
tang 9 = SPcos« 


Durch die Gleihung (N wird alfo die Größe und durch 
die Gleihung C1O) der Neigungswinfel 9 der Refultante R gegen 
die Are Ar befannt. Zur vollftändigen Beftimmung derfelben 
ift aber nocd der perpendifuläre Abftand anzugeben, in welchem 
fie von dem gegebenen Punkte A aus wirft, und hierzu ift eine 
Refurfion zu der Bedingung der Gleichheit der Momente ($. 7) 
erforderlich. 

Wenn die Summe der Momente derjenigen Kräfte von P,, 
P,....P., welche das Syſtem nad der Einen Seite um A zu 
dreben ftreben, nicht gleich der Summe der Momente der übrigen 
ift, welche nad der anderen Seite wirfen; fo wird eine Kraft 
R, welche der Refultante gleih und entgegengefegt ift, die Gleich— 
heit diefer beiden Summen herftellen, fo daß das Moment von 
R gleich der Differenz diefer Summe ift, Bezeichnet man daher 
mit p den perpendifulären Abftand der Richtung der Kraft R 
von A; fo muß 

Rp=m'P,+mP,+m'P,+...+mP,...C41D _ 
fein, in welcher Gleihung die Momente derjenigen Kräfte nega— 
tiv zu nehmen find, welde eine Drehung nad der linken Seite 
um A zu bewirfen ftreben. Dividirt man auf beiden Seiten mit 
R, fo fommt 


_ mP,+mP,+mP,-+....+m'P, 12) 
— R ++ + 


Durch die Gleichungen (9), (10), (12) wird alfo die Größe der Re— 
fultante R, ihre Neigung gegen Die gegebene Are Ar und ber perpen- 
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bifulare Abftand ihrer Richtung vom Punkte A gefunden, und 
der refultirende Drud ift hiernach in Größe und Richtung voll- 
fommen beftimmt. 


Das Parallelepipedum ber Kräfte, 


$. 12. Auf den Punft A find in den Richtungen 
zA,yA,zA, welche niht in berfelben Ebene liegen, 
die drei Kräfte P,,P,P, angebradt; es ſoll ihre 
Refultante beftimmt werden. | 
Stellen die Linien P,A,P,A,P,A bie 
Kräfte P,, P,, P, in Größe und Richtung 
„ par, und vollendet man das Parallelepipe- 
dum RP,P,P,, von weldem AP,,AP,, 
AP, die zufammenftoßenden Kanten bilden; 
fo ftellt die Diagonale RA die Refultante von P,,P,,P, in 
Größe und Richtung dar, Denn da P,SP,A ein Parallelo- 
gramm ift, deffen zufammenftoßende Seiten PA, P,A die Kräfte 
P, und P, in Größe und Nichtung darftellen; fo ſtellt feine 
Diagonale SA die Refultante diefer beiden Kräfte dar, Ebenfo 
wird durch die Diagonale RA des Paralfelogramms RSAP, 
die Nefultante von SA und P,, das ift von P,,P, und P, 
dargeſtellt. 
Es leuchtet ein, daß die vierte Kraft, welche nöthig iſt, um 
mit P,,P,P, Gleichgewicht zu halten, ihrer Reſultante AR 
gleich und entgegengefegt fein muß, 


$. 13. Wenn drei Kräfte P,P,P, im Gleichge— 
wichte find, fo foll die dritte P, und ihre Neigung 
gegen die beiden anderen vermittelt diefer beiden 
ausgebrüdt werden. 


r : Man ftelfe dur AP, und AP, die Kräfte P, 
II und P, in Größe und Richtung dar und bezeichne 
rr mit ‚9, den Neigungswinfel P,AP, von P, gegen 

P,. Bollendet man das Parallelogramm AP, RP,, fo ftelft die 
Diagonale AR die Refultante von P, und P, in Größe und 
Richtung dar. Diefe Nefultante ift aber mit P, im Gleichge— 
wichte, da P, und P, mit P, im Gleichgewichte find; fie wirft 
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daher in derſelben geraden Linie, wie P,, ift ihr entgegengefent 
und an Größe gleih. Nun hat man in dem Dreiecke ARP, 
AR?=AP,?+P,R?—2AP,.P,R.cosAP;R, 
ferner AP,R=z—P,AP,=x— ,9,, alfo cosAP,R=cos 
(@— 192) — cos ‚9,, undes it P,R=AP,, und AP ,AP,, 
AR ftellen die Kräfte P,,P,,P, der Größe nad dar; demnach 
wird der vorſtehende Ausdrud 
P52=P,2-+P,2-+2P,P,cos ,9,, 
woraus 
P,=V P2+P.2+2P,P, 32 ....(13) 
folgt 


$. 14. Wenn drei Kräfte P,,P,P, miteinander im 
Gleichgewichte fteben; fo verhalten fih irgend zwei 
berfelben umgefehrt zueinander, wie die Sinus ihrer 
Neigungswinfel gegen die Richtung der dritten Kraft. 

Bezeichnet man den Neigungswinfel von P, gegen P, mit 
‚9, und den von P, gegen P, mit „9,, fo ift 

PÄAAR=rz—P,AP,=r— ,9,, alſo sinP, AR=sin ‚9,, 
P,RRA=P,AR=rz—P,AP,=rx—,$,, alſo sinP,RA=sin,9;- 
Man hat aber aud 

AP, _AP, _sinP, RA 
AP, P,R sinP,AR’ 
das ift, nach ben vorftehenden Beziehungen 


Bon den parallelen Kräften. 


$. 15. Das Prinzip der Gleichheit der Momente 
behält für Kräfte in Ein und derfelben Ebene immer 
Gültigfeit, weldes aud ihre Neigungen gegeneinane 
der feien, und mithin aud, wenn diefe Neigungswin- 
fel unendlich Flein, oder wenn die Kräfte einander 
parallel werden, 
In diefem- Falle der parallelen Kräfte ift diefelbe Linie AB; 
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— welche von einem gegebenen Punkte A 

auf Eine dieſer Kräfte perpendikular ge— 

— zogen wird, auch auf allen übrigen per— 

EN N —X pendikular, ſo daß die Perpendikel hier 

AN bieZheife AM,,AM, ete.ber Line AB 

find, welche zwifchen dem Punkte A und 

den Richtungen der Kräfte abgefhnitten werben, Das obige 

Prinzip ift nun in diefem Falle nicht allein für die Theile diefer 

Perpendifulare AB, fondern auch für die Theile irgend einer 

‘anderen Linie AC richtig, da die abgefchnittenen Theile Am,, 

Am,,Am,, etc. biefer zweiten Linie den Theilen AM,,AM,, 

AM,, etc. ber erfteren proportional find. Denn nehmen wir 

das in der Figur dargeftellte Syſtem von parallelen Kräften, fo 
bat man nad) dem Prinzipe der Gleichheit der Momente 


AM, .P,+AMN,.P,=AN,.P,+AN;.P;,+AM,.P, 
und wenn man auf beiden Seiten mit AM, divibirt, 
AM AM AM AM 
— AM, 3 
AM, Tram, Pam, tetan, tere 
Wegen der ähnlichen Dreiede ift aber 
AM, Am, AM, _Am, — 
AM, Am’ AN, re , etc., mithin auch 
Am Am, * 
een —— *— —— 
en. man nun mi Am,, fo fommt 
Am, .P,+Am, .P,=Am,.P,+ Amy .P3+ Am, .P,. 














$. 16, Beftimmung der Refultante mehrerer paral- 
leler Kräfte in derfelben Ebene, 


Es leuchtet ein, daß wenn in einem Syfteme von Kräften eine 
der Refultante gleiche und entgegengefegte Kraft angebracht würde, 
das Ganze im GTeichgewichte fein müßte, und wenn es im Gleich— 
gemwichte ift, fo hat man CS. 8) gefeben, daß wenn alle Kräfte 
parallel zu ihren Richtungen an Ein und benfelben Punkt 
transportirt würden, fie von der Befchaffenheit fein müßten, daß 
um diefen Punkt Gleichgewicht ftattfände, Berlegt man aber in 
biefer Weife parallele Kräfte, fo fallen alle ihre Richtungen in 
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einer einzigen geraden Linie zufammen, und follen fie in dieſer 
Lage im Gleichgewichte fein; fo muß die Summe derjenigen 
Kräfte, welche nad der Einen Seite wirken, gleich der Summe 
ber übrigen fein, welche nad der entgegengefesten Seite wirfen. 
Eine diefer Summen enthält die Nefultante R, und es ift Far, 
daß ebe R eingeführt war, die beiden Summen ungleid) gewefen 
fein müffen, und daß R gleih dem Ueberſchuſſe der größeren 
Summe über die fleinere ift. Stellt daher allgemein IP die 
Summe mehrerer paralleler Kräfte dar, wobei diejenigen, welche 
nah der Einen Seite wirfen, pofttiv, und Diejenigen, welche nad 
der entgegengefegten Seite wirfen, negativ genommen find; fo 
bat man 
Bar ..+3410) 


und das Zeichen von R gibt an, ob diefelbe in der Richtung der 
pofitinen oder in der ber negativen Kräfte wirft, 

Da ferner diefe Kräfte, mit Einfluß von R, im Gleichge— 
wichte find, fo muß die Summe der Momente für irgend einen 
Punft von den nad Einer Seite wirfenden Kräften gleich der 
Summe der Momente der übrigen fein, wobei diefe Momente 
auf einer beliebigen Pinie AC (f. die frühere Figur) gemeffen 
werden können. Die Eine diefer Summen ſchließt aber das Mo: 
ment von R einz diefe beiden Summen müffen daber vor. der 
Einführung von R ungleidy gewefen fein, und das Moment von 
R muß gleich dem Leberfchuffe der größeren Summe über bie 
fleinere fein, fo daß, wenn man mit Xm'P die Summe der Mo— 
mente der Kräfte (mit Ausfhluß von R) bezeichnet und dabei 
die nad) Einer Seite wirkenden ypofitiv und die übrigen nega= 
tiv nimmt, und ferner durch x den Abftand von A auf der Linie 
AC darftellt, in welchem diefe Linie von R gefchnitten wird, 
zR=3m‘'P ift, worin das Zeichen von zR die Richtung ans 
gibt, in welchem R das Syftem um A zu drehen firebt. Nun 
war R= IP; man bat alfo 

ST .nt 
e....ci) 
Die Gleihungen (15) und (16) beftimmen volftändig die Größe 
und Richtung der NRefultante eines Syſtemes von parallelen, in 
Einer Ebene Tiegenden Kräften, 
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$. 17. Beftimmung der Refultante mehrerer paral- 
leler Kräfte, welche nicht in berfelben Ebene liegen. 


P, und P, feien die Angriffspunfte von irgend zwei biefer 
£ La Kräfte, welche felbft der Größe nad) durch 
Vz P, und P, dargeftellt werden. Ihre Re— 
> — ſultante R, ſchneide die Verbindungslinie 
— der Punkte P, und P, in dem Punkte R. 
WAZ: Berlängert man nun bie Linie P,P, big 
ö zum Durchfchnitte L mit irgend einer der 
Lage nach gegebenen Ebene, zieht durch die Punkte P,,P, und 
R, die Linien P,ÄM,,P,M, und R,N, pervendifular auf jene 
Ebene; fo werden diefe Linien miteinander und mit P,L in Ein 
und derfelben Ebene liegen. Iſt nun LM, die Durchſchnittslinie 
der erfteren Ebene mit diefer letzteren, fo ftehben P,M,,P,M, 
und R,N, auf LM, pyerpendifular. Nah dem Prinzipe ber 
Gleichheit der Momente hat man aber 


P,.LP,+P,.LP,—R, .[R,, folglich aud 


und wegen ber ähnlichen Dreiede ift 
LP, _P,M, LP,_P,M, 


— — — — 


iR  R,N/LR, R,N, und daher 
P,M, 











Schneidet nun ferner die Nefultante 
R, von R, und Pa die Berbindungs- 
linie der -Punfte R, und Pz in dem 
Punfte R,, und ebenfo die Refultante 
R, von R, und P, die Berbindungslinie 
ber Punkte R, und P, in dem Punfte R,, 
u. ſ. f.; fo ift nad der Testen Gleichung 


P, ‚P,M, + P,.P;M,=R, ‚R,N;; 
ebenfo hat man R,.R,N, +Ps.P;M,=R; .R,N:, 
Ra. RaNs + Pı . PM, =R; .RB;3N;, 


* > ’ * + + + + + + + + 


R. R. N.P.,.. P,M,=B,-, . R.-, N,.- 
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Addirt man dieſe Gleichungen und unterdrüdt die beiden Seiten 
gemeinfchaftlihen Glieder, fo fommt 


P,.P,ÄM,+P,.PaM;-+...+P,.P,M,=R,_, R,_,N,_,...1D 

Nun ift aber R=P,+P,R=R,+P =P,+P,+P; 
R,=R,+P,=P,+P,+P,+P, uf. f. 
R,-,=P,+P,+Ps+...+P,, folglid 


R,_,N„—,.(P,+P+Ps+...+P)=P,.P,M, +P.. 


PBM3+...+P,.P,M,, 

und endlich 

EN —Pı:PıM,+Pa.PsM,+...+P,. P,ML 
BE 77 = >> 7 000: es lianne 
in welchem Ausdrude diejenigen der parallelen Kräfte P>Pa++., 
welhe nah Einer Richtung wirfen, pofitiv, und die nach entge- 
gengefegter Richtung wirkenden negativ zu nehmen find. 

Die linie R._,N._, ftellt den perpendifularen Abftand eines 
Punktes, durch welchen die Refultante aller Kräfte P,,P,,...P, 
gebt, von ber gegebenen Ebene dar. In derfelben Weife fann 
der Abftand dieſes Punftes von irgend einer anderen Ebene 
beftimmt werden; ermittelt man baher diefen Abftand von brei 
auf einander perpendifular ftebenden Ebenen; fo wird bie Lage 
des Punktes im Raume befannt fein, Hiernach fennt man alfo 
einen Punkt, durch welchen die Nefultante aller Kräfte gebt, fer- 
ner die Richtung dieſer Refultante, denn fie muß der gemein- 
ſchaftlichen Richtung aller Kräfte parallel fein, und endlich die 
Größe derfelben, denn fie ift gleich der Summe aller Kräfte, mit 
Rückſicht auf die ihnen zufommenden Zeichen, und man ſieht, daß 
der refultirende Druck bierdurd vollfommen beftimmt ift. Der 
Punft R,_,, durch welchen bderfelbe gebt, heißt der Mittel- 
punft Der parallelen Kräfte. 








$. 18. Das Produft einer Kraft in ihren perpendifularen 
Abftand von einer Ebene (oder vielmehr das Produft der Anzahl 
von Einheiten dieſer Kraft in die Anzahl von Einheiten des 
Perpendifels) heißt das Moment der Kraft in Beziehung 
ju jener Ebene, und hieraus folgt durch die Gleichung (IT), 
dab die Summe der Momente mehrerer paralleler 
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Kräfte in Beziehung zu einer gegebenen Ebene gleich 
dem Momente ihrer Refultante in Beziebung zu der= 
felben Ebene ift. 


$. 19. Aus der Gleihung (17) gebt hervor, daß der Ab— 
ftand R„_,N„, des Mittelpunftes des Drudes mehrerer 
paralleler Kräfte von einer gegebenen Ebene unabhängig ift von 
den Rihtungen biefer parallelen Kräfte und nur von den perpen— 
bifularen Abjtänden P,Ä,M,,P;M, etc. ihrer Angriffspunfte von 
ber gegebenen Ebene abhängt, fo daß, wenn bloß die Richtung 
ber Kräfte geändert würde, dabei aber ihre Größen und Anz 
griffspunfte diefelben blieben, ibr Mittelpunft des Drudes 
feine Aenderung erlitte, das beißt, die Refultante, obgleich fie 
eine andere Richtung, nämlich die der einzelnen Komponenten, 
annähme, würde immer buch denfelben Punkt gehen. 

Die Gewichte mehrerer Körper oder verfchiedener Theile 
Ein und besfelben Körpers bilden ein Syſtem von parallelen 
Kräften. Die Richtung des hieraus refultirenden Gewichtes 
fann daher nady dem vorhergehenden Sage beftimmt werden; der 
Mittelpunkt des Drudes wird bier der Schwerpunft des 
Spyftemes. 


Der Schwerpunkt. 


$. 20. Die Refultante des Gewichtes mehrerer 
Körperobermehrerer Theile desfelben Körpers, welde 
zu einem unveränderliden Syſteme verbunden find, 
gebt immer durch denfelben Punkt, in welche Lage das 
Spyftem aud-gebraht werden mag. 


Denn die Wirkung, welche durch eine Veränderung der Lage 
hervorgebracht wird, befteht darin, daß die Richtungen der Gewichte 
ber einzelnen Theile den ſchweren Körper oder dag Syſtem von ſchwe⸗ 
ren Körpern nach verſchiedenen Seiten durchdringen, und der Ein— 
fluß auf die Richtung des reſultirenden Gewichtes bei der Drehung 
des Syſtemes iſt offenbar derſelbe, als der, welchen man erhal⸗ 
ten würde, wenn ſich bei unveränderter Lage des Körpers die 
Richtung der Schwere ändern könnte. Nah $. 19 würde num 
aber durch dieſe letztere Veränderung, wobei die parallelen 
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Kräfte zwar eine andere Richtung durch den Körper befämen, 
aber ihre Größe und Angriffspunfte beibebielten, die Lage ihres 
Mittelpunftes nicht geändert werden; mithin wird Dies auch nicht 
durh die zuerft erwähnte Beränderung geſchehen. Hieraus 
folgt, daß der Mittelpunft des Drudes für die Gewichte der 
Theile eines ſchweren Körpers oder eines Spftemes von une 
veränderlicher Form feine Lage in dem Körper nicht ändert, 
welhes auch die Lage fein mag, in welde der Körper gebracht 
wird, 

Diefer Punkt, durch welche die Nefultante der Gewichte der 
Theile eines ſchweren Körpers gebt, heißt fein Schwerpunft. 


$. 21. Da die Gewichte der Theile eines Körpers in pa- 
ralfelen Richtungen und nad derfelben Seite wirfen; fo ift ihre 
Refultante gleich ihrer Summe, Diefe Refultante der Gewichte 
der verfchiedenen Theile eines Körpers bringt binfichtlich der 
Bedingungen des Gleihgewichtes des Körpers einzeln denfelben 
Effeft hervor, wie die Gewichte der Theile zufammengenommen, 
fie ift gleich der Summe der Gewichte der Theile oder gleich 
dem ganzen Gewichte des Körpers und wirft in jeder Lage dur 
denjelben Punkt, nämlih den Schwerpunft des Körpers, verti- 
tifal nach unten. Hieraus folgt, daß in jeder Lage bes 
Körpers und unter allen Umftänden die Gewichte fei- 
ner Theile in Bezichung auf dag Gleichgewicht den— 
felben Effeft hbervorbringen, als wenn fie alle in dem 
Shwerpunfte vereinigt wären, 


$. 22. Beftimmung der Lage des Schwerpunftes 

für zwei Gewichte P, und Pa, welde ein feftes Syſtem 
bilden. 

Nimmt man an, diefer Punft liege inG, fo hat man nad) der 

E Gleichung (16), da die Refultante von P, und 

0702 P, durch G gebt, wenn man P, als den Punkt 


anfiehbt, von welchem aus die Momente gemef- 
fen werden, 


P,-+P,.P,G=P,.P,P,, mithin 


_Pz-P,P, 
P,6=P+R 
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woburd die Lage von G beftimmt iſt. Sind die beiden Gewichte 
P, und Pa einander glei; fo wird 

P,G=4P;,P,;, 
und der Schwerpunkt Tiegt in der Mitte der Linie P, Pa. 


$. 23. Beftimmung der Lage des Schwerpunfteg 
für drei Gewichte P,,Ps,P3, welde nit in derfelben 
geraden Linie liegen und ein feftes Syftem bilden. 
Nah dem vorftehenden Satze fuche man den gemeinfhaftli- 
et den Schwerpunft G, für P, und P,, denfe ſich 
cs  Aalsdann bie Gewichte P, und P, in G, ver- 
— einigt und ſuche, wie vorhin, den gemeinſchaft⸗ 
lichen Schwerpunkt Gꝛ für. dieſes Gewicht 
%  P,+P, und das dritte gegebene Gewicht P;. 
Es Teuchtet ein, daß diefer Punft G, der gefuhte Schwerpunft 
für die drei Gewidte P,,P,P; fein wird. Da nun G2 ber 
Mittelpunkt des Drudes von Pz und von dem inG, vereinigten 
Gewichte P,-+Pz ift; fo hat man nach dem vorftehenden Gage 
G,&%.(P,+P3s+P)=G,P;3.P; und 
G, P,.P; 
P, +-P; + P, 
Sind die drei Gewichte P,,Pz,P; einander gleich; fo ift 
G, G=46, P;. 
und außerdem ift in diefem Falle 
P,G,=4P,P;. 


G, = 


$. 24. Beftimmung der Lage des Schwerpunftes 
für vier Gewichte, welche niht in derfelben Ebene 
Tiegen und ein feftes Spftem bilden. 


Wenn dieſe Gewichte durch P,,P,,P,,P, dargeftelft werben, 
fo fude man den Schwerpunft G, für die Ge 
wichte P,,P2,P; nad) dem vorbergebenden Satze, 
/ benfe ſich Diefe drei Gewichte in G, vereinigt und 
— ſuche den Shwerpunft G für das in G vereinigte 

Gewiht PÄR,+P, +Pa und das vierte Gewicht P,. 


7 
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G, wird alsdann ber geſuchte gemeinfhaftlide Schwerpunft für 
P,P,P,,P, fein, und da derjelbe der Schwerpunft für P, und für 
das in Gy wirfend gedachte Gewiht PÄ,+P,-+P; iſt; fo bat man 


G,63.(P,+P3+P; +P)=GP,.P,, mithin 


un _ („P,.P,. 
— P. P.P.P. 


Sind die gegebenen Gewichte alle einander gleich, ſo wird 
ferner G,,=4G,P, 
und G,P,=4P, Ps 


5.240. Schwerpunft einer geraden Linie. 


Die Linie AB fei über ihre ganze Länge gleichförmig mit 
— — z Sewichten beſchwert, ſo daß die Theile der 
Ei SE. Ze; „Linie felbft die darauf wirkenden Gewichte 
der Größe nad) darftelfen. Denft ‘man fi die Linie in lauter 
unendlich -Eleine Elemente zerlegt und balbirt diefelbe in G; fo 
wird diefer Punft der S Schwerpunft für irgend zwei von G gleich. 
weit abftebende Elementargewichte C und D ($. 22) und mithin 
der gemeinfhaftlihe Schwerpunft für die ganze ſchwere Linie AB 
fein, fo daß man fih das ganze Gewicht diefer Linie in dem 
Punkte G vereinigt vorftellen Fann. 


8.25. Schwerpunft eines Dreieds. 


Halbirt man die Seiten AB und BC der dreidigen Fläche 
ABC in E und D und zieht die Linien CE und AD 
nad den gegenüberliegenden Winkelſpitzen; fo ift der 
Durchſchnitt G diefer Linien der Schwerpunft des als 
Schwer gedachten Dreiede. Denn man fann fi das 

»37° Dreieck ald aus Tauter unendlich ſchmalen, mit BC 
parallelen Streifen zufammengefest denken. Bon diefen Auferft 
jhmalen Streifen wird ein jeder, wie 3.8. PQ, durd die Linie 
AD halbirt, indem man wegen der ähnlihen Dreiede PR: BD 
=AR:AD=QR:CD, und folglih auch PR: QR=BD: CD 
bat; es ift aber BD=CD, mithin au PR=QR. 

3 


| 
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Hiernach würde fih nun ein jeder der elementaren, zu BC 
parallelen Streifen, melde das Dreied ABC bilden, über der! 
Linie AD im Gleichgewichte erhalten ($. 24 a.), mithin auch 
alle Streifen zufammengenommen, und es folgt, daß der Schwer= 
punft des Dreieds in der Linie AD liegen müfle. | 

Auf diefelbe Weife kann gezeigt werden, daß der Schwer= 
punft des Dreieds auch in ber Linie CE liegen müffe, und‘ 
hieraus geht hervor, daß berfelbe im Durdfchnittspunfte G ber 
beiden Linien AD und CE liegt; es ift aber aus der Geometrie 
befannt, daß fi die Linien, welche aus den Spigen eines Drei— 
eds nah den Halbirungspunften der gegenüberliegenden Seiten 
gezogen werden, auf den dritten Theilen ihrer Längen durchſchnei— 
den, fo daß DG=I4DA if. 

Das Tegtere Refultat, dag nämlid DG=4DA fei, ergibt 
fih auch einfach durch folgende Betrachtung. 

Bringt man in den Winfelfpisen A, B und C des gegebe- 
nen Dreieds drei gleihe Gewichte anz fo liegt der Schwerpunft 
der in B und C angebradten Gewichte in D und mithin der 
gemeinfchaftlihe Schwerpunft der in A, B und C angebradten 
Gewichte in der Linie AD. Ebenfo Tiegt der Schwerpunft der 
in A und B angebrachten Gewichte in E und mithin der gemein- 
ſchaftliche Schwerpunft der in.A, B und C angebrachten Ge— 
wichte in ber Linie CE. Der Schwerpunft diefer drei Ge- 
wichte Tiegt aljo im Durdfchnittspunfte G der beiden Linien 
AD und CE und fällt daher mit dem Schwerpunfte des Drei- 
eds ABC zufammen. Nah $. 23 hat man aber für die Lage 
des Schwerpunftes der drei gleichen in A, B und C angebrad- 
ten Gewichte DG=FDA, wodurch denn auch die Lage des 
Schwerpunftes des Dreieds ABC beftimmt wird, 


$. 26. Schwerpunft einer Pyramide. 


Man denfe fih die breifeitige Pyramide ABCD aus ele- 
‚ mentaren Schichten bed von unendlich geringer 
Dide, welde fämmtlih der Grundflähe BCD 
parallel find, zufammengefegt. Sf nun G ber 
S Schwerpunkt der Grundfläde BCD, und man zieht 

“bie Linie AG; fo wird AG durd den Schwerpunft 
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g der Shit bed geben. Denn Tegt man durch A, B und G 
eine Ebene, welche die Seitenflähe ADC der Pyramide in AM 
füneidet, fo hat man wegen ähnlicher Dreiede DM:MC=dm: 
mc; es ift aber DM=MEC, alfo au dm=me. ferner bat 
man wegen ähnlicher Dreiede GM:BM=gm:bm; es ift aber 
GM=4+4BM, alfo au gm=4}bm. Da nun dm=yde und 
gm—=}+bm; fo ift g der Schwerpunft des Dreieds bde. 

Hiernach wird fih nun eine jede elementare Schicht auf der 
ine AG im Gleichgewichte erhalten, und mithin aud alle 
Schichten zufammengenommen oder die ganze Pyramide. Der 
Schwerpunft der Lesteren Tiegt alfo in ber Linie AG. Wird 
nun ebenfo der Schwerpunft H der Geitenflähe ABD mit der 
Spitze C verbunden; fo Tiegt der Schwerpunft der Pyramide 
auch in der Linie CH, und es folgt, daß ſich die Linien AG und 
CH in dem gefucdhten Schwerpunkte K der Pyramide durchfchnei- 
den müffen. 

Um die Lage diefes Durhfchnittspunftes der — Linien 
AG und CH zu beſtimmen, kann man ein ähnliches Verfahren, 
wie im vorftehenden Paragraphe bei einem ‚ebenen Dreiecke an- 
wenden. 

Denn denkt man fih in den Eden A,B,C,D der gegebenen 
Pyramide vier gleihe Gewichte angebracht; fo werden fich diefe 
Gewichte auf der Linie AG im Gleichgewichte erhalten, weil 
das Eine derfelben A in diefer Linie felbft Liegt und bie Linie 
durh den Schwerpunft G@ der übrigen drei geht; der gemein: 
Ihaftlihe Schwerpunft diefer vier Gewichte Tiegt alfo in AG, 

Auf dieſelbe Weife fann gezeigt werden, daß der Schwer- 
punft derfelben vier Gewichte auch in ber Linie CH, alfo im 
Durdiänittspunfte K der beiden Linien AG und CH Tiegen 
und daher mit dem Schwerpunfte der fchweren Ppramide ABCD 
zufammenfallen müſſe. Nach $. 24 hat man aber zur Beftim- 
mung der Lage des Schwerpunftes für die vier in A,B,C,D 
angebrachten gleichen Gewichte 


GK=1GA, 


woraus folgt, daß der Schwerpunft einer dreifeitigen Pyramide 
auf dem vierten Theile der Linie liegt, welde den Schwerpunft 
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irgend einer GSeitenfläche mit der gegenüberliegenden Spitze ver 
bindet. 


$. 27. Der Schwerpunft einer Pyramide mit viel: 
feitiger Grundfläde liegt in einer vertifalen Höhe 
gleih dem vierten Theile der ganzen Höhe der Pyra— 
mide über diefer Grundfläche. 


Denn eine jede folder Byramiden, wie ABCDEF, fann 
y als aus Tauter bdreifeitigen Pyramiden ABCF, 
ACDF und ADEF zufammengefegt gedacht wer- 
ben, deren Schwerpunfte G, H und K in den Ber: 
bindungslinin AL, AM und AN ber Schwer- 
punfte L, M und N ihrer Grundflächen mit der 
Spise A Tiegen, jo daß LG=4LA, MH=4MA und NK=4NA 
ift. Hieraus folgt, daß die Punfte G, H und K in einer zur 
Grundfläche der Pyramide parallelen Ebene liegen, deren verti- 
faler Abftand von diefer Grundfläche den’ vierten Theil der ver- 
tifalen Höhe der Pyramide beträgt. Wenn aber die Schwer- 
punfte G, H und K aller dreifeitigen Pyramiden, aus denen die 
ganze gegebene Pyramide befteht ; in dieſer Ebene Tiegen, fo muß 
auch der Schwerpunft der Lesteren in berfelben, alfo in einem 
vertifalen Abſtande gleich dem vierten Theile der vertifalen Höbe 
ber Pyramide über deren Grundfläche pder in einer vertifalen 
Tiefe gleich drei Viertel der Höhe der Pyramide unter deren 
Spige liegen. 

Der vorfiehende Sag behält Gültigfeit, welches auch die 
Anzahl der Seiten der polygonalen Grundfläche fein möge, und 
mithin auch, wenn diefe Anzahl unendlich) wird. Er gilt daher 
ebenfalls von einem Kegel mit freisförmiger oder fonftiger 
Grundfläche, der als eine Pyramide mit polygonaler Baſis von 
unendlicher Seitenzahl angefehen werden kann, und es ift dabei 
gleichgültig, ob der Kegel oder die Pyramide ſchief oder ge: 
rade fei, 





$. 28. Wenn ein Körper eine prismatifche Form hat und 
um eine gewiffe Ebene fymmetrifch iftz fo kann fein ganzes Ger 
wicht. als in dieſer Ebene vereinigt und gleihmäßig vertheilt 
angefeben werden. 
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* es ſei ACBEFD ein folder prismatifcher Körper 
und abe eine Ebene, um welde er ſym— 
metrifh if. Iſt nun m ein Förperliches 
Element von gleihförmiger Stärke, deffen 
Seiten mit den Seitenlinien AD oder BE 
® des Prismas parallel find und welches zwi” 
ihen den Flächen ABC und DEF liegt; fo wird dasfelbe offen- 
hr dur die Ebene abe balbirt und fein Schwerpunft in dieſe 
Ebene fallen, fo daß fein ganzes Gewicht als in diefer Ebene 
vereinigt gedacht werden fann. Da man Dies von einem jeden 
ihnlihen Elemente fagen fann und alle Elemente einander gleich 
kmd; fo folgt, daß das ganze Gewicht des prismatiſchen Körpers 
ld in der Ebene abe vereinigt und über dieſelbe gleichmäßig 
vertbeilt angefehen werden fann. 





In diefem Sinne allein fann man von dem Gewichte und 
m Shwerpunfte einer Ebene fpreden, da eine Ebene, welde 
mr ine Oberfläche und feine Dice bat, ftreng genommen, fein 
Gericht und mithin auch feinen Schwerpunft haben fan. Eben: 
wird unter dem Schwerpunfte einer frummen Fläche ber 
Shwerpunft eines Körpers verftanden, von welchem Die Gewichte 
ler feiner Theile als in der krummen Fläche vereinigt und über 
dieſelbe gleichförmig vertbeilt angeſeben werben fünnen. Es 
kudtet ein, daß diefe Bedingung näherungsweiſe erfüllt wird, 
wenn der Körper hohl und das Material, woraus er beftebt, 
äuferft dünn iſt. Man fann fi alsdann denken, daß fein gan- 
zes Gewicht in einer Fläche vereinigt fei, welde von feinen 
beiden äußeren Oberflächen gleich weit abftebt. In derfelben 
Reife kann man ſich vorftellen, daß das Gewicht eines gekrümm— 
ten Stabes von äußerſt geringer gleichförmiger Stärfe in einer 
frummen Linie, welde durch die Mittelpunfte feiner Querſchnitte 
gebt, vereinigt und gleihmäßig vertheilt feiz und unter dieſem 
Vorbehalte wird es erlaubt fein, von dem Schwerpunfte einer 
linie zu fprechen, obgleich eine folhe weder Breite noch Dide 
und mithin, ftreng genommen, fein Gewicht und feinen Schwer: 
funkt haben kann. 


38 Schwerpuntt irgend eines Vierecks. $. 30. Gl (19.) 
$.29. Schwerpunft eines Paralleltrapezes. 


AD und BC feien die parallelen Seiten des Trapezes; man 
bezeichne mit 
— = »a die Länge ber Seite AD, mit 
fi b die Länge der Seite BC und mit 
9 h den perpendikularen Abſtand NL diefer beiden 

Dyswanr Seiten. 

Zieht man DE parallel zu AB; fo wird der Durchſchnitts— 
punft G, der Diagonalen des Parallelogramms ABED der 
Schwerpunkt des Legteren fein, Halbirt man CE in L, ziebt 
DL und madt DG,=#DL; fo ift Ga der Schwerpunft des 
Dreiedd DEC. Zieht man nun G,M, und G, M, perpendiku— 
lar auf AD, fo it G,M,=4FE=3}Ah, und da DG,=#DL 
ft, 5M,=4NL=#h. Denkt man fi jest das Gewicht des 
ganzen Parallelogramms, welches durd die Größe feiner Fläche 
bargeftellt wird, in G, und das Gewicht des ganzen Dreieds, 
welches ebenfalls dur die Größe feiner Fläche dargeftellt wird, 
in Gy vereinigt, bezeichnet ferner den Schwerpunkt des ganzen 
Paralleltrapezes mit G und zieht GM perpendifular auf AD; 
fo wird eine in G aufwärts wirfende Kraft, gleich dem Gewichte 
des Trapezes, welches durch die Größe feiner Fläche bargeftellt 
wird, dem Syſteme das Gleichgewicht halten, und man - 
nad S. 17 


MG.ABCD=M,G, G, ‚ABED-+M,G, G,.CED. 
Es ift aber ABCD— —3h(a-+1),ABED=ha, CED=4 ha), 
M,G,=%h,M, &=#h; 
mithin hat man 
MG.+4h(a-+b)— zh.ha--$h.}(b—a) oder 
MG.(a+b)=ha-+$h(b—a)=}h(a-+2b), alfo 


Mo=}3.°4 19 








$. 30. Schwerpunft irgend eines Vierecks. 


Wenn ABCD das gegebene Biere ift, fo ziehe man bie 
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Diagonalen AC und BD, welde ſich 

in E fchneiden. Bon dem größeren ber 

beiden Theile BE und DE irgend einer 

Diagonale BD fchneide man ein Stüd 
” BF glei dem fleineren Theile DE ab, 
halbire die andere Diagonale AC in H, ziebe HF und nehme 
HG=4HF; alsdann wird G der Schwerpunft ber ganzen Fi— 
gur fein. 

Denn wäre er es nicht; fo fei g der Schwerpunft. Man 
iiebe HB und HD, made HG, =}HB und H@=1HD; als- 
dann find G, und G, die Schwerpunfte der Dreiede ABC und 
ADC ($. 25). Denkt man fi diefe Dreiede in ihren Schwers- 
yunkten G, und Gy vereinigt, fo leuchtet ein, daß der Schwer- 
yunft g der ganzen Figur in der Verbindungslinie der Punfte 
6,63 liegt. Iſt nun K der Durchſchnitt diefer Linie mit AC; 
ſo dat man nah dem Prinzipe der Gleichheit der Momente 
15), da eine in g aufwärts wirkende Kraft gleich dem Ger 
bihte der ganzen Figur mit den in G, und Ga vereinigten 
Omihten der beiden Dreiede im Gleichgewichte fein: muß, 

Kg.ABCD=KG,.ABC—KG..ADC. 
& it aber HG, =4HB und HG,=}+HD, mithin ift G,G, 
halle zu DB,KG,=4BE und K&=}DE. 

Bezeihnet man den Winfel AED=BEC mit «, fo ift bie 
Länge des von B auf AC gefällten Perpendikels =BEsin« und 
bie des Perpendikels von D auf AC=DE.sine, alſo die Fläche 
des Dreieck ABC=4AC.BEsin« und die des Dreieds ADC 
=}AC,DEsine, demnach die Fläche des Viereck ABCD= 
JAC.BEsina+4AC.DEsina—4(BE+DE)ACsina. Sub- 
ſtituirt man diefe Werthe in die vorftehende Gleichung, jo kommt 
Rg.XBE-+-DE)ACsina—;BE. FAC.BEsina—}DE.}AC.DEsine 
oder 





Kg.(BE-+DE)=+(BE? — DE?), 
und hieraus folgt 


pe =4BE-DE)=KBE-BASHFE. 
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Da aber HG=4HF; fo ift auch KG=4FE, und es muß 
fein Ko=KG, das heißt, der wahre Schwerpunft g des Vier— 
es füllt mit dem Punkte G zufammen, 


$. 31. In den bisher angeführten Beifpielen ift der Mit— 
telpunft des Drudes eines Syftemes von Gewichten durch Me— 
thoden beftimmt, welche im Bergleich zu dem in $. 17 angege- 
benen direftenen und allgemein Berfahren indirekt zu nennen 
find. Diefes Verfahren fest übrigens voraus, daß die Summe 
der Momente der Gewichte aller einzelnen Elemente des Körpers 
in Beziehung zu drei gegebenen Ebenen beftimmt werde, wodurd 
man erft zu der vollftändigen Kenntniß der Lage des Schwer: 
punftes gelangt. Bei einem ftetigen Körper ift die Anzahl 
biefer Elemente aber unendlich groß, wobei ein jedes Element 
felbft unendlich Fein iftz man ſieht alſo, daß jenes Verfahren 
in biefem Falle die Summation einer unendlichen Menge unend- 
ih Feiner Größen erfordert und daher eine Anwendung der 
Prinzipien der Integralrechnung nothwendig madt. 

Stelft nun AM irgend ein fehr Heines Element des Volums 
M eines ftetigen Körpers und x deſſen perpendifularen Abftand 
von einer gegebenen Ebene darz fo it „AM das Gewicht die— 
ſes Elementes, wenn u das Gewicht der Bolumeinbeit bezeich- 
net, und zu AM das Moment diefes Gewichtes in Beziehung 
‚zu jener Ebene, uSz AM fei die Summe alfer ſolcher Mo- 
mente für ſämmtliche Elemente, aus denen der Körper beftebt, 
und G, der Abftand feines Schwerpunftes von der gegebenen 
Ebene; alsdann hat man nad $. 19, da uM das Gewicht bes 
ganzen Körpers darſtellt, 

G,.ıM=uSr.AM, alfo 
_hZS®. AM _=z.AM 
er —— +20) 

Nın wird in der Sntegralrehnung bewiefen, daß eine 
Summe, wiedie durh Sz AM dargeftellte, deren Glieder unend- 
fich viel an der Zahl find und die Produfte von einer endlichen 
Größe x in eine unendlich Feine Größe AM bilden, wobei M 


eine Funktion von x ift, dem beftimmten Integrale fen gleich 
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G; 








$. 31. St. (21.) Schwerpunkt eines fletigen Körpers. 4 


fommt, worin x, und x, bie äußerſten Gränzwerthe von z, 
zwiſhen welchen das Integral zu nehmen ift, bezeichnen, Dem— 


nad bat man allgemein 
4 zdM 


6 
/ ydM 
und auf ähnliche Weiſe G,—= —— —— 
SI zdM 
ge —; 


M 

In den beiden letzteren Gleichungen ftellen y und z reip. 
die Abftände des Elementes AM von zwei anderen gegebenen 
Ebenen und G, und G, die Abftände des Schwerpunftes des 
ganzen Körpers von denfelben Ebenen dar. Sind biernad bie 
Abſtande G,,0,,G, des Schwerpunftes von drei verfhiedenen 
Ebenen befannt; fo ift dadurch die Lage diefes Punktes im Raume 
volllommen beftimmt, Jene drei Ebenen werden gewöhnlich per- 
pendifular aufeinander angenommen und beißen alsdann recht— 
winflige Koordinatenebenen, fowie ihre gemeinſchaftlichen Durch— 
ihnittslinien rechtwinklige Koordinatenaren genannt werben, 

Weiß man, daß der Schwerpunkt des Körpers in einer 
gewiffen Ebene liege, und nimmt an, daß Eine der eben erwähn- 
Koordinatenebenen, 3. B. die, von welder der Abftand Gz ge- 
meffen ift, mit der Ebene zufammenfalle, von der man weiß, daß 
fie den Schwerpunft enthalte; fo wird Gg=o und die Lage des 
Schwerpunftes ift durd die erften beiden Gleichungen allein 
beftimmt. Diefer Fall tritt ein, wenn ber Körper um irgend 
eine Ebene ſymmetriſch ift, wo denn fein Schwerpunft offen- 
bar in diefer Ebene Liegt. Weiß man, daß der Schwerpunft bee 
Körpers in einer gewiffen geraden Linie liege, und nimmt an, 
daß fich zwei der obigen Koordinatenebenen, 3. B. die, von wel— 
hen die Abftände G, und Gz gemeffen find, in jener Linie durch— 
fhneiden; fo wird der Schwerpunft gleichzeitig in biefen beiden 
Ebenen Tiegen und man hat Ga=o und G3=o, fo daß die Lage - 
des Schwerpunftes durch die erfte ber vorfiehenden Gleichungen 
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allein beftimmt iſt. Diefer Fall ereignet fih, wenn. ber Körper 
um eine gegebene Linie ſymmetriſch iftz fein Schwerpunft liegt 
alsdann nothwendig in dieſer Linie. 


$. 32. Schwerpunkt einer krummen Linie, welche 
ganz in Einer Ebene liegt. 

M ftelft bier die Länge S einer ſolchen Linie dar, und man 
bat nad den Gleichungen (21) 


8 


Beiſpiel. — Der Schwerpunkt eines Kreisbogens EF 

ſoll beſtimmt werden. 

Der Schwerpunkt eines ſolchen Bogens liegt offenbar in dem 
Halbmeſſer CA, welcher den Letzteren halbirt, da 
— derſelbe um dieſen Halbmeſſer ſymmetriſch ift. 

—— „Nimmt man nun bie durch ben Mittelpunft 
gehende Are Cy perpendifular zu dem Halb: 
meffer CA und bezeichnet mit 
x ben Abftand PM irgend eines Punktes B des gegebenen Bo- 
gend von biefer Are, mit 
s bie Länge bed Bogens AP, mit 
S die Länge des ganzen Bogens EAF, mit 
a den Halbmeffer CA und mit 
C die Sehne EF; 
fo hat man 


x<—=PM=CP.cosCPM —CP., cosACP=acos—, 
und demnach 


FanfienefluC-{n 


=20? sin, 
a 


ei, 348 .. 2% 






indem das Integral zwifchen den Gränzen IS und — 45 genom- 
men wird, da Dies bie Werthe von s find, welde den äußerften 
Punkten F und E des Bogens entfprechen. 


j, 33. &L (25.) Schwerpunkt einer ebenen Flaͤche. 43 


a“ 
G, = < .... (23) 
Der Abftand des Schwerpunftes eines Kreisbogens vom Mittel- 
yunfte des Kreifes ift alfo die vierte geometrifche Proportionale 
jwifhen der Länge des Bogens, der Länge der Sehne und dem 
Halbmeffer des Kreifes. 


Nun if 2asin?>=c, aiſo [2z48=ad, und mithin 


$. 33. Schwerpunft einer frummlinigen Fläde, 
welhe. ganz in Einer Ebene liegt. 


Wenn BAC eine folde Fläche ift, fo ftellen x und y bie 
„ perpendifularen Abftände PN und PM irgend eines 
| *Punktes P der Kurve AB von den rechtwinfligen 
ET. Koordinatenaren Ay und Ar dar undM die Fläche 
| PAM. Denkt man fih nun dieſe Fläche aus fehr 
wer ſchmalen Rechtecken zufammengefest, welche ſämmt— 
lich parallel zu PM find und die Breite Ar haben; fo iſt der 
Inhalt eines jeden folhen Flächenelementes AM=yAz, fein 
Gewicht =uyAr und fein Moment in Beziehung zur Are Ay 
gleih uxy Ar. Die Gleichung (20) ergibt alfo 


/: zydz 
G.—Zr7yAr _e ....(29 
3 uM M 
Ein ähnlicher Ausdrud beftimmt den Werth von Ga; man erhält 
jedoh einen für die Rechnung bequemeren Ausdrud, wenn man 
fih das Gewicht eines jeden Flächenelementes, deffen Länge y 
if, in feinem Schwerpunfte vereinigt denkt, welder von der Are 
Az um Zy abfieht. Das Moment des Gewichtes eines jeden 
folhen rechtwinkligen Flächenelementes in Beziehung zur Are Ar 
iſt alddann dur Zuy? Az bargeftellt, und man hat 


a —— — DEE — 


Beiſpiel. — Angenommen, die Kurve APB ſei eine 
Parabel, deren Are Az if. 


44 Schwerpunkt einer Ummälzungsfläcde. g. 34. 


Nah der Gleihung für die Parabel if y„=4Aaz, wenn a 
. ben Abftand des Brennpunftes vom Scheitel bezeich- 


| "net. Ferner find die Gränzen, zwifhen welchen 
ni das Integral zu nehmen if, o und zı für x und 
| o und y, für y, weil man bei A z=o,y=o und 
— * bei C =, ,y=y, hat. m ergibt ſich 


— ————— 2% 


und M= — — ——— 2,2; mithin 


2: 
G, = 


2 % 4 
Serner hat man Sr ae=tafzür=2az 
za j 0 


und M=4 Verl, mithin 


. 8 

G, Ri 

Iſt alſo G der Schwerpunkt der parabolifchen Flähe ABC; fo 
if AH=ZAC und HG=--CB. 


z. 34. Schwerpunft einer Ummwälzungsfläce. 


Irgend eine Ummwälzungsflähe BAC ift offenbar um ihre 
Are AD ſymmetriſch; ihr Schwerpunft Liegt dem— 
nad in diefer Are, Mißt man die Momente von 
einer Ebene, melde durch A gebt und auf der 
Are AD perpendikular ftebt; fo fei 





x die Abfziffe, | 
y die Ordinate bes Punktes P der erzeugenden Kurve APB 


s bie Länge des Kurvenbogens AP, | 
Denft man fi die gegebene Fläche durch parallele Ebenen, wie 


. 34. Gl. (27.) Schwerpunkt einer Ummälzungsfläche. 45 


PQ, in unendlih ſchmale Streifen getbeilt; fo ift der mittlere 
Umfang eines folhen Streifens —=2ry, feine Breite = As, 
mithin feine Oberflägh AM=2ryAs und fein Moment 
=2zuxryAs. Hieraus folgt 


S, 
Zuf zyds 
G, — —— 2.26) 


Beifpiel. — ES foll der Schwerpunft der frummen 
Dberflähe einer Rugelzone oder eines Kugelabfdnit- 
tes beftimmt werben. 

B,AC, fei die DOberflähe eines Kugelabfchnittes, deffen 
Mittelpunft D und deffen Halbmeffer a iſt. Rechnet man bie 
Abfziffen DM=r vom Mittelpunfte D aus und bes 
zeichnet den Kurvenbogen AP mit s; fo bat man 


z=DM=DP.cosPDM=acos—,y=PM=DP. 


. — 2—. 
sinPDM=asin—, alſo 2ry=2a sin ‚cos =a’sinT; 





S, Ss, 25, 
2n  zyds= —=nza? —— ds=yzaP [eos(-* 2) — eos ( )] 
Sz 82 


—7 a⸗ ( + cos) — ( eos ꝰ&u 


— ar [eos°( S * cos? =)! ART 27) 


worin S, und S, die Werthe von s in den Endpunften B, und 
B, der Zone bezeichnen. 
Serner hat man dM—=?2zyds, aljo 


S, S, z . 
— 3 — 22— —— 
— /yas=2zxafsint.ds=2ra?|oos cos A 


Hieraus folgt 


46 Schwerpunft eines Umwaͤlzungskoͤrpers. $. 35. Gl. (30.) 
G, =} a [eos — cos | 
a a 
=, [DE, +DE, |=DE, ...+ (28) 


wenn E der Halbirungspunft der Linie E,E, if. Wenn S,—o 
ift, oder wenn bie Zone bei A anfängt und einen Kugelabſchnitt 
bildet; ſo wird 


G= sul +00! ]=a00s? (51) ....(29) 


.35. Schwerpunft eines Umwälzungskörpers. 


Irgend ein Ummwälzungskörper BAC ift offenbar um feine 
Axe AD ſymmetriſch; fein Schwerpunft liegt alfo 
in dieſer Linie, und wenn man für die Ebene, von 
welcher aus die Momente gemeffen werben follen, 
eine durch A gehende und auf ber Are AD per- 
pendifufar ftebende annimmt; fo hat man nur den 
Abftand AG des Schwerpunftes von diefer Ebene zu beftimmen. 
Bezeihnen nun x und y bie Koordinaten irgend eines Punk- 
tes P in ber erzeugenden Kurve, M das Bolum des Theiles 
PAQ, und denft man fi den Körper in fehr fchmale, zu PQ pa- 
rallele zylindriſche Schichten von der Dicke Az zerlegt; fo wird 
das Bolum einer jeden folden Schiht durch my? Ax und ihr 
Moment durch zury?’Azx dargeſtellt. Demnad hat man 





afzy2dz 
_RAZYyPAr_ m 

G=— = 80 

| Beifpiel. — Es ſoll der Schwerpunft eines Kugel— 
abjhnittes beftimmt werden, | 

B,AC, ftelle irgend einen ſolchen Abſchnitt einer Kugel bar, 
deren Mittelpunft D und deren Halbmeffer a ift. 
x und y feien die Koordinaten AM und MP des 
Punktes P, wobei die Abfziffen x von A aus gerech— 
net werben; alsdann hat man vermöge der Gleihung 

für den Kreis „P=2ar— x? und daher 
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afzy® dz=afzle a2—22)dr—n(fant—fe9), 
0 


72 
ferner M—n — dr=r Qaæ - r)d—x (ar,?—}ı,°); 
zı 0 


alſo 





—— (F)....@0 


a—+z, 


Wird der Abfchnitt eine Halbfugel, alfo 2, =a; fo hat man 


G, =. 


$. 36. Es foll der Shwerpunft eines Kreisaus- 
ſchnittes beftimmt werden. 


Wenn CAB der gegebene Kreisausfchnitt ift, fo denfe man 
fi) den Bogen ADB als ein Polygon von unendlich 
vielen Seiten. Zöge man von allen Eden biefes 
Polygons Radien nah dem Mittelpunfte C; fo würde 
dadurch der Ausichnitt in ebenfo viel Dreiede zer: 
legt. Der Schwerpunft eines jeden ſolchen Dreieds Tiegt in 
einem Abftande gleich # des Halbmeſſers vom Mittelpunfte C, 
fo daß die Schwerpunkte aller diefer Dreiede in einem Kreisbo— 
gen FE liegen, deffen Mittelpunkt C und deſſen Halbmeffer CF 
gleich ZCA iſt; ferner kann man fi vorftellen, daß die Gewichte 
diefer Dreiede in dem Bogen FE vereinigt und gleihmäßig über 
denfelben vertheilt feien, fo daß der Schwerpunft G des ganzen 
Ausfchnittes CAB auch der Schwerpunft des Bogens FE if. 
. Stellen daher S’,C',a’ refp. den Bogen FE, die Sehne FE, 
und den Halbmeffer CF dar; fo hat man nah Gleichung 


(23) CG= en Da aber die Bögen AB und FE ähnlich find, 


und a —$a iftz fo hat man au Ü=$C und S’—4S. Sub- 
fituirt man dieſe Werthe in die Tegtere Gleichung, fo ergibt ſich 





0G=4°L....C9 


48 Schwerpunkt eines konzentrifhen Ringes. $. 38. Gl. (33.7 


$. 37. Es foll der Schwerpunkt von einem Theile 
eines Fonzentrifhen Ringes oder eines überall glei 
arten Gewölbbogens beftimmt werben, 
c 


> Menn B,C,C,B, einen ſolchen Theil eines 
— — um A konzentriſchen — dargeſtellt, ſo ſei 
a, der halbneſeer, 
C, die Sehne, 
S; die Ränge 
a2 der Halbmeffer, 


C, die Sehne, 
Sy die Ränge 
Iſt nun G, der Schwerpunft des Ausfchnittes AB ‚C,:% 


der bes Ausfhnittes ABO und G der des gegebenen Ringes: 
fo bat man 


des Bogens B,C,, 





des Bogens B,C,.. 





AG. N, + RG. BOB, = AG, .AB,C.. 


Nah Gleichung (32) iR aber AG =? a 





AG—4 RT nn, 
ferner iſt die Fläche des Ausſchnittes AB, C,=14S,a,, die des 
Ausfchnittee ABC, =4Sga, und Die des Ringes B,C,B.C, 
—=AB, G—AB(C,= +5, a, — 35903; en bat man 


133. —E—— 





oder 
AG(Eru —)—=4(Cı 1? — ©a3?), 
und demnach 


_ Ga? —C, a? 
— I. (33) 


$. 37. a. Es foll der Shwerpunft eines Kreisab- 
ſchnittes beftimmt werden, 


Sf ABD der gegebene Kreisabfchnitt und C der Mitter- 
punft des zugehörigen Kreifesz fo liegt der Schwerpunft G des 
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A Erſteren offenbar in der Halbirungslinie CD des 
— Winkels ACB. Iſt nun 

a der Halbmeſſer des Kreiſes, 

C die Sehne AB, 

S die Länge des Bogens ADB, und 
J b die Linie CE; 
fo bat man, wenn Gi den Schwerpunkt des Kreisausfchnittes 
ACBD, G, den des Dreiedd ACB und G ben bes gegebenen 
Abfchnittes ABD bezeichnet, 


CG,.AACB+CG.ABD=CG, .ACBD. 
Es ift aber leer [Sleihung (32)] und CGz=}b, ferner 


Ausfhnitt ACBD=}Sa, Dreied ACB=}bC und Abſchnitt 
ABD=ACBD-—-ACB=}Sa—}5C; mithin 





35.40 C+06.48a-50=4“7.48a ober 
6GSa—5C)=4C(a?—b?)—4C.(C)?=}C, 


folglich 7 
G=4.57-50° + .33 a) 


a— 


5.33 Die Guldinfchen Negeln. 


Wenn NL irgend eine ebene Fläche und AB eine 
beliebige Are in derfelben Ebene darſtellt, 
um welche fi die Fläche drehet, jo daß NL 
* bei dieſer Drehung einen Umwälzungskör— 
= 8% per erzeugt; fo iſt das Volum dieſes Kör— 
a”  persgleid dem eines Prismas, deſſen Grund— 
flähe NL und deffen Höhe glei der Länge bes We— 
ges iſt, welchen der Schwerpunkt Guder Fläche NL be— 
ſchreibt. 

Denn nimmt man in NL irgend eine rechtwinflige Fläche 
PRSQ an, deren Seiten reſpektive parallel und perpendikular 
ju AB find, und ift MT der mittlere Abftand der Punfte P und 
Q oder R und S von AB; fo Teuchtet ein, * bie Linie PQ 


A 








—24 
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bei der Umdrehung von NL um AB einen fonzentrifhen Ring 
befchreiben wird. 
Stellt man diefen Ring durch QFPK und beffen 
r Mittelpunft durch M dar, und bezeichnet den Bogen, 
— welcher dem Winkel QMF in einem Kreiſe von dem 
Dr Halbmeffer 1 entſpricht mit 9; fo ift die Fläche 
FQPK gleich dem Ausfchnitte FQM, weniger dem Ausfchnitte 
KPM, alfo =4 MQ?.9—4 MP?.9=49(MQ? — MPY—= 
| FH are-mm=s.Mf .PRQ. 


Nun ift der durch PRSQ erzeugte förperliche Ring offenbar 
gleih der durch PQ erzeugten Ringfläche, multipfizirt mit dem 
Abftande PR, alfo gleih $.MT.PQ.PR oder =$.MT.PRSQ. 

Nimmt man bie Fläche PRSQ unendlich Hein an und denkt 
fih die ganze Flähe NL in Tauter ſolche fehr Heine Rechtede 
zerlegt, bezeichnet diefelben alsdann mit aı,a2,as,.... und ihre 
mittleren Abftände MT mit 21,22,23,....5 fo werden bie von 
biefen Flächen erzeugten förperlihen Ringe durch 9xıa,9220,, 
F23Q3, 3... und die Summe aller diefer Ringe oder der ganze 
erzeugte Körper durch Im ta +33 -+....) Dargeftellt 
fein. Denft man fi aber die Fläche NL als fhwer und be— 
zeichnet mit u das Gewicht einer Alächeneinheit der Figur 
NL; fo ift z,aru das Moment des Gewichtes von a, in Be- 
ziehung zur Are AB, zaazu das von a, in Beziehung zu der: 
felben Are AB, und fofort; mithin (x, ytr3a3+23a3+..)u 
das Moment der ganzen Fläche NL in Beziehung zu AB. Iſt 
nun G der Schwerpunft von NL uud GI deſſen Abftand von 
AB, fo ift das Moment von NL in Beziehung zu AB auch gleich 
GI.NLa und man hat 

Ga +, +, +... )u=GlI .NLu oder 

(sa +220, 42303 +...) =GI.NL und daher 

ICH + 239 +x3a3 +...) =3,.GI.NL, 


Ira 4230 +2303 +...) war aber ber Ausdrud für das 
Bolum des erzeugten Körpers; mithin ift dieſes Volum aud 
gleich 3.GI.NL. Hierin ſtellt 9. GI die Länge des vom Punkte 
G befchriebenen Weges dar, und es folgt, dag das Volum 
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bes Ummwälzungsförpers erhalten wird, wenn 
man bie Fläche NL mit der Länge des von 
ihrem Schwerpunfte G befchriebenen Weges 
multiplizirt, oder daß basfelbe gleich dem 
eines Prismas NM ift, weldes NL zur 
Grundflähe und den vom Punkte G bes 
fchriebenen Weg GH zur Höhe hat. In 
dieſem Sage befteht die erfte Guldinfche 
M T NMegel. 





$. 39. Der vorftehende Lehrfag kann auf die Ermittelung 
des förperlichen Inhaltes eines Schraubenganges angemenbet 
werden; denn es leuchtet ein, daß ein Schraubengang durch Ebes 
nen, welche durch die Are der Schraube gehen, in eine unendliche 
Anzahl fehr ſchmaler Ummälzungsförper zerlegt werben fann, 
welche alle fchräg übereinander gelagert find, wie bie, Stufen 
einer Wendeltreppe. Dies wird noch deutlicher, wenn man fid 
denkt, daß alle diefe Heinen Körper parallel mit der Are auf der 
Schraubenfpindel heruntergleiten, bis ihre oberen Flächen fämmt- 
ih in Einer Ebene Tiegen, in welchem Falle fie wirklich einen 
ganzen Umwälzungsförper von demfelben Bolum, wie ber gege- 
bene Schraubengang, bilden, 


Der in Rede ftehende Sag ift ferner auf die VBolumbeftim- 
mung irgend eines Körpers anwendbar, wenn man benfelber 
durch die Bewegung einer gegebenen ebenen Figur perpendifular 
zu einer gegebenen Kurve, weldhe fortwährend burg benfelben 

| Punkt der Figur geht, erzeugen fann. Denn mwel- 

FD es Element der Kurve aud die Figur in irgend 
einem Augenblide durchlaufen mag, man fann ſich immer denken, 
fie drehe fih um eine gewiſſe fefte Are, welde durch ben Krüm⸗ 
mungsmittelpunkt der Kurve in jenem Punkte geht, und indem 
ſie ſich ſo um eine feſte Axe drehet, erzeugt ſie für einen Augen⸗ 
blick einen elementaren Umwälzungskörper um dieſe Are, deſſen 
Volum gleich dem Produfte der ebenen Figur in bie Länge des 
von ihrem Schwerpunfte befhriebenen fehr Kleinen Weges ift. 
Da dies nun von einem jeden folchen elementaren Ummwälzungs- 
förper gilt; fo folgt au für den ganzen Körper, daß fein Bo 
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um gleich dem Probufte der ebenen Figur in die ganze Länge 
des von ihrem Schwerpunfte Durchlaufenen Weges fer. 


$. 40. Wenn AB irgend eine Kurve barftellt, welche 
fih um die Are AD drebet und bierdburd die Umwäl— 
zungsflädhe BAC erzeugt, und Gift der Schwerpunft 
diefer Kurve; fo ift Die Größe der erzeugten Fläche 
gleih dem Probufte aus der Länge ber Kurve AB und 
ber Länge bes von dem Punfte G während der Dre— 
bung um AD beſchriebenen Weges. 


PQ fei irgend ein Element der erzeugenden Kurve und 
B PQFK eine von diefem Elemente erzeugte 

z Zone der Ummwälzungsflähe; alsdann kann 
 Diefe Zone als ein Theil einer Kegelober- 
fläche angefeben werden, deren Spitze ber 
Punft M ift, in welchem fih die Tangenten TM und VM an 
den Halbirungspunften T und V der Kurvenelemente PQ und 
FK fchneiden. Wird diefer Streifen PQFK des Kegeld QMF 
in einer Ebene ausgebreitet und ift PQFK feine Ent- 

x widelung; fo wird bie legtere offenbar einen fonzen- 
74 trifhen Ring bilden, deffen Mittelpunft M ift, da. 
m bie Entwidelung des ganzen Kegels einen Kreisaus— 
ſchnitt MQF bildet, deffen Mittelpunft M der Spige bes Kegels 
und beffen Halbmeffer MQ der Seite MQ des Kegels entfpricht. 
Wie nun ſchon bei dem vorhergehenden Sage gezeigt ift, fo 
wird die Fläche dieſes Ninges, und mithin auch die Fläche ber 
Kegelzone duch .MT.PQ dargeftellt, worin 3 den Bogen 
für den Winkel QMF in einem Kreife von dem Halbmeffer 1 
bezeichnet. Der Bogen, beffen Halbmeffer MT ift, wird durch 
#.MT dargeftellt; vor der Entwidelung bildete diefer Bogen 
aber einen vollen Kreis, deſſen Halbmeffer NT und deffen Um— 


fang mithin 2 NT war; demnach hat man, da ber Kreis bei 
der Entwidelung feine Länge nicht geändert hat, 

I $.MT—2xzNT. 
Subftituirt man biefen Werth von FMT in den Ausdrud für 
bie Fläche der Zone; fo erhält man 





er 
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PQFK=2x.NT.PQ. 

Denft man fih die ganze Umwälzungsfläche in eine unendliche 
Menge folder elementaren Zonen zerlegt und bezeichnet die Län— 
gen der entfprechenden Elemente der Kurve AB mit 8 ,845855+ ++ 
und Die zugebörigen Werthe von NT mit y,,%925Ya> +++; fo wer: 
den die Flächen der forrefpondirenden Zonen durch 2my, s,, 
ZAYgSgs ZRYy8g5 + ++, und die Größe der ganzen Umwälzungs- 
flähe BAC durch 2u(y,s, F + Y3855 + - . ») dargeftellt. 

Da aber G der Schwerpunft der Kurve AB iftz; fo ftellt 
AB.GHu das Moment des Gewichtes einer Ruthe von ber 
Form AB in Beziehung zu AD dar, wobei u das Gewicht einer 
jeden Längeneinbeit der Linie bezeichnet; ferner ift diefes Moment 
gleich der Summe der Momente der Gewichte 5,u,821 85 +++ 
der Kurvenelemente, alfo 


AB ‚GH u—(y,$, 4 Y282 4493834 · · · u und 
AB.GH=y,s,+Yy282 49383 + - - »5 
daher denn auch wegen des vorhergehenden Ausdrudes 
Slähe BAC=2#AB.GH=AB.!zGH, 
worin 2rGH gleich der Fänge des Weges ift, welchen der Schwer: 
- punkt G der Kurve AB bei feiner Umdrehung um AD befchrie- 
ben bat. 
Diefer Sag bildet die zweite Guldinfche Megel; derfelbe 
ift, ebenfo wie der vorbergehbende, nicht allein für eine Umwäl— 
zungsfläche, fondern auch für irgend eine andere Fläche gültig, 
welche Durch eine ebene Kurve erzeugt wird, die ſich perpendifu- 
far zu einer anderen Kurve von beliebiger Form fortbewegt und 
dabei von der Iesteren ftets in demfelben Punkte durchſchnitten 
wird, Es erhellet in ber That, daß hierfür derfelbe Beweis, 
wie für den früheren Sag geführt werden kann. Uebrigens 
muß dabei noch bemerft werden, daß feiner von den vorftehenden 
beiden Sägen angewendet werden fann, wenn die Bewegung der 
erzeugenden Ebene von der Art ift, daß fi zwei aufeinander 
folgende Lagen gegenfeitig ſchneiden oder durchkreuzen. 


$. 41. Das Bolum irgend eines abgeftumpften 
prismatifchen oder zylindriſchen Körperd ABCD, von 
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welchem bie Eine Grundflähe CD auf den Seitenli- 
nien perpenbdifular ſteht und bie andere AB fih gegen 
biefelben neigt, ift gleich dem Inhalte eines geraben 
Prismas ABEF, deffen Orundflähe AB und deffen 
Höhe der perpendifulare Abftand GN des Schwerpunfs 
tes G ber Flähe DC von der Ebene AB iſt. 


Denn wenn den Neigungswinkel ber Ebene DC gegen AB 
= und m ein fehr Fleines Element der Fläche 

5% DO varſtellt, und man betrachtet ein Prismen 
ı mr, deſſen Bafis m ift und deffen Seiten zu 
=" AD und BC parallel find, fo daß man ben 

ganzen Körper ABCD in lauter foldhe unendlich fchmale Prismen 
zerlegen kann; fo ift das Volum dieſes elementaren Prismas von 


der Höhe mr und Grundflähe m glei mr.m, oder da mn 
— F — — nn , i Mn. 
=mr.snmra=mr.cosı, alfo mr = ift, gleich — 
Der ganze Körper iſt demnach gleich der Summe aller die— 
fer Probufte, wie mm .m, dividirt durch cosı. Stellt man biefe 
Summe alfo durh Zmn.m bar; fo ift das Volum des ganzen 
mn .m 
cost 
Sieht man nun CD wie eine Scheibe von fehr geringer 
gleichförmiger Stärfe an, von welder bie Flächeneinheit das 
Gewicht w befist; fo wird das Gewicht des Elementes m durch 
am und fein Moment in Beziehung zu der Ebene ABN durch 
g.mn m dargeſtellt, und uSmn.m wird die Summe ber Mor 
mente aller Elemente der Scheibe CD in Beziehung zu jener 
Ebene fein. Nah $. 15 muß diefe Summe gleih dem Momente 
bed ganzen Gewichtes .CD der Scheibe CD fein, welches in 
G vereinigt gedacht werben fann, und man hat baher 








Körpers = 


u.CD.NG=uXmn.m ober 
CD.NG=xsmm «Mm, 


Subftituirt man diefen Werth von Imn.n in ben obigen Aus⸗ 
druck für den Inhalt des Körpers; fo ergibt ſich | 
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Bolum des Körpers = — — 


CD if aber die Projektion von AB, und daher CD=AB. cos, 


oder ID ip. woraus endlid 
cost 


Bolum des Körpers ABCD=AB.NG— Bolum des Prismas ABEF 
folgt. 





Zufäge zum erften Abfchnitte. 


Die vorftehenden Säge find zum Verftändniffe und zur Ent- 
widelung der nachfolgenden Unterfuhungen vollfommen audrei- 
hend. Um jedoch einen volfftändigen Begriff von dem Zuftande 
des Gleihgewichtes mehrerer Kräfte an irgend einem Spfteme 
zu geben, fo verdienen noch folgende Säge angeführt zu werben. 


Bon den Kräftepaaren 


1. Erklärung eines Kräftepaares. Wenn in Ein und 
verfelben Ebene mehrere Kräfte gegeben find; fo bat man durch 
$. 11 gefehen, daß wenn alle bieje Kräfte P parallel zu zwei 
rechtwinkligen Koordinatenaren Ar und Ay in Pcosa und Psin« 
zerlegt werden, und wenn m'P das Moment irgend einer derfel- 
ben in Beziehung zu einem beliebigen Punkte A bezeichnet, man 
zur Beftimmung der Refultante R aller gegebenen Kräfte die 
Gleichungen 

R? = (ZPsin«)?-+(2ZPcose)’, 








Psin 
tangꝰ 
_Zm'P 
p= R- 


hat, worin 9 ben Neigungsminfel von R gegen bie Are Ar und 
p den perpenbifularen Abftand diefer Kraft von denfelben Punkte 
A bezeichnet. 
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Für den einfachen Fall, wo alle Kräfte P der Are Ay pa- 
rallel wären, wo man alfo « fonftant =7,sine=1,00s0=o 


hätte und wo das Moment der Kraft P in Beziehung zum Punfte 
A allgemein durch =P dargeftellt werden würde, reduzirten ſich 
bie vorftehenden Gleichungen auf 


— 





Ss 
R= SP, tang9== — oder *5 
_Z2P _Z3zP 


PR Typ?’ 
in welchen Ausdrüden fowol die Kräfte P, wie die Momente 
xzP dasſelbe Zeichen erhalten müßten, welche eine Drehung nad 
Einer Seite um den Punft A veranlaffen würden, während Die 
übrigen Kräfte und Momente, welche eine Drehung nach ber 
entgegengefesten Seite zu bewirken ftrebten, auch mit dem. entge- 
gengefegten Zeichen in die Rechnung einzuführen wären. 

Brächte man nun in der gegebenen Ebene eine Kraft an, 
welche der Refultante R gleich und. direkt entgegengefept wäre; 
fo würde dadurch das ganze Spftem im Gleichgewichte erhalten 
werben, 

Nun könnte es fich ereignen, daß die Summe aller berjeni- 
gen der gegebenen Kräfte, welche nad Einer Seite wirfen, gleich 
der Summe der übrigen wäre, welche nach der entgegengefegten 
Seite wirken, Im dieſem Falle würde die algebraifhe Summe 
alfer gegebenen Kräfte, das ift die Größe der gefuchten Neful- 
tante R=SP=o werden. Wäre nun gleichzeitig auch die Summe 
SxP der Momente aller diefer Kräfte gleich null; fo weiß man 
aus den früheren Betrachtungen, daß alsdann das gegebene Sy 
ftem im Gtleichgewichte fein würde, weil alsdann auch das Mo— 
ment ber Refultante pR=SrP gleich null werden würde. Wäre 
biefe Summe SxrP der Momente aber gleichzeitig nicht gleich 
null; fo wüßte man zwar, daß die Größe der gefuchten Reful- 
tante R null werden würde, ihr Moment pR würde jedoch einer 
endlihen Größe FZxrP gleich werden, und man fieht, daß in bie 
ſem Falle Fein Gleichgewicht zwifchen den Kräften P beftehen 
fönnte. Außerdem veduzirten ſich die beiden obigen Gleichungen 
R=>P und pR=XFrP auf 

J R=o und pR=2zrP. 
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Es Teuchtet ein, daß diefen beiden Iegteren Bedingungen durch 
eine einzige Kraft R durdaus fein Genüge geleiftet werben fann, 
weil aus der erftieren R=o und demnad aus der zweiten FrP 
=pR=o folgen würde, was offenbar unmöglid ift, da ZrP, 
der Annahme gemäß, einen endlihen Werth, verfhieden von 
null, baben fol. Hieraus zieht man den Schluß, daß ein Syſtem 
von parallelen Kräften, welche ſich fo entgegengefegt find, daß 
ihre algebraifhe Summe null ift, während die Summe ihrer 
Momente einen wirflihen Werth, verfchieden von null, bat, durch 
eine einzige Kraft R nit im Gleichgewichte erhalten werben 
fann. 
Diefer Fall tritt in feiner einfachften Geftalt auf, wenn in 
F einer Ebene zwei gleihe Kräfte P ges 
| geben find, welche in parallelen, aber 


Fr entgegengefegten Richtungen und in 
einem perpendifularen Abitande k von« 
P einander wirfen. in ſolches Syſtem 


nennt man ein Kräftepaar. Fällt man von irgend einem Punfte. 
A der Ebene diefer Kräfte ein Perpendifel ABC auf die Rich— 
tungen derfelben; fo bat man zuvörderft sP=P-—P=o, und 
für die Summe der Momente der beiden gegebenen Kräfte 
AC.P—AB.P=(AC—AB)P=kP, einen Ausdrud, welden 
man das Moment des Kräftepaares nennen kann. Mit 
einer Intenſität, welche dur das Produft AP _gemeffen wird, 
firebt alfo das gegebene Kräftepaar die Ebene um den Punft A 
zu drehen, und würde eine folhe Drehung wirflid erzeugen, 
wenn dieſer Punkt plöglich feft gemacht würde. Die Ebene, in 
welcher die Kräfte P wirken, wird aber ald ganz frei angenom- 
men, und man fieht daher wegen der Willfürlichfeit, die bei ber 
Wahl des Punktes A ftattgefunden bat, daß die Eigenfchaft des 
vorliegenden Kräftepaares darin befteht, die Ebene um einen 
jeden ihrer Punkte mit einer Intenfität =kP zu drehen. 
Wenn der Punft A einer Ebene (ſ. d. nachſtehende Fig.) feft iſt, 
fo daß fich diefelbe nur um diefen Punkt drehen fann, und man bringt 
in der Ebene an den beiden gleichen Hebelarmen AB und AD=p 
zwei gleiche Kräfte BP=DP=P, an welde das Syftem nach der- 
felben Seite herumzudrehen ftreben; fo fann man, um denfelben 
Effekt zu erhalten, die beiden Kräfte P in eine einzige ER=R 
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zufammenfesen, welche das Syſtem 
an dem Hebelarme AE=r zu dre— 
ben ftrebt. Berlängert man daber 
die Richtungen PB und DP bis zu 
n „rem Durchſchnittspunkte E, denkt 
Eu ſich alsdann die beiden Kräfte P in 
9— dem Punkte E ihrer Richtungen an 
J * gebracht und ſetzt dieſelben nach dem 
Ab Prinzipe des Parallelogramms der 
Kräfte in die Refultante ER—=R zufammen; fo findet man, 
daß die Richtung ER diefer Refultante auf der Linie AE per- 
penbifular ftebt, daß alfo AE der Hebelarm ift, an welchem 
bie Kraft R wirft. Sept man nun den Winfel BAD=g; fo 
ergibt fich Leicht | 
R—=2Peos$-und AE=r—=—® 


£ cos I 









Man hat alfo für das Moment der Refultante R 
Rr=2Pp 


ober gleih der Summe der Momente der gegebenen Kräfte P. 
Diefe Beziehungen zwifchen R,r und dem Momente Rr finden 
immer ftatt, wie groß oder wie fein auch der Winfel p fein 
möge. Man bemerft aber ſowol aus den vorftehenden Gleichun— 
gen, wie aus der geometrifchen Darftellung, daß je größer der 
Winkel ꝙ angenommen wird, befto Feiner die Refultante R 
und befto größer der Hebelarm » wird, fo jedoch, daß unter 
allen Umftänden das Podukt aus R und r, oder das Moment der 
Refultante R gleich der fonftanten Summe der Momente der gege- 
benen Kräfte P if. Würde nun bei ftetiger Zunahme endlich der 
Winkel 9=2n; fo geht das Syſtem der beiden Kräfte P in 
ein Kräftepaar über; die Größe der RefultanteR wird null, 
aber der Hebelarm 7, an welchem diefelbe wirft, wird unend= 
lich, fo daf das Moment des Kräftepaares immer gleih 2Pp oder 
gleih der Summe der Momente der gegebenen Kräfte Bleibt. 
Man zieht hieraus für Die Anwendung auf ein Spftem, 
welches um eine fefte Are drehbar ift, den Schluß, daß wenn in 
einer auf diefer' Are perpendifular ſtehenden Ebene Kräfte ange- 
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bracht find, welche das Syſtem berumzubewegen ftreben, und man 
bat diefelben nach dem Prinzipe des Parallelogramms der Kräfte 
und dem der Gleichheit der Momente nad allgemeinen Formeln 
in eine Refultante R zufammengefeat und biefelbe mit belie- 
bigen anderen an dem Spfteme wirfenden Kräften in Beziehung 
gebracht; fo wird man in dem Falle, wo bie gegebenen Kräfte 
ein Kräftepaar bilden, die allgemeinen Formeln beibehalten 
fonnen, wenn man für die Refultante R den Werth o, für den 
Hebelarm r, an welchem diefelbe wirft, den Wertb a, für das 
Produkt Rr oder das Moment der Refultante aber immer die endliche 
Summe der Momente der einzelnen gegebenen Kräfte ſubſtituirt. 


2. Ein jedes gegebene Kräftepaar, deffen Moment 
kP ift, fann in ein anderes verwandelt werden, wobei 
die Rihtungen der Kräfte P’ durch zwei beliebige 
Punkte der gegebenen Ebene geben, und eine beliebige 
Neigung gegen die Richtung der früberen Kräfte P 
oder eine beliebige Öröße haben, wofern nur das Pro— 
duft der Kraft P’ in den perpendifularen Abitand A der 
beiden KräfteP’, das heißt das Moment KAP’ des neuen 
Kräftepaares gleih dem Momente kP des gegebenen 
ift und das neue Paar nah derfelben Richtung herum 
wirft, wie Das gegebene. 

Denn zuvörberft bemerft man, dag wenn. B und C zwei 

Punfte in den Richtungen der Kräfte 
P des gegebenen Kräftepaares und 
BD=k der yerpendifulare Abftand 
dieſer Richtungen ift, und man zieht 
die Linien BP’ und CP’ in einer 
3, beliebigen Richtung miteinander pa- 
*rallel; ſo kann man jede der Kräfte 
P in zwei andere P’ und P” zerle⸗ 
gen, wovon bie —— reſp. in die Richtung BP’ oder CP’ und 
die andere in die Linie BC fällt. Die letzteren beiden find ein- 
ander gleich und entgegengefegt und heben ſich daher gegenfeitig 
auf. Hinfihtlid der anderen beiden P', welche auch an Größe 
einander gleich werden, hat man, wenn A’ ben perpendifularen 
Abfiand BE der Richtungen der Kräfte P’ bezeichnet, 
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CP’_,P'__sinCPP’ 
CGP”PsnCcPP’ 
Es ift aber 
BD=k=BCsinBCD=BC.sinCPP’ und 
BE=#=BCsinBCE=BC.sinCP’P alfo 
_k__sinCPP’ 
k"sinCP’P? 
und hieraus folgt 
P’_k 
Pr oder KP’=KP, 
d. b. das Moment des neuen Kräftepaares ift gleich dem Mo— 
mente des gegebenen. 
Legt man ferner durch die beiden Punkte B und C der Rich— 


r 2 tungen ber Kräfte P, melde das 

£ B/ e/ __» gegebene Kräftepaar bilden, die Li— 

p“ »' nie BCD und bringt in dem Punfte 

z C eine Kraft P, an, welde ber 

Kraft P an Größe glei und direkt entgegengefegt ift, ferner an 

den Punkten B und D in entgegengefegten Richtungen von P, 

zwei Kräfte P” und P’ von der Befchaffenheit, daß fie der Kraft 

P, vollfommen das Gleichgewicht halten; fo wird durch Diefe 

Einführung ber Kräfte P,,P’ und P” der frühere Zuftand bes 

gegebenen Spftemes durchaus nicht geändert. Damit fi aber 

die drei parallelen Kräfte P,,P', P", von denen P,=P ift, das 

Gleichgewicht halten, muß erftens 
P’+-P'"=P,=P 

und nah dem Prinzipe der Gleichheit der Momente, wenn man 

bie Momente von P’,P" und P, in Beziehung zu dem Punfte 
B nimmt und BC=1,BD=7 ſetzt, 


P=IP, =iP 
fein. Aus ber legteren Steigung folgt 
Pr T s 
Diefen Werth in die vorhergehende Gleichung gefegt, gibt 
+P'=P, alfo 


Pr=Pp(1 7): 
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Nachdem man nun diefe drei Kräfte P,=P,P=Z und’ P’—P 


(1 4) in das Syſtem des gegebenen Kräftepaares eingeführt 


hat, heben ſich die beiden Kräfte P und P, im Punfte C voll: 
fommen auf, und es bleibt ein Syſtem übrig, bei welchem im 


Punfte D die Kraft P=4 und im Punkte B die Kraft P—P” 


-P—Pp(1-)=7=P in derRitung BP wirft. Diefes 
Syſtem bildet offenbar ein neues Kräftepaar, für welches man 
_IP 
| ist: 
bat. Bezeichnen nun k und K’ die perpendifularen Abftände der 


Richtungen BP,CP und der Richtungen BP,DP’, fo hat man 


I _k 
Fr und baber auch 


— oder xPAKP, 


d. h. das Moment des neuen Kräftepaares welches dieſelbe Wir- 
kung thut, wie das gegebene, iſt gleich dem Momente des letzteren. 


Nachdem man hierdurch das Paar der Kräfte P in ein an— 
deres verwandelt hat, deſſen Richtungen mit den früheren paral- 
{el find und wobei die Richtung BP’ der Einen Kraft mit Einer 
der früheren Richtungen BP genau zufammenfälltt, fann man 
auch das neue Paar der Kräfte P’ auf diefelbe Weife in ein 
anderes verwandeln, deffen Richtungen ebenfalls mit den früheren 
paralfel find und durch die Punkte D und E geben, 


Um endlich ein gegebenes Paar der Kräfte BP und CP in 
ein anderes umzuwandeln, deffen Kräfte P’ in die gleichfalls 


x gegebenen beliebigen Richtungen DF 
2 / und EG fallen; fo verbinde man 
/ \ \ /s wei Punkte diefer Richtungen durch 
y  E die Linie DE, verlängerte die Rich— 
I % tungen BP und PC der Kräfte P 


— — gegebenen Paares bis zu ihren 


Durchſchnitten H und I mit der Li— 
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nie DE, denfe fih alsdann die Kräfte P in den Punften H 
und I nad denfelben Richtungen angebracht, in welchen fie ger 
geben find; darauf verwandele man nad dem legteren Sage das 
Kräftepaar HI in ein anderes, deffen Richtungen zu BH und IC 
parallel find und durch die Punfte D und E gehen und zerlege 
endlich die zulest erhaltenen Kräfte in D und E nad den erfte- 
ren der vorftehbenden Säge in andere, deren Richtungen in DF 
und EG und in DE fallen. Sind nun die Kräfte des aus bie- 
fer Operation hervorgehenden Paares —=P” und ihr perpendifus 
larer Abftand =K"; fo wird man immer 
FP'—=kP 

haben, und man fieht, daß ein jedes gegebene Kräftepaar, durch 
ein jedes beliebige andere in berfelben Ebene Tiegende Kräftepaar 
vertreten werden Ffann, wenn nur das Moment des Iegteren k”P’ 
gleich dem Momente kP des erfteren ift. 


3. Zufammenfesgung der Kräftepaare. Sind in Einer 
Ebene mehrere Kräftepaare gegeben, deren Momente refp. K’P’, 
k"P",k"P”,... find, fo fann man ein jedes derfelben in ein 
anderes verwandeln, deffen Richtungen in zwei beftimmte Paral- 
Ielfinien fallen, ohne daß bierdurh der Werth feines Momente 
geändert würde. Bezeichnet man den perpendifularen Abftand 


diefer beiden Parallelen mit k, fo wird die Größe der Kraft, 
welche fih dur die Verwandelung des erften Kräftepaares er- 


gibt =, die Kraft, welche fi durch bas zweite Paar ergibt 
'ıD" 
— u. ſ. f. Alle dieſe Kräfte wirken nun in demſelben per— 
pendikularen Abſtande und in denſelben Linien, können alſo addirt 
werden und bilden ſo ein einziges Kräftepaar, deſſen Kräfte 
P k"P” kp” 
—— m 
in dem Abftande Ak wirfen und deſſen Moment mithin 
kP=Kk'P'+ k"P"+k"P"”+ —** 
d. i. gleich der Summe der Momente der einzelnen gegebenen 
Kräftepaare iſt. 
Sind unter den gegebenen Kräftepaaren mehrere vorbanden, 
— 
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welche eine Drehung nad der entgegengefegten Seite der übrigen 
zu bewirfen fireben; jo müflen ihre Momente in dem vorfteben- 
den Ausdrude offenbar negativ genommen werben, während bie 
anderen das poſitive Zeichen erhalten. Würde hierdurch ber 
Werth der rechten Seite der vorftebenden Gleichung gleih null; 
fo fiehbt man, daß im biefem Falle auch das Moment des refuls 
tirenden Kräftepaares null ift, daß ſich alfo die gegebenen Kräfte: 
paare im Gleihgewichte erhalten. Hieraus folgt zugleih, daß 
zum Beftehen des Gleihgewichtes zwiſchen Kräftepaaren in Einer 
Ebene, wenigftens deren zwei vorhanden fein müffen, daß aber 
auch ein gegebenes Kräftepaar durch einanderes immer in Gleich— 
gewicht verjegt werben fann. 


4. SKräftepaare in verfhiedenen Ebenen. Betrach— 
tet man ein Syftem von Kräften im Raume, fo fei in der Ebene 
PBCP irgend ein Kräftepaar gegeben, deffen Moment kP ift. 
Nimmt man BC=k und Iegt die Richtungen der Sträfte BP=P 
und CP=P redtwinflig gegen BC; fo fann ein jedes in der 
gedachten Ebene gegebene Kräftepaar, deffen Moment den Werth 
kP bat, durd das Testere Paar vertreten werden. Iſt nun 
PB’C’P’ irgend eine zu PBCP yarallele Ebene und BB’, CC 
gemeinschaftlihe Perpendifel auf diefen beiden Ebenen; fo fann 
man unbefchadet des ftatifhen Zuftandes des gegebenen Syſtemes 

ä in den Punften B,C,B’,C’ vier gleiche 
und parallele Kräfte P’ anbringen, von . 
denen bie in B und C’ angebrachten ber 
Richtung BP und die in C und B’ an- 
gebrachten der Richtung CP direkt ent⸗ 
gegenwirfen; denn dieſe an ben vier 
Eden des Rechteckes BCEC’B’ wirkenden 
Kräfte P’ find unter fih im Gfeichgewichte, weil je zwei von 
ihnen wie BP’ und C’P’ und wie CP’ und B’P’ eine NRefultante 
=2P’ befigen, die refp. durch die Mitte der Linie BC’ oder ber 
tinie CB’, d. i. dur den Mittelpunft D des Rechtedes BCCB 
geht und melde für die erften beiden nad der Einen und für 
die anderen beiden nach der entgegengefegten Seite gerichtet ift, 
ſo daß die gemeinſchaftliche Refultante aller vier Kräfte P- gleich 
m if, Nimmt man P=P; fo heben fi die in den Punkten 
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B und C wirkenden Kräfte volfommen auf und es bleibt nur 
ein Kräfttpaar P'B’C’P’ zurüd, welches in der parallelen Ebene 
wirft und basfelbe Moment wie das gegebene PBCP befigt. 
Da nun aber dur das Kräftepaar P'B’C’P’ ein jedes beliebige 
andere Paar in der Ebene PBCP vertreten wird, welches mit 
jenem ein gleiches Moment bat; fo folgt allgemein daß irgend 
ein gegebenes Kräftepaar ohne Einfluß auf den Zus 
ftand eines Syftemes von Kräften in ein anderes ver- 
wandelt werben kann, welches in einer parallelen 
Ebene liegt und basfelbe Moment hat. 

Hieraus erfenntman auch eine allgemeinere Eigenfhaft eines 
Kräftepaares, welche nicht bloß darin befteht, daß basfelbe Die 
Ebene, in weldher es wirft, um einen jeden beliebigen Punkt, 
fondern daß basfelbe das ganze im Raume ‚gegebene Syftem um 
eine jede beliebige Are zu drehen ftrebt, welche auf der Ebene 
bes Kräftepaares perpendifular fteht, 

Sind zwei verfchiebene Kräftepaare in ziwei nicht parallelen 

Ebenen gegeben, fo feiBF die Durch— 
1 fchnittslinie diefer beiden Ebenen. Man 

verwanbele ein jedes ber gegebenen 

Paare in ein anderes, beffen Kräfte 

| irgend einer beliebig zu wählenden 

BE c Kraft P gleih und der Durchſchnitts— 
linie BF parallel find, und trage beide an Ein und benfelben 
Punft B der Linie BF. ft alsdann BC das erfte und BD das 
zweite Kräftepaar, fo vollende man das Parallelogramm BCED 
und ziehe die Diagonalen BE und CD, welde fih in G fchnei- 
ben. est kann man die beiden in C und D wirfenden gleichen 
Kräfte P in eine einzige =2P zufammenfegen, welche im Mit- 
telpunfte G ber Linie CD in berfelben Richtung wirft, und hier— 
durch die beiden gegebenen Kräftepaare auf ein einziges BG 
reduziren, an beffen Enden B und G die Kräfte 2P wirfen. 
Statt diefes letzteren Paares kann man jedoch aud ein anderes 
fegen, welches ebenfall8 in der Ebene EBF, aber mit den Kräf- 
ten P und an den Endpunften B und E der doppelten Länge 
von BG oder der Diagonale BE des Parallelogramms BCED 
wirft, indem das Moment BE. P=(2BG)P diefes letzteren gleich 
dem Momente BG. 2P des erfteren ift. 


D 
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.n bie beiden gegebenen Kräftepaare BC und BD von 
ber Beichaffenbeit, daß beim Antras 
gen der Kräfte P diefer beiden Paare 
an den Punft B, die Kraft des Einen 
Paares der des anderen gerade entge- 
gengefest wäre; fo würden ſich bie 
Kräfte bei B gegenfeitig vernichten und 
man erbielte unmittelbar als refulti= 
rendes Kräftepaar jenes CD, welches mit den Kräften P an 
den Endpunften der anderen Diagonale CD des Parallelograms 
med BCED und in der Ebene PDCP wirft. 

Aus dem Borftehenden erfiebt man, daß fich die Kräftepaare 
in den verfchiedenen Ebenen auf eine ähnliche Weife, wie ein- 
fahe Kräfte, nah dem Prinzipe des Parallelogramms der Kräfte 
zufammenfegen und mithin auch zerlegen Taffen, und es wird 
immer leicht fein, fowol die Ebene, wie die Are des refultiven- 
den Paares zu beflimmen. Auch geht hieraus hervor, daß es 
immer möglid) ift, eine jede beliebige im Raume gegebene Anzahl 
son Kräftepaaren zu einem einzigen zufammenzufegen. Am leich— 
teften wirb Dies immer gefchehben, wenn man die Richtungen der 
Aren der Kräftepaare ftatt ihrer Ebenen fonftruirt, indem man 
diefen Aren, welche auf den Ebenen perpendifular ſtehen müflen, 
folhe Längen gibt, dDurd welche die Momente der zugehörigen 
Kräftepaare dargeftellt werden und dann dieſe Aren nach dem 
Parallelogramme oder Parallelepipedum ber Kräfte zufammen- 


fest. 
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9. Bedingungen für das Gleichgewicht mehrerer 
auf Einen Punft angebradter Kräfte. Auf Einen Punkt 
A feien mehrere in verfchiedenen Ebenen Tiegende Kräfte P,, Pe, 
P,,... angebradt. Legt man durch A drei rechtwinflige Koor— 
dinatenaren AX,AY,AZ und bezeichnet die Neigungswinfel der 
Kraft P, gegen diefe Aren refp. mit a,,ßy,7,, ebenfo bie Nei- 
gungswinfel der Kraft P, gegen diefe Aren mit @2,ß2Y2 u. ſ. fi; 
fo kann man nad $. 12 die Kraft P, in die drei Komponenten 
P,cosa,,P, cosß,,P,cosy, zerlegen, deren ae reſp. in 
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die drei ‚angenommenen KRoordinatenaren fallen. Auf ähnliche 
Weife können die übrigen Kräfte P,,P,... in die Komponenten 
P,cosa,, P,cosß, P,cosy, ete. zerlegt werben. Nimmt man 
num mit Berüdfichtigung der Zeichen, welche diefen Kräften ein- 
zen zufommen, die Summen aller jener Komponenten, welche 
refp. in die drei Aren AX,AY,AZ fallen; fo erhält man 


in der Richtung AX P,cosa, +P,cose,+P,cosu,+ ..—==Pcose, 
— »  AYP,cosß,+Pzcosß,+P,cosß,+..—=3Pcosß, 
— AZ P,cosp,+P,cosy,-+P,cosy,+: „=2Pcosy. 


Segt man hierauf die drei perpendifular gegeneinander gerichte- 
ten Kräfte ZPcosa, ZPcosß, ZPcosy wieder in eine einzige 
zufammen; fo findet man für die NRefultante.R aller gegebenen 
Kräfte | 

R=v (ZPecosa)?-+(ZPecosß)?-H (ZP eosy)®, 
und die Neigungswinfel a,b,c dieſer Refultante gegen die Aren 
AX,AY,AZ werben offenbar durch die Gleichungen 


_ ZPeosy 
— xR 


— ZPcos« — RP cos 6 
| R R 
gegeben fein, 

Sollen die gegebenen Kräfte untereinander im Gfeichgewichte 
fein, fo muß die Refultante R den Werth null annehmen; dies 
ift aber nad) ber vorftehenden Gleichung nur möglich, wenn man 
einzeln er 
ZPcose=o, XP cosß=0, 8Pcosy=o 


hat. Hieraus folgt, daß fih mehrere auf Einen Punkt ange- 
brachte Kräfte nur dann im Gleihgewichte erhalten Fünnen, wenn 
die Summen ihrer Komponenten in den Richtungen dreier recht⸗ 
winkliger Axen einzeln gleich null ſind. 


6. Bedingungen für das Gleichgewicht mehrerer 
an einem ganz freien Syſteme im Raume angebrachter 
Kräfte. Wenn auf ein Syſtem, welches ſich nach allen Seiten 
frei drehen und fortbewegen kann, verſchiedene Kräfte angebracht 
ſind, ſo denke man ſich durch irgend einen Punkt A des Raumes drei 
rechtwinklige Koordinatenaxen AX, AV, AZ gelegt. Schließt nun ir— 
gend Eine dieſer Kräfte, wie P, mit den Aren reſp. die Winkel «, 6, 
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ein; fo kann man diefelbe zuvoͤrderſt 
N in drei Komponenten Prosa, Pcosß, 
Pcosy zerlegen, welche jenen Aren 
reſp. parallel find, Nachdem man 
eine ſolche Zerlegung mit einer jeden 
Y ber gegebenen Kräfte vorgenom- 
men bat, fann man mit Poinfot 
an den Punft A parallel zu den 
Komponenten P cos u, P cos ß, Pcosy 
zwei Kräfte tragen, welche benfel- 
y ben refp. gleih und einander direft 
entgegengefegt find, woburd der Zuftand des früheren Sy— 
ftemes durdaus nicht geändert wird. Durch diefe Zerlegung 
und Einführung neuer Kräfte erhält man zwei befondere Sy— 
fteme, und zwar Ein Spftem, mweldes nur aus Kräften Pcosa, 
Pcosß, Pcosy beftebt, die unmittelbar auf den Punft A wir: 
fen, und Ein Spftem von Kräftepaaren, weldes aus Kräften 
befteht, die den Komponenten Pcosa,Pcosf, Pcosy gleih und 
parallel find, | | 

Nun Teuchtet ein, daß wenn das urfprünglid-gegebene Sy- 
ſtem im Gleichgewichte fein foll, ein jedes der letztgedachten bei- 
den Syſteme für fih im Gleichgewichte fein muß; denn wäre 
Eines von diefen beiden im Gleihgewichte und das andere nicht; 
fo fönnte die Verbindung beider offenbar fein Gleichgewicht er- 
zeugen, und hätte ſowol dag Eine, wie das andere eine Reſul— 
tante, verfchieden von null; jo könnte durch ihre Vereinigung 
ebenfalls Fein Öleihgewicht hervorgebracht werden, weil die 
Refultante des erfteren Syſtemes nur eine einfadhe Kraft, die 
Refultante des letzteren aber ein Kräftepaar fein würde, die ein- 
ander, wie man vorhin gefeben hat, nicht im Gleichgewichte zu 
erhalten vermögen. 

Sollen alfo beide erwähnte Syfteme für fih im Gleichge— 
wichte fein; fo erhält man für das erftere nach dem vorberge- 
henden Paragraphe die Bedingungen 

ZPcosa=0,SPcosß=o,3Pcosy=0. 


Um die Bedingungen für das Gleichgewicht des zweiten 
Spftemes von Kräftepaaren zu ermitteln; fo denke man fi die 
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in M wirfende Kraft Pcos« des Einen Kräftepaares in dem 
Punkte N, wo ihre Richtung die Ebene YZ fchneibet, angebracht, 
Das Moment diefes Kräftepaares wird alsdann AN. Pcose 
=Y y?-+z?.Pcos« fein. Bollendet man dag Redted ASNT, 
deffen Diagonale AN ift, fo fann dieſes Kräftepaar AN in bie 
beiden anderen AS und AT zerlegt werben, deren Momente 


refp. AS.Pcose=y.Pcose und AT.Pcosa=z.Pcos« find, 
und welche refp. in den Ebenen XY und XZ wirfen. Auf eine 
ganz Ähnliche Weife kann man das burd die Komponente Pcosß 
entftandene Kräftepaar, deffen Moment Yr7?+z? Poosß ift, in 
zwei andere zerlegen, deren Momente refp. x.Pcosß und z.Pcosß 
find, und welche in den Ebenen XY und YZ wirken. Ebenfo 
ergibt das durd die dritte Komponente Pcosy gebildete Kräfte— 
paar, deſſen Moment V x°+-y? Pcosy ift, zwei andere, Deren 
Momente refp. z.Pcosy und y.Pcosy find, und welde in den 
Ebenen XZ und YZ wirfen. 

Hierburh find nun. die drei von den Komponenten Pcose, 
Pcosß,Pcosy gebildeten Kräftepaare in fechs andere zerlegt, 
von benen zwei und zwei in Einer der drei Roordinatenebenen 
XY,XZ,YZ wirken. Die Momente der beiden Paare, welde 
in der Ebene XY mwirfen, find y.Pcos« und x.Pcosß; beide 
wirken aber, wie man bei genauer Prüfung der Figur fehen 
wird, einander entgegen, fo daß das Moment des aus beiden re- 
fultirenden Kräftepaares y.Pcos a—x.Pcosß=P(ycose—xcosß) 
fein wird, Ebenfo erhält man für das refultirende Kräftepaar 
ber beiden in der Ebene XZ wirkenden Paare Plrcosy—zcose), 
und der beiden in der Ebene YZ wirfenden Paare PlzcosB—ycosp), 
wobei die Momente derjenigen Kräftepaare als pofitiv angenom- 
men find, welche eine Drehung des Syſtemes von Y nad X, 
von X nah Z und von Z nad Y herbeizuführen ftreben. Nimmt 
man. nun für eine jede gegebene Kraft, wie P, eine foldhe Zerles 
gung und Zufammenfesung ber Kräftepaare vor; fo werben bie 
Momente der Refultanten aller diefer Paare in den Ebenen XY, 
XZ und YZ refp, 
ZP(ycose— zcosß), SP (xcosy—zcos«), SP (zcosß — ycos7) 
fein. j 

Diefe drei aus allen gegebenen Kräften refultirenden Kräfte: 
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paare lann man endlich im einziges zufammenfegen, deffen Mo: 
ment durch die Diagonale eines rechtwinkligen Parallelpipedumg 
dargeftellt wird, deſſen zufammenftoßende Seiten durch die vor— 
ftebenden Momente bargeftellt werden, und man bat baber für 
das Moment diejes einzigen Kräftepaares 


V [IP(ycosa—zcosß) ]2-F [ZP(zcosy—2cosa)]2-+[IP(sc0sß—ycosy)]#. 


Da diefes Moment, wenn das urfprünglich gegebene Spftem im 
Gleihgewichte fein fol, gleih null fein muß; fo ergeben fich zu 
den oben entwidelten 200 bie folgenden drei Bedingungsglei- 
Hungen 


ZP (ycosa— zcosß)=o, ZP(xcosy—zcos«)=o, 
ZP (zcosß— ycosy,=o. 


Diefe Gleihungen können folgendermaßen auf eine einfachere 


PR Form gebradt werden. Man bezeichne 
mit 9,9,r die Fürzeften Abftände der 
‚Richtung der Kraft P von den Koorbi- 
natenaren AX,AY, AZ und es fei pp, 
ber kürzeſte Abftand der. Richtung MP 
“ber Kraft P von der Are AX, M’p’ fei 
bie Projektion der Richtung Mp und. Ay’ 
„die Projektion der Linie p,p auf bie 
X Ebene YZ. Die Linie pp, bildet be: 


fanntlich foiwot ı mit Mp, wie mit AX rechte Winfel, mithin kann 
diefelbe als in einer mit der Ebene YZ parallelen Ebene Tiegend 
angefehen werben. Die Projektion Ap’ von p,p auf die Ebene 
YZ ift alfo parallel mit p,p, und weil aud das Perpendifet 
pp’ som Punkte p auf die Ebene YZ parallel p,A iſt; fo folgt, 
daß Ap,pp’ ein Rechteck bildet, daß alfo aud der Winkel p,pp’ 
ein rechter iſt. Hiernach ſteht p,p auf der Ebene mpp’m’ per⸗ 
yendifular, folglich auch Ap’, und daher aud die Projektion Ap’ 
von p,p auf der Projektion Mp’ von ber Richtungslinie Mp der 
Kraft P, und es ift Ap= =pmp=p- 

Zieht man ferner durch den Punft A mit der Richſung pM 
der Kraft P die Parallele Am und projizirt den Punkt m in m’ 
auf die Ebene VZ, in y’ auf die Are AY und in 2’ auf die Are 
AZ; fo hat man für die Tangente des Neigungswinfels m’AY. 


S 





* 
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der a. mA gegen die Are AY 
den Werth UI Ay 3 d. i., weil my Ar 


=Am.cosy, und Ay=Am.cosß iſt, 
den Werth 


Am.cosy__cosy 
Am.cosß cosß? 


2 alfo für ‚den Kofinus diefes Winkels 
— den Werth 











cosß 
cos?y _ NY vos? ß-+-cos?y 
Vers — 


Bekanntlich iſt aber cos?«+%os?ß-+cos?y=1, 
alfo V cos’8-+cos?y y=V 1 eos?a—sine, 


und daher der Ausdruck für den Kofinus des Neigungsminfels 
ber Projektion der Richtung der Kraft P auf die Ebene YZ 


cosß 
gegen die Are AY gleid) — 


Hieraus ergibt ſich für den Koſinus des Neigungswinkels 
derſelben Projektion gegen die Axe AZ der Ausdruck 


V — _Y sinda — coß_ V i1—cos2a— cos2ß__ c05 y. 


sina) sin & sin & sin « 

St daher M’p’ die Projektion der 
Richtung der Araft P auf die Ebene 
YZ und Ap’ die Projektion des Für- 
zeften Abftandes jener Richtung von 
ber Are AX; fo hat man Ap’=p, 


AS=y,M Be — 








sin«’ 
— 
alſo | 
A ans f 
= AN femer 
M’S M'S ; sinp NA__cosp’An 
NS” —NAFAS—tangp 7, NA” cosp NA’ 


das ift 
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z cosy 
ne, m Der 
cosYy 
2 — itbi 
psina+ycosy cosß’ mithin 
p ee P—ye08? ober zcosß— yCcosy=psin.a. 


Ebenfo findet fih für die Fürzeften Abftände q und r der Rich— 
tung der Kraft P von den Aren AY und AZ 


__20085Y — 20084 , 
a "7 Be oder ze0sP— zcosa=gsinß, 


— ycosa—xcosß 
siny 
Subftituirt man diefe Werthe in die obigen drei Bebingungs- 
gleihungen. für das Gleichgewicht; jo werden biefelben 
SPpsina=o, ZPgsinß=o, SPrsiny=o. 
Diefe drei Gleichungen, verbunden mit den zuerft gefundenen 
ZPcosa=o, ZPcosß=o, FPcosy=o, 
ſtellen die fämmtlichen notwendigen Bedingungen für das Gleich⸗ 
gewicht eines ganz freien Syſtemes von Kräften dar. 

Die letzteren drücken aus, daß die Summen der Komponen- 
ten der gegebenen Kräfte in parallelen Richtungen zu drei belie- 
digen rechtwinkligen Aren null fein müffen, und beziehen ſich 
demgemäß auf das Gleichgewicht gegen die fortfhreitende 
Bewegung. | : Ä 

Die drei erfteren fordern, daß die Summen der Momente 
in Beziehung zu den drei Aren null fei, und ftellen demnach das 
Gleichg ewicht gegen die drehende Bewegung her. 


oder ycosa— x cosß=rsiny. 


Gleichgewicht eines Syſtemes, welches ſich um Einen 
feften Punkt frei drehen kann. 


7. Befindet fi in dem Syſteme Ein fefter Punkt, um wel: 
hen fich dasſelbe nad alten Seiten frei dreben kann; fo kann 
eine fortfhreitende Bewegung bes Spftemes nicht erfolgen. 
Zur Beftimmung bes Drudes, welchen ber fefte Punft A aus: 
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zubalten hat, denfe man ſich die obigen drei rechtwinfligen Aren 
AX,AY,AZ durch diefen Punkt gelegt. 

Sind nun die Preffungen, welche derfelbe in ter Richtung 
der Aren AX,AY,AZ erleidet, refp. L,M,N; fo wird man die— 
fen Punkt offenbar ganz frei machen fünnen, wenn man auf ihn 
drei Kräfte anbringt, welche diefen Preffungen glei und direkt 
entgegengefegt find. Diefe drei Kräfte müffen aber von der Art 
fein, daß fie, in Verbindung mit den gegebenen, das Gleichge- 
wicht gegen bie fortfchreitende Bewegung erhalten, und man muß 
daher haben 

ZPcose—L=0,3Pcosßp—M=0,32Pcosy—N=o, * 
oder | 
 L=8Pcos«,M=3P cosß, N=Pcosy, 
woburd die Preffungen beftimmt find, welde der fefte Punkt A 
refp. in den Richtungen der Aren AX,AY,AZ auszuhalten hat. 
Bezeichnet man ben bieraug refultirenden Drud mit R und die 
Neigungswinfel von R gegen die Aren refp. mit a,d,c; fo hat man 


R=/TFTFR,, 
ee u En — J— 


Damit keine Drehung um den feſten Punkt erfolgen könne, 
ſo müſſen hier, wie bei einem ganz freien Syſteme die drei Be— 
dingungsgleichungen ee 

eo ZP(ycosa —xcosß)=0, IP (rcosy—zceosa)=o, 
SP (zcosß— ycosy)=o 
oder 
ZPpsine=0,8Pgsinß=o, SPrsiny=o 


erfüllt werden, in welche man bie den Preffungen L,M,N auf 
ben feften Punft A entgegengefesten Kräfte mit einzuführen 
haben würde, wenn man ben Anfangspunft der Koordinaten nicht 
in dem feften Punkte A annähme, Sobald dies aber gefchieht, fo 
ſieht man, daß für biefe Kräfte L,M,N, fowol die Größen p,g;r 
wie 2,y,2 ſämmtlich null werden und alle in L,M,N multipfi- 
zirten Glieder aus den vorftehenden Gleichungen verfchwinden 
würden, Es genügt alſo für das Gleichgewicht, dag die Sum- 
men ber Momente der an dem Spyfteme angebrachten Kräfte in 
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Beziehung zu drei durch den feften Punkt gehenden Aren gleich 
null feien. 


8. Theorie des Hebels, Liegen in dem Falle, wo ſich 
das Spftem um Einen feften Punft A frei drehen kann, ſämmt—⸗ 
lihe gegebene Kräfte in einer einzigen Ebene, welde durch den 
Punft A geht; fo kann man biefe Ebene für die Koordinaten- 
ebene XY annehmen, Da nun bier fämmtliche gegebene Kräfte 
mit der dritten Arc AZ einen rechten Winfel bilden; fo bat man 
für eine jede Kraft Pcosy=o und außerdem cosß=sina; fer 
ner werden bier bie fürzeften Abftände p und g der Richtung 
ber Kräfte von den Aren AX und AY gleich null, oder wenn 
die Eine oder die andere diefer Kräfte zu AX oder AY parallel 
fein follte, in welchem Kalle allerdings p oder g nicht gleih null 
würbe; fo hätte man gleichzeitig sin« oder sinß gleich null, und 
jedenfalls reduziren fich die drei Bedingungen für das Gleichge- 
wicht gegen die Drehung auf die einzige FSPr=o, worin r den 
Abftand der Nichtungen der Kräfte von dem feften Punkte A 
bezeichnet. Setzt man diefen Abftand gleich p; fo wird die vor— 
fiebende Bedingungsgleihung 

ZpP=o, 
und diefelbe drüdt aus, daß die Summe der Momente ber gege- 
benen Kräfte um dem feften Unterftügungspünft gleich null fein 
müffe, wobei natürlid die Momente derjenigen Kräfte, melde 
eine Drehung nad der Einem Seite herbeizuführen fireben, pofitiv 
und die der übrigen, welche das Syſtem nad der entgegengefeg- 
ten Seite zu drehen fireben, negativ zu nehmen find. 

Die Preffungen, welche der fefte Punkt in der Richtung ber 
Aren AX und AY erleidet, find 

 L=FrPcosa,M=ZPsin« 
und die Refultante diefer Preffungen ift durch bie Gleichungen 


- R=v DM? 
_L no M 
cos a Rsna= E 


beftimmt. 
Der vorliegende Fall ift der allgemeinfte Fall eines Hebels. 
Denn benft man fich in ber Ebene XY eine unbiegfame gerade, 
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gebogene oder krumme Linie, welde durch den Punft A geht und 
fih um denfelben frei drehen kann; fo kann man alle gegebenen 
Kräfte in den Durdfchnittspunften ihrer Richtungslinien mit 
. dem Hebel an dem Lesteren unmittelbar anbringen, und diefes 
Syftem wird im Gleihgemwichte fein, fobald die vorftehenden 
Gleichungen erfüllt find. Wären fänmtlihe an dem Hebel an- 
gebrachten Kräfte untereinander und zu der Are Ay parallel; fo 
würde bie Bedingungsgleichung für das Gleichgewicht 
SpP=o 

bleiben; die beiden Gleihungen für den Drud, welchen der fefte 
Unterftügungspunft des Hebel auszuhalten hat, würden fi 
aber auf die einzige . 

M—=R=SP, 
rebuziren, welche den Druck parallel zu Ay oder zu der gemein- 
fhaftlihen Richtung der Kräfte angibt. 


Gleichgewicht eines Syftemes, in welhem fich zwei 
feſte Punkte befinden. 


9. Sind A und B zwei fefte Punkte in einem —— 
daß ſich dasſelbe nur um die feſte Are AB drehen kann; fo nehme 
man den Einen A zum Anfangspunfte und die Linie AB zur 
Are AX an, während die anderen beiden Aren AY und AZ per: 
penbifular auf einander und auf AB ſtehen. Sind nun L,M,N 
die Preffungen, welche der fefte Punkt A und L’,M’,N’ die Preſ— 
fungen welche der fefte Punft B refp. in den pofitiven Richtun- 
gen .der Aren AX,AY,AZ auszuhalten haben; fo fann man 
fih das Syſtem als vollfommen frei denfen, und barauf die für 
diefen Fall vorhin entwickelten Gleihungen anwenden, fobald man 
annimmt, es feien in den Punkten A und B parallel zu ben 
Aren Kräfte angebracht, welche den Preffungen L,M,N und 
L’,M’,N’ refp. gleih und entgegengefest find. Behandelt man 
nun bie in B angebrachten Kräfte ebenfo, wie es in $. 5. dieſes 
Anhanges mit allen übrigen gegebenen Kräften P des Spftemes 
gefchehen ift, indem man durch nochmalige Anbringung ber Kräfte 
+L’ und —L’,+M’ und —M’,--N’ und —N’ an dem Anfangs» 
punkte A die nöthigen Kräftepaare erzeugt; fo werben bie Be: 
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bindungen für das Gleichgewicht gegen die fortfchreitende Beiwegung 
ZPcos« — L-L=o, 
ZPcos$—M—M’=o, 
ZPeosy— N—N=o, 
und bie für die drehende Bewegung, wenn man ben Abftand AB 
der beiden feiten Punfte mit a bezeichnet und darauf achtet, daß 
die Momente der Kräftepaare, welche eine Drebung von Y nad 
X, von X nach Z und von Z nah Y zu bewirfen. ftreben, poſi— 
tiv und Die entgegengefegt wirkenden negativ genommen find, 
und daß das Moment des durch die Kräfte L’ —— Kräfte: 
paares offenbar null ift, 
. ZP(ycose—zcosß)+M’a=o, 
ZP(zcosy—zcos«)— N a=o, 
ZP (zcos8—ycosy) =o. 

Aus den erften beiden der Tegteren drei Gleichungen findet fich 
für die Preffungen auf den Punft B in den. Richtungen Ay und Az 
M——_ 2 SP(ycos ee), v— —— remee) 
Durh Subftitution diefer Werthe in die Testen beiden der vor- 
bergebenden drei Gleihungen findet man für die Preffungen auf 

den Punft A in denfelben Richtungen Ay und Az 

MP cosß+ esse reosf) _ ZP[ycos nnd 
N—Pcosy— ZP(r — — * Ir ale y—2zcos«e] 
Die erfte jener anfänglichen drei Gleichungen ergibt ferner 

L+LU’=ZPcos«, 

und da fih zwiſchen L und L’ weiter feine Beziehung darbietet; 
fo fieht man, daß der in der Richtung der feften Are AB auf 
jeden einzelnen Unterftügungspunft ausgeübte Drud unbeftimmt 
bleibt, daß aber der Gefammtdrud in der Richtung biefer Are, 
welcher fih auf die beiden Punfte A und B vertheilen muß, 
gleih ZPcosa, alfo gleih der Summe der Komponenten ber 
gegebenen Kräfte in der Richtung diefer Are iſt. Nachdem nun 
durch die vorftehenden Werthe von M’ und N’ d, i. durch bie 
Werthe der Preffungen, welche an dem feften Punkte B wirftich 
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ftattfinden werben, fobald das Syſtem ben Kräften P ausgefegt 
wirb, den Forderungen ber beiden erfien Bedingungen für das 
Gleichgewicht gegen die Drehung ein Genüge geleiftet ift; fo 
bleibt nur noch die Teste 
ZP(zcosß— ycosy)=o 

zu erfüllen, dur melde das Gleichgewicht gegen bie Drehung 
um bie fefte Are AB gefichert werden muß. 

Diefe Gleihung kann aud wie früher in bie Form 

- ZPysine=e . 

gebracht werden, wenn p den fürzeften Abftand der Kraft P von 
ber feften Are AX bezeichnet. 

Steben alle Kräfte P auf diefer Are perpenbifular, fo hat 
man für alle sin«—=1, und daher einfah 

ZPp=o. 

Da für biefen Fall cosa=o alfo aud L+L’=FPcosa=o wird; 
fo fieht man, daß die fefte Are durch ſolche Kräfte — ihrer 
Richtung keinen Drud erleidet, 


Zweiter Abf hnitt. 





Prinzipien der Dynamik, 


$. A2, Bewegung ift Ortsveränderung. 


Die Dynamik handelt von den Gefegen, welde bie Be- 
wegungen materieller Körper beberrfhen, und von ihren Bezies 
bungen zu den Kräften, welde ſolche Bewegungen hervorbringen. 

Die von einem in Bewegung begriffenen Körper befchriebe- 
nen Räume oder Wege find die Abftände zwifchen den Lagen, 
welche derſelbe in verfhiedenen aufeinander folgenden Zeitpunf- 
ten einnimmt. 

Eine Bewegung heißt gleihförmig, wenn in gleichen 
aufeinander folgenden Zeitabfhnitten. gleihe Räume zurüdgelegt 
werben. | 

Die Gefhwindigfeit eines ſich gleichförmig bewegen⸗ 
den Körpers iſt der Raum, welchen er in jeder Zeiteinheit, 
z. B. in jeder Sekunde, durchläuft. Bewegt ſich alſo ein Kör— 
ver gleichförmig mit der Geſchwindigkeit V und während eines 
Zeitraumes von T Zeiteinheiten; fo wird ber während der Zeit 
T von dem Körper befchriebene Weg S durch TV bargeftellt, 
oder man bat 


S=-TV, waraus V--- und T-T 


folgt, ſo daß bei einer gleichförmigen Bewegung der beſchriebene 
Raum gleich der Geſchwindigkeit, multiplizirt mit der Zeit, die 
Geſchwindigkeit gleich dem Raunie, dividirt durch die Zeit, und 
die Zeit gleich dem Raume, dividirt durch die Geſchwindigkeit iſt. 


$. 43. Es iſt ein Geſetz der Dynamik, welches aus langer 
Beobachtung der Bewegungen der Planeten und durch Berfuche 
über die Bewegungen der uns umgebenden Körper abgeleitet ift, 
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daß wenn einem Körper einmal Bewegung ertheilt ift, dieſelbe 
in dem Körper verbleibt, ohne mit der Zeit geſchwächt ober 
geändert zu werden, fo daß fie denfelben in alle Ewigfeit mit 
derfelben Gefhwindigfeit und in derfelben Richtung, mit welcher 
er anfing fih zu bewegen, forttreiben würde, wienn nit fpä- 
terbin irgend eihe-anbere Kraft auf den Körper ein— 
wirfte, um den früheren Zuftand der Bewegung zu 
ändern. Diefe allen Körpern innewohnende Eigenfhaft bezeich- 
net man mit dem Namen der Trägheit oderdes Beharrungs- 
vermögens. 


Die Gefhwindigfeit eines Körpers, welcher fi mit einer 
veränderlihen Bewegung fortbewegt, in irgend einem 
Augenblide, ift der Raum, welchen derfelbe in einer Zeiteinheit 
befchreiben würde, wenn feine Bewegung von biefem Augenblicke 
an gleihförmig würde, 

Eine befhleunigende Kraft ift eine folche, welche bei 
ftetiger Einwirkung auf einen Körper in der Richtung feiner 
Dewegung eine fortwährende Zunahme der Gefchwindigfeit her- 
vorbringt. 

Eine verzögernde Kraft ift eine foldhe, welche bei fteti- 
ger Einwirkung auf einen Körper in entgegengefester Richtung 
feiner Bewegung eine fortwährende Abnahme der Gefhmwindig- 
feit hervorbringt. 

Eine Stoß- oder Jmpulfionsfraft ift eine foldhe, welche, 
nachdem fie einem Körper Bewegung mitgetheilt hat, nad Ver— 
lauf eines Außerft furzen Zeitraumes aufhört, auf den Körper zu 
wirken. 


$. 44. Eine gleichförmig beſchleunigende oder verzögernde 
Kraft wird diejenige genannt, welche in gleichen aufeinander fol- 
genden Zeiträumen gleiche Zu- oder Abnahmen der Geſchwindig— 
feit erzeugt. Wenn f den Zuwachs an Geſchwindigkeit bezeidh- 
net, welcher einem Körper durch eine gleichförmig beſchleunigende 
Kraft in jeder Zeitfefunde mitgetheilt wird, und T die Anzahl 
der Sekunden, während welcher er fi bewegt; fo folgt aus dem 
erften Gefege der Bewegung, daß derfelbe alle diefe aufeinander 
folgenden Inkremente der Gefchmwindigfeit behält Cwenn feine 
Bewegungen ungehindert vor fich gebt) und daß ihm mithin nach T 
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Sekunden ein Zuwachs an Geſchwindigkeit gleih FT mitgetheilt 
fein wird. War alfo die Gefhwindigfeit des Körpers in derfel- 
ben Richtung im Anfange diefer T Sekunden gleih V; fo 
wird feine gefammte Gefchwindigfeit am Ende des Zeitraus 
mes T gleih V.+/T fein. 

Stellt dagegen f die Gefhwindigfeit dar, welche einem Kör- 
per durch eine gleihförmig verzögernde Kraft in jeder folgenden 
Sekunde genommen wird, und V die Gefchwindigfeit, mit wel- 
her er in entgegengefegter Richtung der Wirfung der verzögern: 
den Kraft anfing fich zu beivegen; fo wir feine Gefchwindigfeit nad 
T Sekunden V—/T fein, fo daß allgemein die Gefchwindigfeit 
v eines Körpers, auf melden eine gleichförmig befchleunigende 
oder verzögernde Kraft einwirft, nah T Sekunden durch bie 
Formel 

v=V +fT....(34) 
bargeftellt wird, 

Die Schwere ift bei dem Falle der Körper nahe an ber Ober- 
fläche der Erbe eine gleihfürmig befchleunigende Kraft, melde 
deren Fallgefhrwimdigfeit in jeder Serimal-Sefunde um 31,2644 
theinländifche Fuß (Berlin) vermehrt, und wenn die Körper aufs 
wärts geworfen werben, fo ift fie eine gleichförmig verzögernde 
Kraft, welche ihre Gefchmwindigfeit in jeder Sefunde um biefelbe 
Größe vermindert. Die vorftebende Zahl 31,2644 wird gewöhn⸗ 
ih mit dem Buchſtaben g bezeichnet, fo daß die obige Formel 
in Beziehung auf die Schwere als befchleunigende oder verzö- 
gernde Kraft 9o=V +gT wird, wobei das Zeichen + oder — 


zu nehmen ift, je nachdem ber Körper nach unten oder nad oben . 


geworfen wird. 

Veränderlich befhleunigend heißt eine Kraft, welche 
in gleichen Zeiten ungleihe Zunahmen an Gefchwindigfeit er- 
zeugt, und veränderlih verzögernd eine-folche, welche in 
gleihen Zeiten ungleihe Abnahmen an Geſchwindigkeit herbei- 
führt. 


$. 45. Beziehung zwiſchen der Gefhwindigfeit 
und dem durchlaufenen Raume und zwiſchen dem Raume 
und der verfloſſenen Zeit. 


Man ſtelle durch AM,,M,M,,M,M,, etc. die äußerſt Flei- 
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nen aufeinander folgenden Zeitabfchnitte in der Bewegung eines 
Körpers dar, ferner durch AP die Gefhwindigfeit, mit welcher 
er ee — begann, durch M,P, die Geſchwindigkeit am 
Ende des erften Zeitabfepnittes, durch M,P, 
die am Ende bes zweiten Zeitabfchnittes, pure 
M,P, die am Ende des dritten Zeitabfchnittes 

Ay 3 und fo fort, und anftatt daß der Körper wäh— 
rend des Zeitraumes AM, feine Gefhwindigfeit fortwährend 
ändere, nehme man an, er bewege fih während diefes Zeitrau- 
mes mit einer Gefhwindigfeit, welche gleih dem mittleren Werthe 
zwifchen der Geſchwindigkeit AP bei A und der Gefhwindigfeit 
M,P, bei M, ift, das heißt mit einer Geſchwindigkeit gleich 
— —— 

Da die Bewegung des Körpers unter dieſer Vorausſetzung 
gleichförmig iſt; ſo wird der Raum, welchen derſelbe während 
des Zeitraumes AM, beſchreibt, gleich dem Produkte jener Ge— 
fhwindigfeit in die Ränge des Zeitraumes, oder gleih J(AP 
+M,P,).AM, fein. Durch diefes Produft wird aber auch Die 
Fläche des Paralleltrapezes AM,P,P ausgebrüdt, und es folgt, 
daß der Raum, welchen der Körper während des Intervalles 
AM, unter der Borausfegung 'befchreibt, daß feine Geſchwindig— 
feit gleih dem Mittel zwifchen der Anfangs- und Endgeſchwin— 
digkeit AP und M,P, fei, durd die Fläche des Trapezes AM,P,P 
bargeftellt wird. 

Auf eine Ähnliche Weife felfen bie Flächen P,M,, P,M, etc. 
die von dem Körper in ben Zeitintervallen M, M,, M,M,, ete. 
befchriebenen Räume dar, und mithin bezeichnet die ganze poly— 
gonale Fläche APCB den ganzen Raum, welchen der Körper in 
der ganzen Zeit AB, immer unter ber Borausferung, daß er fich 
in jedem Intervalle mit der mittleren Gefchwindigfeit bewege, 
zurüdlegt. Je Heiner nun die Zeitintervalle genommen werben, 
befto mehr nähert fi jene mittlere Gefchwindigfeit der wirffi- 
chen Gefhmwindigfeit eines jeden Intervalles, und wenn man fie 
unendlich Fein an Größe, alfo unendlich groß an Zahl, annimmt; 
fo fällt die mittlere Gefhwindigfeit in einem jeden fehr Fleinen 
Zeitraume mit der wahren zufammen, und die polygonale Fläche 
gebt in die Frummlinige Fläche APCB über. 

Stellt man daher allgemein durch die Abfziffen einer Kurve 
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bie Zeiten dar, durch welche fih ein Körper beivegt, und buch 
bie entfprehdenden Ordinaten bie Gefchwindigfeiten, welche er 
am Ende diefer Zeiten erlangt bat; fo ergibt die Fläche jener 
Kurve den Raum, welden der Körper zurüdgelegt bat, oder 
mit anderen Worten, wenn eine Kurve PC fo genommen wird, 
daß die Anzahl der gleichen Theile, weldye in irgend Einer ihrer 
Abſziſſen AM ‚enthalten find, gleich der Anzahl ver Sekunden ift, 
während welcher fih ein Körper bewegt bat, und die Anzahl 
derfelben gleichen Theile, welde in der Orbinate M,P, entbal- 
ten find, gleich der Anzahl der Fuße ift, durch welche feine Ges 
hwindigfeit ausgedrüdt wird; ſo ergibt der quadratifche Inhalt 
ber entſprechenden Kurvenflähe durch die Anzabl der darin ent- 
baltenen Duadrate folder gleihen Theilen den Raum in Fußen, 
welhen der Körper befchrieben hat. 


$. 46. Beftimmung des von einem Körper in einer 
gegebenen Zeit befhriebenen Raumes, wenn dberfelbe 
mit einer beftimmten Öefhwindigfeit fortgeftoßen und 
feine Bewegung darauf gleihförmig befchleunigt ober 
verzögert wird. 


Stellt die Linie AB die gefammte Zeit T der Bewegung des 
Körpers in Sefunden dar; fo verfinnlihe man durd das Per- 
pendifel AD, deſſen Länge nad demfelben Maafiftabe aufgetras 

gen ift, wie AB, die Gefchwindigfeit im Anfange der 
—— 1: Bewegung, lege DE yaralfel zu AB und, je nachdem 
die Bewegung befchleunigt oder verzögert wird, ziehe 
man DC oder DF unter einen Winfel gegen DE, 
deſſen Tangente gleich f oder gleich der fonftanten Zus oder Ab- 
nahme der Gefchwindigfeit in Einer Sekunde if. Wird darauf 
irgend eine Abfziffe AM für die Anzahl von Sefunden t ange— 
nommen, während welcher fi der Körper bewegt batz fo ftellt 
die zugehörige Ordinate MP oder MQ die am Ende der Zeit t 
erlangte Gefhwindigfeit dar, jenachdem die Bewegung befchleu- 
nigt oder verzögert wurde, Denn es it PR=RQ=DR.tang 
PDE=AM.tangPDE, d. i., weil AM=t und tangPDE=Ff ift, 
PR=RQ=/ft. Ferner it RU=AD=V, alfo MP=RM+PR= 
V+ft und MQ=RM—RQ=V-—ft; demnach ftellt nad Glei— 
hung (34) MP oder MQ die Gefhwindigfeit er Ende der Zeit 
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AM bar, jenachdem die Bewegung befchleunigt oder verzögert 
if. Da Dies von einer jeden Zeit gilt; fo folgt aus dem vor— 
ftebenden Paragrapbe, daß der ganze Raum, welcher in der Zeit 
T oder AB befchrieben wird, durch die Fläche ABCD dargeſtellt 
werden kann, wenn fi) die Bewegung befchleunigt, und Durch 
die Fläche ABFD, wenn fi die Bewegung verzögert. 

Nun hat man Flähe ABCD=ZAB(AD-+BC), oder weil 
AB=T, AD=V, BC=V-+/T if, 

Fläche ABCD=3T(V+V-+/D=VT-+34/T?. 

Ferner bat man Fläche ABFD=}AB(AD-+BF), oder weit 
AB und AD diefelben Werthe wie vorhin haben und BF— 
v-/T iſt, 

Fläche ABFD=4T(V+V—-/D=VT-—4/T?. 

Allgemein hat man daher, wenn S den in T Sefunden durch— 
laufenen Raum barftellt, 

S=VT+Y4/T?,....@5) 
in welcher Formel das Zeichen + oder — zu nehmen ift, jenach- 
dem die Bewegung befchleunigt oder verzögert wird, 


$. 47, Beziehung zwifchen dem befhriebenenRaume 
und ber erlangten Gefhwindigfeit eines Körpers, 
welcher mit einer beftimmten Gefhwindigfeit fortge= 
foßen wird und darauf miteiner gleihförmigbefhleu- 
nigten ober verzögerten Bewegung fortfchreitet. 


Iſt v die nah T Sefunden erlangte Gefhwindigfeit, fo ift 
nad Gleichung (39) v=V-+/T, alſo T=+ = 
Subftituirt man diefen Werth von T in die Gleichung (35), 
| «fo erhält man die geſuchte Beziehung zwifchen © 
er und S. Um dieſe Beziehung jedoch ebenfo unabhän- 
gig, wie die Formel (35) zu entwideln; fo hat man 
Fläche ABCD=4AB(AD--BC), worin AB=1=°7 7, 
AD=V, BC=» ift, alfo 


Fläche ABCD=4°7 2 V+9—=4 En 
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Ebenfo bat man 
Flache ABFD=FAB(AD-+BF), worin AB=T=-°77, 
AD=V, BF=o ift, alfo 


Fläche ABFD=-, — —— 


Demnach iſt allgemein, wenn S den Raum darſtellt, in wel— 
chem die Geſchwindigkeit v erlangt iſt, 





v V?=+2/S,....(36) 
in welcher Formel das Zeichen + oder — zu nehmen iſt, jenach⸗ 
dem die Bewegung beſchleunigt oder verzögert wird. 

Wenn die Bewegung des Körpers eine verzögerte iſt; ſo 
wird feine Geſchwindigkeit mit der Zeit gänzlich vernichtet wer- 
den. Bezeichnet man den Raum, welchen der Körper zurüdges 
legt haben wird, wenn vo null wird, mit S,; fo ergibt fih aus 
der letzteren Gleichung o — V?—=—2/S,, alfo 

vV?=2fS, ....@7, 


worin V die Gefhwinbigfeit ift, mit welcher der Körper anfangs 
in entgegengefegter Richtung der verzögernden Kraft fortgefchleu- 
bert wurde, und S, der ganze Raum, welchen derfelbe vermöge 
jener anfänglihen Gefhwindigfeit in ihrer Richtung zurüdlegen 
fann, ebe er zu Rube fommt. 

Wenn die Bewegung des Körpers eine befhleunigte ift, 
und derfelbe gebt von dem Zuftande der Ruhe aus, fo dag man 
V=o bat; fo wird die Gleihung 36) 8 —o=-+2/S oder 


v?=2/S....(38) 


Sf nun S, der Raum, dur weldhen fih der Körper in 
diefem Falle bewegen muß, um eine Gefchmwindigfeit V gleich der 
zu erlangen, mit welcher er in dem vorbergebenden Kalle fort- 
geftogen wurde; fo bat man V?=2/S,, woraus folgt, daß 
S;—=S, oder daf der ganze Raum S,, durd welchen ein mit 
einer anfänglihen Gefhwindigfeit V ausgebender und durch 
irgend eine Kraft gleichförmig verzögerter Körper fih bewegen 
fann, ehe er zu Ruhe fommt, gleich dem Raume S, ift, durch 
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welchen er fich bewegen muß, um jene Geſchwindigkeit V zu 
erlangen, wenn er, von dem Zuftande der Ruhe ausgehend, von 
derfelben Kraft gleichförmig befchleunigt wird. 

Sm dem Falle, wo fih Körper in vertifaler Richtung frei 
bewegen und der Wirfung der Schwere unterworfen find, ift 
f=31,2644 Fuß und wird mit g bezeichnet; der Raum S,, durch 
welchen eine gegebene Gefchwindigfeit V erlangt wird, heißt bie 
jener Gefchwindigfeit zufommende Höhe. 


Arbeit. 


$. 48, Arbeit ift die Berbindung eines ftetigen Drudes 
mit einer ftetigen Bewegung, und man fagt, ein mechanifches 
Agens arbeite, wenn durch basfelbe fortwährend ein Drud 
überwunden und ein Punkt Can welchem diefer Drud angebracht 
ift) fortwährend bewegt wird, Weder Drud, noh Bewegung 
allein find hinreichend, um Arbeit zu erzeugen, fo daß ein 
Menfch, welcher bloß eine Laft auf feinen Schultern trägt, obne 
biefelbe zu bewegen, in der hier zu Grunde liegenden Bedeutung 
nicht mehr arbeitet, als eine Säule, welde ein ungeheures 
Gewicht unterftügt, und ebenfo ein Stein, welcher im Yuftleeren 
Raume fällt, niht mehr arbeitet, als die Planeten, indem fie 
fih ohne Widerftand durch den Weltenraum fhwingen. Was 
bier unter dem Begriffe Arbeit verftanden wird, ift von anderen 
Schriftſtellern auch wol Quantität der Arbeit, ber Lei— 
tung, der Wirkung und auch Wirfungsgröße genannt. 


$. 49. Einheit der Arbeit, Die bei uns gebräuchliche 
Einheit, vermittelt welcher man im Stande ift, irgend einen Be- 
trag von Arbeitsgröße zu meffen, ift die Arbeit, welche erfor: 
berlih ift, um ben Drud eines Gewichtes von Einem Pfunde 
durch einen Raum von Einem Fuße in entgegengefester Richtung 
bes Drudes zu überwinden. Sp ift zum Beifpiel, wenn das 
Gewicht von Einem Pfunde auf eine vertifale Höhe von Einem 
Fuße gehoben ift, eine Einheit der Arbeit verrichtet, weil als— 
dann der Drud von Einem Pfunde durch den Raum von Einem 
Fuße in einer Richtung überwältigt ift, welche der Richtung 
bes Drudes gerade entgegengefest ift. 


$. 51. Er. (39) Arbeit. 85 


$. 50. Die Anzahl der Arbeitseinheiten, welde 
erforberlih ift, um einen Drud von M Pfunden durch 
einen Raum von N Fußen zu überwinden, ift gleich 
dem Probufte MN, 


Denn da die leberwindung eines Drudes von Einem Pfunde 
durch den Raum von Einem Fuße Eine Arbeitseinheit erfor: 
dert; fo Teuchtet ein, daß zur Leberwindung eines Drudes von 
M Pfunden durch denfelben Raum M Einheiten erforderlich find, 
Renn aber M Einheiten erfordert werden, um dieſen Druck durch 
den Raum Eines Fußes zu überwältigen; fo müffen offenbar N 
mal fo viel, d. i. NM Einheiten aufgewandt werden, um denfel- 
ben durch den Raum von N Fußen zu befiegen. Bezeichnet man 
alfo die Anzahl der Einheiten, welche zur Ueberwindung eines 
Drudes von M Pfunden durch einen Raum von N FZußen nöthig 
find, mit U; fo bat man 


U=MN....@9 


$. 51. Beftimmung der Arbeit unter einem verän- 
derfihen Drude, 


Die Kurve PC fei von der Befchaffenbeit, daß wenn irgend 
Eine ihrer Abfziffen AM, ebenfo viel gleiche 
° Theile, als der Raum, durch welchen irgend 
R ein Theil der Arbeit gefcheben ift, Einheiten 
enthält, in ber zugebörigen Ordinate M,P, 
cbeiſ⸗ viel von jenen gleichen Theilen, als in dem Drude, 
unter welchem die Arbeit Damals gerade verrichtet ift, Einheiten 
enthalten find, Theilt man AB in fehr Feine gleiche Theile 
AM,, M,M,, etc., ziebt die Drdinaten M,P,, M,P,, etc., und 
nimmt an, daf die durch den Raum AM, verrichtete Arbeit (welche 
in der Wirklichkeit unter Drudfräften geſchehen ift, welche von 
AP big M,P, varüren) gleihförmig unter einem Drude 
erfolgt fei, welcher das aritbmetifche Mittel zwifhen AP und 
M,P, bildet; fo leuchtet ein, daß die Anzahl der Einheiten der 
Arbeit, welche durch jenen fehr Heinen Raum verrichtet ift, gleich 
der Anzahl der Flächeneinbeiten ift, welche in dem Trapeze 
APP,M, (vergl. $. 45.) enthalten find, und Ähnliches läßt ſich 
von den übrigen Trapezen ſagen. Man fieht aljo, dag die Ans 
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zahl der Einheiten der gefammten Arbeit, welche durch den Raum 
AB verrichtet ift, der Anzahl der Flächeneinheiten gleihfommt, 
welche fih in der polygonmalen Fläche APP, P,P,CB befinden. 

Da nun bie Längen AM,, M,M, etc. ungemein fein ange- 
nommen find; fo geht jene Polygon-Fläche endlih in die Kurven— 
fläche APCB über, und die gefammte verrichtete Arbeit wird 
demnach durch die Anzahl der Flaächeneinheiten diefer letzteren 
Figur dargeftellt. 

Der Ausdrud für irgend eine ſolche Kurvenfläde tft allge- 
mein fydz, worin y die Ordinate und = die entfprechende Ab— 
fziffe bezeichnet. In dem vorliegenden Falle wird aber der ver— 
änderlihe Drud P durh die Ordinate y und der unter dieſem 
veränderlihen Drude befchriebene Raum S durch die Abſziſſe = 
dargeſtellt. Bezeichnet daher U die zwifchen den Werthen S, 
und S, von S verrichtete Arbeit; fo hat man 


U=Jf PdS....(40) 


Der mittlere Drud ift derjenige, unter welchem ebendie— 
jelbe Arbeit durch denfelben Raum bervorges 
ont, bracht werden würde, wenn diefer Drud, ftatt 
durch jenen Raum zu variiren, fortwährend 
A C fi gleich bliebe. Hiernach ift der mittlere 
Druf für eine Arbeit, welche durch die Kurvenflähe AEFC 
dargeftellt wird, gleich dem, unter welchem eine durch das Recht- 
ef ABDC dargeftellte Arbeit verrichtet werden würde, wenn bie 
Fläche ABDC gleich der Kurvenflähe AEFC ift, und dieſer 
mittlere Drud wird bier burd AB bezeichnet, Um alſo den 
mittleren Drud für irgend einen Fall eines veränderliden Druk- 
fes zu beftimmen, braucht man nur die Kurvenflädhe zu ermit- 
teln, welche die unter dem veränderlihen Drude hervorgebradte 
Arbeit darftellt, und dann ein Rechte über derfelben Grundlinie 
AC zu beſchreiben, welches der Kurvenflähe an Inhalt gleich if. 

Iſt daher S der unter einem veränderlichen Drnucke befchrie- 
bene Raum, U die verrichtete Arbeit und p der mittlere Drud; 







ſo hat PS=U, und mithin P=T- 
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$. 52. Beftimmung der Arbeit eines Drudes, deſ— 
fen Richtung nicht mit derjenigen zufammenfältlt, in 
welher fein Angriffepunft gezwungen wird, fih zu 
bewegen. 


Bisher ift die Arbeit einer Kraft nur unter der Voraus: 
j — ſetung betrachtet, daß ſich ber Angriffspunkt 
dieſer Kraft entweder in derſelben Richtung 
— bewege, in welcher ſie ſelbſt wirkt, oder in 
a einer diefer Richtung direkt entgegengefegten, 
It nun aber PQ die Richtung eines Drudes P, deſſen Angriffe: 
punkt Q gezwungen wird, fi in der Richtung der geraden Linie 
AB zu bewegen, und nimmt man an, daß der Drud P fih fort- 
während gleih und feine Richtung ftets der anfingliden PQ 
paralfel bleibt; fo fommt es darauf an, die von jenem Drude 
verrichtete Arbeit während der Zeit zu beftimmen, in welder fih 
fein Angriffspunft von A nad Q bewegt. | 
Zerlegt man P in die beiden Kräfte R und S, von welchen 
Rparallel und S perpendifular zu AB ift; fo fiebt man, daß 
weil in der Richtung SQ feine Bewegung erfolgt, ber Drud S 
feine Arbeit verrichtet, und daß mithin bie ganze Arbeit von 


dem Drude R allein gefeiftet wird und =R.AQ if. 
Run ift R=P.cosPQR, alſo die verrichtete Arbeit 
—P.AQ.cosPQR. Fällt man von dem Punfte A das Per 


pendifel AM auf die Richtung des Drudes PQ, fo ift ARQR.cos 
PQR=QM, und man hat daher für Die geleiftete Arbeit ben Werth 


P.QM. 


Hieraus folgt, daß die Arbeit irgend einer Kraft, welche 
nicht in der Richtung der Bewegung des Angriffspunftes wirkt, 
derjenigen gleich ift, welche diefe Kraft hervorbringen würde, 
wenn ſich der Angriffspunft in der Richtung der Kraft ſelbſt, 
aber nur durch eine Länge MQ bewegte, welche die Projektion des 
von dem Angriffspunfte wirklich zurüdgelegten Raumes AQ ift. 
Das Produft P.QM kann die Arbeit der Kraft P in Beziehung 
zu ihrer Richtung PQ genannt werben. 

Der vorftehende Sag, welder ganz allgemein bewiefen äft, 
welches auch die Entfernung fei, durch welche der Angriffs- 
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punkt bewegt wird, wofern nur der Drud fi ftets gleich und 
feine Richtung der urfprünglichen ftets parallel bleibt, bat. offen= 
bar nod volle Gültigkeit für ungememn Fleine Räume der Be— 
wegung, ſelbſt wenn der Drud ſowol in Größe, wie in Richtung 
veränderlich ift, weil für folhe ungemein Heinen Beränderungen 
in der Lage des Angriffspunftes die Variationen des Drudes 
ſelbſt, ſowol in Größe, wie in Richtung, unmeßbar gering fein 
müffen, und demnach auch die daraus refultivenden Variationen 
in der Arbeit felbft im Vergleich zu der ganzen Arbeit bei fehr 
fleinen Ortsveränderungen nur Außerft Flein fein fünnen, fo daß 
fie gegen diefe Arbeit ganz vernadhläffigt werden dürfen, ſobald 
man die Veränderungen der Lage des Angriffspunftes nur Fein 
genug annimmt, 


$. 53. Wenn auf Ein und denfelben Punft A meh= 
rere Kräfte PP, Pas... angebraht find, welde fich 
fortwährend gleich und parallel bleiben, während der 
Punft A gezwungen wird, fid durd die gerade Linie 
AB zu bewegen; fo ift die gefammte auf den Punft A 
entwidelte Arbeit gleich der Summe der Arbeiten der 
einzelnen Kräfte in Beziehung zu ihren verfhiedenen 
Richtungen, wobei die Arbeit für eine jede folde 
Kraft pofitiv zu nehmen tft, welde in der direften 
Richtung der Bewegung wirft, während Die bezüglide 
Arbeit für irgend eine andere Kraft, deren Wirfung 
ber Bewegung des Angriffspunftes entgegengefegt 
ift‘, negativ genommen werden muß. 


Dezeichnet man mit @y,&y5 &ay +. die Neigungsmwinfel der 
e Kräfte P,,PaPa> ++... gegen bie Linie AB, fo 
werden die Komponenten biefer Kräfte in der 
Richtung der linie AB refp. P,cos«, , Pzcosa,, 

* P,cosa,, fein, und biefelben können durch eine 
einzige Kraft in der Richtung jener Linie ver- 

treten — deren Ausdruck P,cose,+P,cose,+P,cose;+., 

ift, wobei alle Diejenigen lieder negativ zu nehmen find, welde 

Kräfte enthalten, deren Richtung von B nah A gefehrt ift, Die 

ganze bervorgebrachte Arbeit ift demnach gleich 





M 
1 
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(P,cos«, +P,cose,+P,cose,+....). AB 
—=P,.ABcos@,+P,.ABcosae,+P,.AB cosa, +..., das ifl 
=P,..BM,+P,.BM,+P,.BM,+... 

In diefem Ausdrude ftellen die einzelnen Glieder die Arbei- 
ten der verfchiedenen Kräfte in Beziehung zu ihren Richtungen 
dar, wobei ein jedes derfelben poſitiv oder negativ zu nehmen ift, 
jenachdem die Nichtung der entiprechenden Kraft nach der Seite 
der Bewegung oder nad entgegengefegter Seite gekehrt ift. 
Bezeichnet daber U die gefammte Arbeit und U, und U, 
die Summen der in entgegengefegten Richtungen erzeugten Ars 
beiten; fo hat man 

U=U, —U, .rr+ (41) 


$.54. Wenn mehrere auf Einen Punkt angebradte 
Kräfte im Gleichgewichte find, und ihr Angriffspunft 
wird bewegt; fo tft Die gefammte Arbeit diefer Kräfte, 
welhe in Der Nihtung der Bewegung erzeugt wird, 
gleih der gefammten Arbeit, welde in ber entgegen- 
gefegten Richtung erzeugt wird, 


Denn wenn fih die Kräfte P,P.,Pz:.... ($. 59) im 
Gleihgewichte befinden; fo find die Summen ihrer Komponenten 
nad entgegengefesten Richtungen von AB einander gleich (8. 10). 
Demzufolge wird die ganze Arbeit U länge AB, welche nad 
dem vorbergebenden Sage gleih der Arbeit einer durch bie 
Differenz diefer Summen dargeftellten Kraft ift, gleich null 
fein, und man bat o=U,— U, oder U, =U,, das heißt, die 
von den Kräften P,P,Pz,.... in der Einen Richtung von 
AB entwidelte Arbeit ift gleih der nad der en 
Richtung entwidelten Arbeit, 


$. 59. Wenn auf einen Körper eine Kraft wirft, 
deren Richtung ftets nad einem gewiffen Punfte S ger 
fehrt ift, den man ben Mittelpunft ber Kraft nennt, 
und der Körper wird gezwungen, eine gegebene Kurve 
PA in einer der Wirfung der Kraft entgegengefegten 
Rihtung zu burdlaufen, und man maht auf der Linie 
SA bie Länge Sp=SP; fo wird bie auf ben Körper bei 
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feiner Bewegung durd die Kurve PA entwidelte Ar- 
beit gleih der fein, welde erforderlih fein würde, 
um denfelben in einer geraden Linie von pnach A zu 
bewegen. 


Denn betrachtet man die Kurve PA als ein Polygon von 
unendlid vielen fehr Fleinen Seiten PP,,P,P,, etc. 
und befchreibt aus dem Punkte S mit den Halbmeſ— 
fern SP,SP,,‚SP,, etc. Kreisbogen, welche Die Linie 
SA in 9,P1> Pa, etc. fhneiden; fo fann man wegen 
der Kleinbeit von PP, annehmen, daß die Kraft durch 
diefen Raum fortwährend in einer zu SP, parallelen 

z Richtung wirke. Demnach ift die bei der Befchrei- 
bung des Raumes PP, verrichtete Arbeit gleich der, welche ent- 
widelt werden muß, um den Körper durch die Entfernung mP, 
zu bewegen, weil mP, die Projektion von PP, auf die Richtung 
SP, der Kraft ift CS. 52). Es ift aber mP,=pp, und daber 
die dur PP, bervorgebrachte Arbeit gleich der, welche erforder: 
lich fein würde, um den Körper längs der Linie SA durch den 
Raum pp, zu bewegen. Auf eine ähnliche Weife ift die Durch 
P,P, entwidelte Arbeit glei der, welde aufgewendet werben 
muß, um den Körper durch prpe zu treiben, fo daß die Arbeit 
durch PP, gleich der durd pp, tft, und fo fort für alle übrigen 
Punfte der Kurve, Hieraus folgt endlich, daß die beim Durch— 
laufen der Kurve PA erzeugte Arbeit gleich der ift, welche ent- 
wicelt werden müßte, um den Körper Dur den Raum pA zu 
treiben, 

Bei diefer Unterfuhung ift natürlich vorausgefest, daß Die 
Größe der Kraft, wofern fie nicht fortwährend Fonftant ift, Doch 
nur von dem Abftande des Punftes, auf welden fie wirft, von 
dem Mittelpunfte S abbängt, jo daß, wenn die Abftände der 
Punkte p und P von S einander gleih find, auch die Wirfung 
der Kraft auf den Punkt p gleich der Wirkung auf den Punft 
P ift, und ebenfo die Wirfung auf p, gleih der auf P,, die auf 
pP, gleich der auf P,, und fo fort. 





8.56. Wenn der Punft S in einer im Bergleidh zu 
AP ungemein großen Entfernung liegt; fo fönnen alle 
von 8 nach AP gezogenen Linien als parallel angefe- 


$ IT. Arbeit A 


ben werden. Dies ift der Fall bei der Wirkung der Schwer: 
fraft an der Oberfläche der Erde, welche gegen einen Punkt, den 
Mittelpunkt der Erde, gerichtet ift, der im Vergleich zu den Län— 
gen, für welde die Arbeit der mechanifhen Agenzien gewöhnlich 
unterfucht wird, in einer ungebeuer großen Entfernung liegt. 

Es folgt alfo, daß die Arbeit, welche erforderlich ift, um 
einen ſchweren Körper längs einer Kurve PA oder längs einer 
geneigten Ebene binaufzubewegen, gleich ber ift, welche aufges 
wendet werben muß, um denſelben in einer vertifalen Linie 
pA zu derfelben Höhe zu erheben. 

Hierbei wird angenommen, daß die Dimenfionen des Kör- 
pers unendlich Fein feien, oder daß ſich derfelbe auf einen ſchwe— 
ven materiellen Punkt veduzire. Hätte er jedoch beträchtliche 
Dimenfionen; jo würde die Arbeit, welche erforderlich ift, um 
feinen Schwerpunft dur irgend eine Kurve PA zu beivegen, 
gleih der fein, welde zur Erhebung des Schwerpunftes auf 
eine gleiche vertifale Höbe pA nothwendig wäre (vergl. $. 60). 

Endlih muß noch bemerft werden, daß die vorftebenden 
Säge nur unter der vorausgefhidten Bedingung Gültigfeit be- 
halten, daß auf den Körper nur die einzige nah S gerichtete 
Kraft wirfe, und es iſt hierbei durchaus feine Rüdfiht auf die 
Reibung oder auf beliebige andere Kräfte genommen, welde fi) 
der Bewegung des Körpers entgegenfegen können. 


$. 97. Im Borbergebenden ift die Arbeit immer unter der 
Vorausfegung beftimmt, daß der Körper gezwungen werde, ſich 
fo zu bewegen, daß dadurch eine Zunabme feines Abftandes von 
dem Meittelpunfte S herbeigeführt wird, oder daß feine Bewe— 
gung der entgegengefegt ift, welche ihm bie Kraft mitzutheilen 
firebt. Es Teuchtet jedoch ein, daß die Arbeit ganz diefelbe fein 
würde, wenn fich der Körper, ftatt von P nad A, von A mad) 
P bewegt hätte, vorausgefegt, daß in dieſem letzteren Falle in 
jedem Punkte feiner Bahn eine folhe Kraft auf ihn angebracht 
gewefen wäre, welche verbindert hätte, daß ſich feine Bewegung 
durch Die fortwährend nah S wirfende Kraft befchleunigen Fonnte; 
denn offenbar mußte zur Verhinderung biefer Befchleunigung in 
einer Richtung von S aus ftets eine Kraft gleich der, melde 
den Körper nach S anzog, auf denfelben angebracht werben, und 
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die Arbeit einer folhen Kraft ift begreiflich Diefelbe, wofern nur 
der Weg berfelbe ift, der Körper mag fih nad der Einen ober 
nach der anderen Seite durch diefen Weg bewegen, da fie in 
beiden Fällen die Arbeit derfelben Kraft über denfelben Raum, 
nur in entgegengefegten Richtungen ift. 


$.58. Wenn mehrere parallele Kräfte P,P.Pa>+ +» 
gegeben find, und man verrüdt einen jeden ihrer An- 
griffspunfte um irgend eine gegebene Entfernung aus 
der früheren Lage in eine andere; fo ift die Arbeit, 
welche erforderlich fein würde, um die Refultante die— 
fer Kräfte durh einen Raum zu verrüden, welder 
demjenigen gleich ift,. um welchen ihr Mittelpunft bes 
Drudes bei dieſer Drtsveränderung verfhoben ift, 
gleich der Differenz zwifchen ber Gefammtarbeit der— 
jenigenKräfte, deren Angriffspunfte in Direfter Rich— 
tung ihrer Kräfte bewegt find, und der Geſammtar— 
beit der übrigen Krüfte, deren Angriffspunfte in ent— 
gegengefegter Rihtung ihrer Kräfte bewegt find. 


Denn ($. 17), wenn y,5%Y95 Y35 +++. Die Abftände der An— 
griffspunfte diefer parallelen Kräfte von irgend einer gege- 
benen Ebene in ihrer erften Lage ſind und AR der Abftand ihres 
Mittelpunftes des Drudes von derfelben Ebene ift, wenn ferner 
Vi, V, Yas +++. und H die entfprechenden Abftände in der zwei— 
ten Lage darftellen und die Kräfte P,P,, Pas .... pofitiv oder 
negativ genommen werden, jenachdem ihre Richtungen der gege— 
benen Ebene zu= oder abgefehrt find; fo hat man 


h(Pı+Ps4+ P;+..J=Pıy, +Paya+P,ys +... und 
H(Pı-HPs+P3+.)=PıY,+PzYa-+PzYs+..., mithin 

CH—A)CPı+Pe+Ps+..)=P,(Yı - MtEh- Y)-+Ps(Yz-%5) 
+... (42) 
Die einzelnen Glieder auf der rechten Seite diefer Glei— 
hung find offenbar pofitiv oder negativ, jenachdem der Drud P 
und gleichzeitig Die entiprechende Differenz; Y—y feines Abſtan— 
des von ber gegebenen Ebene in feinen beiden Lagen Diefelben 
ober entgegengefeste Zeichen haben, Nun ift der Drud P nad 
der Borausfegung poſitiv oder negativ, jenachdem berfelbe von 
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der Ebene ab oder gegen diefelbe ein wirkt; ferner it Y—y 
offenbar pofttiv oder negativ, jenachdem der Angriffspunft von 
P von der Ebene ab oder gegen biefelbe ein bewegt ift. Hier- 
aus folgt, daß ein jedes der obigen Glieder P(Y—y) poſitiv 
oder negativ fein wird, jenachdem der entfprechende Angriffe- 
yumft in derſelben Richtung, in welcher der darauf angebrachte 
Drud wirft, oder in einer der Wirfung dieſes Drudes entgegen: 
gefegten Richtung verrüdt ift, 
Da nun bierbei die Ebene, von welder die Abftände der 
verfhiedenen Angriffspunfte gemeffen werben, 
! Br% eine ganz beliebige fein Fannz fo nebme man 
iY. EB dazu eine auf der gemeinfchaftlichen Richtung 
Ei aller Kräfte perpendifular ftebende Ebene an. 
— — — —* Wird dieſe Ebene durch Ary dargeſtellt, find 
— * P und P’ die beiden Lagen des Angriffspunk— 
tes der Kraft P (wobei der von biefem Punkte befchriebene Weg 
PP’ ein ganz willfürlicher fein fann) und MP und M’P’ die per- 
yendifufaren Abftände der Punkte P und P’ von der Ebene; fo 
bat man, wenn die Linie Pm von P perpenbifular auf M’P’ ges 
jogen wird, 


PY—-Y=P(M’P—MP)=P.mP'; 


aber nach $. 55 ift P.mP’ die Arbeit der Kraft P, wenn ihr 
Angriffspunft von P nah P’ verrüdt wird, Demnach ftellt ein 
jedes Glied der rechten Seite der Gleihung (42) die Arbeit der 
entfprechenden Kraft dar, fo daf, wenn Yu, die Gefammtarbeit 
aller derjenigen Kräfte bezeichnet, deren Angriffspuufte in den— 
jelben Richtungen verrüdt find, in welchen die Kräfte wirfen, und 
Fu, die Gefammtarbeit aller der übrigen Kräfte bezeichnet, deren 
Angriffspunfte in entgegengefegten Richtungen ihrer Wirfungen 
verrüct find, die rechte Seite jener Gleihung durch Fu, — Su, 
dargeftellt wird. Außerdem ift die linke Seite derſelben Gleichung 
offenbar der Ausdrud für die Arbeit, welche erforderlich ift, um 
die refultirende Kraft P,+P,+P,+... dur den Raum H—R, 
das ift, durd den Raum, um welchen der Mittelpunft des Druf- 
les von der gegebenen Ebene ab oder gegen biefelbe ein be- 
wegt ift, zu verrüden. 

Bezeichnet man alfo die Arbeitsgröße, welche zu biefer Ver— 
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rüfung des Mittelpunftes des Drudes erforderlich ift, mit U; 
fo bat man 
U=3u, — Zu, +++ (43) 


$. 59. Wenn die Summe derjenigen parallelen Kräfte, 
deren Wirkungen nad der Einen Seite gerichtet find, gleich der 
Summe der übrigen ift, deren Wirkungen nach ber. entgegenge- 
festen Seite ftreben; fo it PÄ,+P,+P,+-..=o. Sn diefem 
Falle ift alfo auch U=o und daher Zu, — Iu,=o oder Zu, —Su,, 
fo daß, wenn in irgend einem Syfteme von parallelen 
Kräften Die Summe derjenigen Sräfte, welhe nad der 
Einen Seite ftreben, gleih der Summe der übrigen 
Kräfte ift, welhe nad Derentgegengefesten Seite ſtre— 
ben, die Öefammtarbeit derjenigen, deren Angriffs- 
punfte in den Rihtungen der darauf angebradten 
Kräfte felbft bewegt werden, gleih der Öefammtar- 
beit derübrigen ift, Deren Angriffspunfte in entgegen- 
gefesten Rihtungen ihrer Kräfte bewegt werden, 


Diefer Fall tritt offenbar ein, ‚wenn bie parallelen Kräfte 
im Gleihgemwichte find, weil alsdann die Summe ber nad 
Einer Seite wirfenden Kräfte gleih der Summe ber nad ber 
anderen Seite wirfenden ift. 


$. 60. Der vorftehende Say gilt begreiflihd aud von einem 
Spyfteme von Gewichten, da Dies Kräfte find, deren Richtungen 
immer einander parallel find, wie auch immer ihre Angriffspunfte 
bewegt werden mögen, Der Mittelpunft des Drudes eines Sy- 
fiemes von Gewichten ift fein Schwerpunft (5. 19; es folgt 
alfo, dag wenn die Gewichte, welche ein ſolches Syftem bilden, 
einzeln in beliebigen Richtungen und durd beliebige Abftände 
bewegt werben, bie Differenz zwifchen der nad oben entwidel- 
ten Gefammtarbeit, welche erforderlich ift, um dieſe Ortsverän— 
derung zu bewirken, und der nad unten entwidelten Gefammt: 
arbeit, welche hierzu gleichfalls erforderlich ift, denfelben Werth 
bat, wie die Arbeit, welche aufgeboten werben müßte, um bie 
Summe aller Gewichte auf eine Höhe zu erheben, welche der 
gleichfommt, um welche ihr gemeinfhaftliher Schwerpunft gebo- 
ben oder gefenft ift. Ferner folgt, daß wenn ein folches Syſtem 
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von Gewichten dur den Widerftand Eines oder mehrerer fefter 
Punkte im Gleihgewichte erhalten wird, und alsdann eine Be- 
wegung befommt, (da die Arbeit des Widerftandes der feften 
Punkte null ift) die Gefammtarbeit der berabfinfenden Gewichte 
gleich der der auffteigenden ift. 


$. 61, Wennperpendifular zu den Richtungenmeh— 
rerer paralleler Kräfte eine Ebene angenommen wird, 
und e8 gibt zwei verfhiedene Lagen der Angriffe- 
punfte von einigen dieſer Kräfte, in weldhen fie fid 
in verfhiedenen Abftänden von der Ebene befinden, 
während die Angriffspunfte der übrigen Kräfte in 
bemfelben Abftande von jener Ebene bleiben, und das 
Spitem ift in beiden Lagen im Öleihgewidte; fo wird 
fih der Mittelpunft des Drudes der zuerft erwähnten 
Kräfte in beiden Lagen in dbemfelben Abftande von der 
Ebene befinden. 

Denn da das Spftem in beiden Lagen im Gleichgewichte iſt; 
ſo hat man für beide 

P,+P,+P,+;...=0 
und baber auch 
(Yı—y; IP,HY—y)PatHY3 43 )Ps+-- 40X. —Yn )P„=0o. 
Nun fei P,„ irgend Eine von den Kräften, deren Angriffepunft 
in beiden Lagen gleich weit von der gegebenen Ebene entfernt 
bleibt; alsdann ift 
Y.=y, und Y„—y.=o; 

oe auch 
V-MPiGV,.- Y)Pst(Y;- Y%)P3-+...+lYa-ı"yu-DPa-1>=0, 
5 ift , 
YPı-+YaPa4+YaPa + + Ya-ıPa-1=Yı Pi-tyaPat Pat... ya-ıPa-ı 
und auch, wenn man mit P,+P,+...P,_, divibirt, 
— + Yu-ıPa-1 _YıPıtyaßatyaPat- ta Pn! 

P,+Pa+Pa-+.- + Pa-ı P,+-Pp+Ps+.- ey Zr 
das ift 


H,.-, =h.> 
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worin H,-, den Abftand des Mittelpunftes bes Drudes Der 
Kräfte P,,Pa>.»-Pu_, von der gegebenen Ebene in der erſten 
Lage und A,_, den Abftand desfelben Punktes in ber zweiten 
Lage bezeichnet, ein Abftand, der alfo in beiden Lagen derſelbe 
bleibt. 

Aus diefem Sage folgt, daß wenn ein Syftem von Gewichten 
durch den Widerfland Eines oder mehrerer fefter Punfte getragen 
wird, und es gibt irgend zwei Lagen, in denen jene Gewichte 
mit den Widerftänden diefer Punkte im Gleichgewichte find; fo 
ift Die Höhe Des gemeinfchaftlihen Schwerpunftes der Gewichte 
in beiden Lagen biefelbe *). Ferner folgt, daß wenn es eine 


*) Damit biefer Satz volle Richtigkeit behält, ift es durchaus nothwendig, daß 
bei der — bes Syſtemes die darin als feſt anzunehmenden Punkte auch 
wirklich in derſelben Lage bleiben, was bei der Bewegung mancher 
Syſteme um äußerlich feſte Pnnkte zuweilen der Fall zu ſeiu 
fheint, aber doch in der That nicht ſtattfindet. Denkt man ſich 
3. B. einen Körper BC, deffen Schwerpunkt A ift, fo wirb bers 
felbe im Gleichgewichte bleiben, wen man in feinem Schwerpunfte 
A eine von unten nad oben wirfende Kraft gleich feinem Gewichte, 
oder einen feften Widerftand anbringt, welder im. Stande ift, den 
Befammtdrud des Körpers auszuhalten. Der Körper würde auch 
in Ruhe erhalten werben, wenn man ihn in irgend einem Punkte 
der durch feinen Schwerpunkt gehenden Vertikalen BC z. B. in B 
aufhinge, weil der in ſeinem Schwerpunkte erforderliche Ge⸗ 
— durch die vorausgeſetzte Feſtigkeit des Materiales in der Richtung BC 
nad) diefem Punkte wirklich verpflanzt werden würde; jedoch wäre es fehr irrig, 
den Punkt B, wenn er wirklich feſt gemacht wuͤrde, als einen ſolchen zu on 
ten, wie er bei der vorliegenden Unterfuchung vorausgefegt ift. Der Punkt B 
befist die Eigenſchaft, daß ein darin angebradter Drud oder Widerftand das 
Syſtem im Gleichgewichte erhalten kann, nicht; er bewirkt bas bei feiner Be: 
feftigung eintretende Gleichgewicht nur vermöge der Feftigung bes Stoffes, wor: 
aus ber Körper befteht, und nicht deshalb, weil er der Angriffspunft der Reſul⸗ 
tante der übrigen auf den Körper wirkenden Kräfte wäre. Er liegt nur in ber 
Rihtung dieſer Refultanten, und ift deshalb auch im Stande einen auf ihn 
angebradhten Widerſtand nad) dem wahren Angriffspunfte A dieſer Refultante 
fort zu pflanzen. Machte man nun auch ben Punkt B feft; fo hätte man immer 
noch Eeinen felten Punkt von ber Beſchaffenheit, wie er oben angenommen ift, 
fo nämlih, daß eine darin angebrachte, in paralleler Richtung mit ben übrigen 
Kräften wirkende Kraft im Stande wäre, das Syftem im Gleichgewichte zu er 
balten (mas fich befonders deutlich herausftellt, wenn man ploͤtzlich die gemein: 
fchaftlihe Richtung aller parallelen Kräfte änderte, woburd; der Punkt B offen: 
bar die Eigenfchaft ganz verlöre, durch Feftwerden das Eyftem im Gleichgewichte 
zu erhalten)... Aus diefem Grunde würde fich denn aud ber vorftehende Sag 
an biefem — nicht bewaͤhren, ſobald man irgend einen anderen Punkt, * 
A, z. B. B feſt machte, und alsdann das Syſtem in eine zweite Lage BC’ be: 
wegte, in welcher es fich gleichfalls im Gleichgewichte befände; ber Schwerpunt 
A würde hierbei durchaus nicht in berfelben Höhe bleiben, 

Dasfelbe läßt fi von dem Falle fagen, wo in dem Körper BC zwei 
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Reihe von Lagen gibt, in welchen allen die Gewichte um bergleis 
den fefte Punkte im Gleichgewichte find; fo bleibt der Schwer« 
punkt fortwährend in derfelben Höhe, fowie das Spftem nad 
und nach in diefe Lagen übergeht. 

Wenn alle diefe Gfeichgewichtslagen unendlich nahe anein- 
ber Tiegen; jo bleibt der Schwerpunft auch während einer unend— 
ih Fleinen Bewegung der Angriffspunfte in berfelben Höhe, 
und umgefehrt, wenn der Schwerpunft bei einer unendlich feinen 
Bewegung der Angriffspunfte in derfelben Höhe bleibt; fo ift das 
Spftem in zwei oder mehreren foldhen unendlich benachbarten 
Lagen der Angriffspunfte im Gleichgewichte. 


Arbeit der Kräfte, welche in verfchiedenen Richtun: 
gen auf einen Körper angebracht find, der um eine 
fefte Axe drehbar ift. 


$. 62. Die Arbeit einer Kraft, welche an einem 
um irgend eine fefte Are drehbaren Körper angebradt 
ift, bleibt diefelbe, in welhem Punkte ihrer Richtung 
jene Kraft aud angebradt werben möge. 


Wenn alfo AB die Richtung einer Kraft ift, welche an einem 


£ Körper angebracht ift, der fih um bie fefte 
» nz" Are O drehen fannz fo wird die von jener 


5 Kraft verrichtete Arbeit fich gleich bleiben, 
VA ob man diefelbe in A oder in B anbringt. 
7 Um Dies nadhzumeifen, nehme man an, 
der Körper drehe fih um O um ben fehr feinen Winkel AOC, 


emacht werben follen. Diefe müffen ebenfalld immer von ber Art 
— — fein, daß fie als die Angriffspunkte zweier Kräfte an⸗ 
gefeben werben koͤnnen, welche im Stande find, das 
Syſtem im Gleihgewidhte zu erhalten. Es müffen 
Dies daher immer zwei Yunfte, wie D und E fein, 
welche in irgend Einer durch den Schwerpunft A ge: 
henden geraden Linie BC liegen, weil fi auf foldhe 
zwei Punkte nad den früheren Gefegen die burd A 
gehende Refultante nur zerlegen läßt. Das Feftwer: 
den irgend zweier anderer Punkte, wie F, G, welde 
mit A in Einer Bertitalebene liegen, könnte zwar ebenfalld die Ruhe des Sy: 
ſtemes erhalten, aber nur mittelbar durch die Feſtigkeit des Stoffes, woraus ber 
Körper befteht, und deshalb Eönnen auch diefe Punkte nicht für ſolche fefte Punkte 
angefehen werben, wie fie im vorftehenden Papagraphe vorausgefegt find. 

7 
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worin H,_, den Abftand des Mittelpunftes d = 3D be- 
Kräfte P,>Pas-.-Pa_, von der gegebenen CH ruf AB, 
Lage und A,_, den Abftand desfelben Punkte. — »ezeichnet, 


ne bezeichnet, ein Abftand, der alfo in | - + angebracht 
eibt. — 

- Bi dargeſtellt 
Aus dieſem Satze folgt, daß wenn ein e — 
durch den Widerſtand Eines oder mehrer“ 2 = 
wird, und es gibt irgend zwei Lagen, 2 — 
mit den Widerſtänden dieſer Punkte im — — 

„D nt BE refpef- 
ift Die Höhe Des gemeinfchaftlihen Sa —, BOE 
in beiden Lagen biefelbe *). Kerner — 
| 8 ). Herne ‚4 und OE fiehen; 

‚a=tA.cos.CAE= 


*) Damit biefer Satz volle Richtiakeit b. 
bei der Berrüdung des Syſtemes die da: — OE. 
C wirflich in derfelben Lage 7% 
a um äußerlich fe DB Ay: 
eint, aber doch in d — — — 
— z. B. einen Körper Bi. =ulä.cos.BOE OB 
felbe im Gleihgemwichte ! 
A eine von unten nadı 


oder einen feften Mid: 
' Gefammtdrud des 8° ‚ CA_ DB 
in Ruhe erhalten ıv: ‚—/_BOD if, 0A OB’ 


der durd) feinen Cd 
ıc aufbinge, weil der 
gendruck durch die vorausgefente | 


nad) diefem Punkte wirklich vorn sr Richtung einer fetten 
den Punft B, wenn er wirklich ı En Kid 3. (> Are im 
ten, wie er bei der vorliegen? ‚zarte um dieſe — 
—— die — daß ein a. serammtarbet£ derjeni- 
yſtem im Gleichgewichte evt; 2 — en 
feſtigung eintretende Gleichgew ESinen S eite zu dreb 
aus der Koͤrper befteht, und » Acreeit der übrigen, milde 
tante ber übrigen auf den — — Seite um die fette 


Rihtung bdiefer Reſultang, 
angebradhten Widerftand mu 






fort zu pflanzen. Macte ı n die feſte 
noch Eeinen feften Punkt 24* aecaen ER f 4 
fo nämlih, daß eine darn, ieti zur Die Richtung vonk U) 
Kräften wirkende Kraft ı * inmer dieſelbe ſein, 
halten (mas ſich befonde m eek 3 :> Rentere auch 
ſchaftliche Richtung alle: Adctuug die Letz 
bar die Eigenſchaft gun: = symm fh diefe Kraft alſo 
zu erhalten). Aus die‘ un BE i e Spftem 
an biefem Syfteme nicht u a u um, das gan; I 
A, B. B feſt madıt - z Pt Wuriri 3, umd bezeich⸗ 
wegte, in welcher es PET Ze darftellen 
A würde hierbei bu a Raum * 
Dazfi [Te Bet PD kei 
: FE h -. 





— 
— — 


.„.. 


nach if 
er Einen 
der übri- 
ag zu bres 


ewegenben 


per wird burd 

3 erzeugt baben, 

', welche derjelbe 
Bewegung entge- 

wird, Die derſelbe 
Bezeichnungen nicht 

‘ gefteigerte Bermö- 
ter Arbeit gemeſſen 
ın, bie in dem Kör- 
ieſem Sinne muß man 
v abgefhoffenen Kano- 
be diefelbe auf die Wi- 
entgegenfegen, ober daß 
nes bie Arbeit angehäuft 
ıtlih dem durch den Stoß 
zen Rabe) mit heilt, oder 
Jagen die Arbeit angehäuft 





a 
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fo daß die Yunfte A und D die Kreisbögen AC und BD be— 
fohreiben. Zieht man Cm, Dr und OE perpendifular auf AB, 
ſo wird, wenn P die längs AB angebradte Kraft bezeichnet, 
P.Am die verrichtete Arbeit darftellen, fobald P in A angebracht 
ift (F. 52.) 5 dagegen wird dieſe Arbeit durch P.Bn dargeftellt 
werben, fobald die Kraft P in B angebradt ift. Beide Arbeiten 
werden einander gleich fein, wenn Am gleih Br ift. 

Da nun AC und BD fehr Fein find; fo fünnen fie als ge— 
rade Linien angefeben werden. Da ferner BD und BE refpef- 
tive perpendifular auf OB und OE fteben; fo it ZDBE=/ BOE, 
und weil AC und AE yerpendifular auf OA und OE fteben; 
fo it CAE=/AOE. Es ift aber Amn=CA.cos. CAE— 


— — CA 
CA.cos.AOE= 75-0 A.cos. ADOE=77.0E. 
Ebenſo it BR—DB.cos. DBE=DB.cos.BOE = ‚OB. 
DB 
cos.BOE=;g-OE- 
Endlich hat man, weil ZAOC=ZBOD if, (A=on, 


und mithin An—=Bn. 


$. 69. Wenn mehrere auf der Richtung einer feften 
Are perpendifular ftebende Kräfte um dDiefe Are im 
Gleichgewichte find; fo ift Die Gefammtarbeit derjeni- 
gen, weldhe das Syſtem nad der Einen Seite zudreben 
fireben, glei der Öefammtarbeit der übrigen, welche 
dasfelbe nad der entgegengefegten Seite um die fefte 
Are zu drehen fireben. 
Denn wenn P irgend Eine der gegebenen Kräfte, O die fefte 
„ Are und OM ein Perpendifel auf die Richtung von P iftz 
| fo wird die Arbeit diefer Kraft immer biefelbe fein, 
Zr in weldem Punkte ihrer Richtung die Letztere auch 
»angebracht werden möge; man fann fi dieſe Kraft alfo 
in M angebracht denfen. Nimmt man nun an, das ganze Syftem 
drebe fihb um O um einen ſehr feinen Winfel 9, und bezeich- 
net den Abftand OM mit p; fo wird p9 den Raum barftellen, 
welchen der Punft M in der Richtung der Kraft P befchreibt, 
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und es wird daher bie Arbeit diefer Kraft =P.p.% fein. Nun 
fein P,,P2, Pas... diejenigen Kräfte, melde in der Richtung 
der Bewegung wirfen, und P’,,P’,, P’,,... diejenigen, welche 
in entgegengefester Richtung wirfen, ferner feien p,,Pa>Pas+ ++ 
die perpendifularen Abftände der Erfteren und p' ‚PP +++ 
die der Legteren von ber feften Are; alsdann hat man nach dem 
Prinzipe der Gleichheit der Momente (ſ. $. 9 des Anhanges zum 
erſten Abfchnitte) 


P,Pı + P,P2 + P,r3+ — =P', p', -+P',p'. +P',p's -L ... 
und wenn man auf beiden Seiten mit 9 multiplizirt 


P,pı94+Pap294+Psp39+ ..-=P',p'r9+P'ap'29+P’,p'39+- 
Pp3 ift aber allgemein die Arbeit der Kraft P, und demnach ift 
die Gefammtarbeit ber Kräfte, welche das Syſtem nad der Einen 
Richtung zu dreben ftreben, gleich der Gefammtarbeit der übri- 
gen, welche dasfelbe nach der entgegengefegten Richtung zu bres 
hen fireben. 


Anhbänufung der Arbeit in einem fich bewegenden 
Körper. 


F. 64. In einem jeden fi bewegenden Körper wird durch 
die Wirkung der Kräfte, welche feine Bewegung erzeugt haben, 
eine gewiſſe Menge von innerer Kraft angebäuft, welche derſelbe 
auf irgend einen Widerftand äufßerft, der feiner Bewegung entges 
gentritt, und welche durch die Arbeit gemeffen wird, die derfelbe 
auf jenen Widerftand entwidelt. Um die Bezeichnungen nicht 
überflüffig zu vermehren, werben wir dieſes gefteigerte Vermö— 
gen zu arbeiten, welches durch bie Größe der Arbeit gemeffen 
wird, die dadurch hervorgebracht werden fan, die in dem Kör— 
per angebäufte Arbeit nennen. m diefem Sinne muß man 
es nehmen, wenn gefagt wird, daß in einer abgefchoffenen Kano— 
nenfugel die Arbeit angebäuft fei, welche dieſelbe auf die Wis 
derſtände entwidelt, die fih ihrem Fluge entgegenfegen, ober daß 
in dem fließenden Waffer eines Mühlgerinnes bie Arbeit angehäuft 
fei, welche dasſelbe dem Rade (namentlich dem dur den Stoß 
des Waffers getriebenen unterfchlächtigen Rabe) mit heilt, oder 
dag in einem frei bergab rollenden Wagen bie Arbeit angehäuft 
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fei, welche benfelben noch auf eine beträchtliche Länge bes nächft- 
folgenden Hügels binauftreibt, Dadurch, daß der Drud, unter 
welchem eine Arbeit verrichtet wird, den ihm entgegengefesten 
Widerftand überfchreitet, gefchieht es, daß Arbeit in einem fich 
bewegenden Körper angebäuft wird, und es wird weiter unten 
($. 69) gezeigt werden, daß in allen Fällen die angehäufte Ar— 
beit gleich der Arbeit ift, welche über das zur Ueberwindung der 
MWiderftände erforderlihe Maaß hinaus auf einen Körper ent- 
wicelt worben ift, ein Prinzip, welches fchon als an fich felbft 
klar angenommen werben fünnte. 


$. 65. Der folchergeftalt angehäufte Betrag an Arbeit in 
einem Körper, welcher fih mit einer gewiſſen Gefhwindigfeit 
bewegt, ift offenbar derfelbe, welches auch immer die Umftänbe 
gewefen fein mögen, unter denen er diefe Gefchwindigfeit erlangt 
bat, Ob einer Kugel die Gefchmwindigfeit dur die Erplofton 
bes Pulvers in einem Schiefgewehre, oder durch den freien Fall 
von einer angemeffenen Höhe mitgetheilt ift, bleibt für das Re— 
fultat gleichgültig, wofern nur in beiden Fällen die eingebrüdte 
Geſchwindigkeit und das Gewicht der Kugel diefelben find; 
die darin angebäufte Arbeit, welche durch den Effeft gemeffen 
wird, den bie Kugel hervorzubringen im Stande ift, bleibt Omen 
bar berfelbe. 

Ebenfo ift der gefammte Betrag an Arbeit, welchen biefelbe 
fähig ift, bei der Ueberwältigung irgend eines Widerftandes zu 
entwideln, immer berfelbe, von welcher Befchaffenheit auch Diefer 
Widerftand fein möge. 


$. 66. Beſtimmung der Anzahl von Einheiten der 
angehäuften Arbeit eines Körpers, welder fih mit 
einer gegebenen Gefhwindigfeit bewegt. 

wfei das Gewicht des Körpers in Pfunden und » feine 
Gefhwindigfeit in Fußen, Nimmt man an, ber Körper werde 
mit der Geſchwindigkeit o in einer der Schwere direkt entgegen- 
gefegten Richtung fortgeftoßen; fo wird er zu einer Höhe h an- 
fteigen, von welcher er berabfallen muß, um biefelbe Geſchwin— 
digfeit © zu erlangen ($. AT). Es muß mithin in dem Augens- 
blide des Wurfes in dem Körper eine Duantität der Arbeit an— 
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gebäuft geweſen fein, welche genügend ift, um benfelben auf diefe 
Höbe h zu erbeben. Da nun aber die Anzahl der Einbeiten der 
Arbeit, welche erforderlich ift, um ein Gewicht w auf eine Höhe 
h zu erheben, durch wA dargeftellt wird; fo muß dies offenbar 
die Anzabl der Einheiten der Arbeit fein, welche im Augenblide 
des Wurfes in dem Körper angehäuft war, Da ferner A die 
Höhe ift, von welcher ber Körper fallen muß, um die Geſchwin—⸗ 
digfeit » zu erlangen; fo hat man o’=2gh ($. 47), und daher 


= woraus folgt, daß wenn U die Anzahl der Einheiten 
der in dem Körper angehäuften Arbeit bezeichnet, 


U=,7r° — 124) 
it. 

Aus dem vorhergehenden Paragraphe geht hervor, daß die- 
fer Ausdruck in allen Fällen die angehäufte Arbeit in einem 
Körper bezeichnet, welcher w Pfund wiegt und ſich mit einer 
Geihwindigfeit von vo Fuß bewegt, weldhes auch immer bie 
Umftände gewefen fein mögen, unter denen er dieſe Geſchwindig— 
feit erlangt bat. 


Das Produkt — nennt man die lebende Kraft des 
Körpers, fo daß die angehäufte Arbeit durch die Hälfte der le— 
benden Kraft dargeftellt wird, Der Quotient Ge heißt die 


Maffe*) des Körpers, und die Iebende Kraft desfelben ift mit- 
hin das Produkt feiner Maffe in das Quadrat feiner Gefhwin- 
digkeit. 


*) Der Begriff von Maffe bezieht ſich auf die Quantität der Materie, 
welche in einem gegebenen Volum eines Körpers angehäuft ift. Da alle Atome 
ber Materie von der Wirkung der Schwere glei ſtark affizirt werben, 
und die Gefammtwirfung der Schwere auf einen Körper dur das Gewicht bed: 
felben gemefjen wird; fo muff feine Maffe oder die Menge der darin enthal: 
tenen Atome offenbar feinem Gewichte proportional fein, und kann mithin durch 


den Quotienten — dargeftellt werden, weil eö ganz willlürlih bleibt, welche 


Einheit man dem Maafe der Maffe zu Grunde legen will. Die in ber Bo: 
lumeinheit eines Körpers enthaltene Maffe nennt man audy feine Dich tig— 
keit, welche alfo für verfchiedene Körper den abfoluten Gewichten ihrer Bolum: 
einheiten proportional ift. Die Darftellung der Maffe eines Körpers durchden 
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$. 67. Beftimmung der Arbeit, welde ein Körper 
gewinnt oder verliert, wenn er von Einer Geſchwin— 
bigfeit in eine andere übergeht. 


In einem Körper, deffen Gewicht w ift, und welcher ſich mit 
einer Gefhmwindigfeit o bewegt, ift eine Anzahl von Arbeitsein= 


heiten angehäuft, welche nach $. 66 durch die Formel — dar⸗ 
geſtellt wird. Nachdem derſelbe von dieſer Geſchwindigkeit in 





Quotienten —— ift übrigens nicht ohne rationellen Grund gefchehen. Es leuchtet 


ein, daß man bie Sutenfität irgend einer Kraft auf zweierlei Weife meſſen 
kann: Ein Mal durd den einfahen Drud, welden ein beftimmter Theil derfel= 
ben auf einen Körper äußert, der durch Widerftände verhindert wird, biefem 
Drude nachzugeben. Iſt nun die Maſſe eines Körpers m, oder enthält er wz 
Maffeneinheiten; fo wirkt die Schwere in jede diefer Maffeneinheiten gleich ftarf, 
und die Gefammtwirktung derfelben auf den ganzen Körper wird der Anzahl ber 
Maffeneinheiten , oder der Zahl m proportional fein, fo daß diefe Geſammtwir— 
fung —= fm gefegt werden fann, worin f ein vorläufig noch unbeftiumter aber 
für alle Körper conftanter Koeffizient if. Diefe Gefammtwirkung der Schwere 
auf den Körper von der Maffe m wirb aber auch durd fein Gewicht w ges 
meffen, und man hat baher fm = w. 

Diefes Maaß der Wirkung der Schwere in einen Körper Tann angewen: 
det werden, fobalb ber Körper durch einen Widerftand verhindert wird, ber 
Wirkung der Kraft zu folgen, und er nur einen einfachen Drud auf die Unter= 
lage äußert. Iſt aber kein Widerftand vorhanden, der feine Bewegung hindert ; 
fo wird eine foldye erfolgen, und man fieht, daß die Intenfität der erfolgenden 
Bewegung ein ziveites Maaß für die Stärke der Kraft abgeben Eann, fobald 
man hierbei noch ein drittes Element, nämlich die Zeit, in Betracht zieht. Es 
leuchtet nämlich ein, und ift fhon in den erften Paragraphen diefes Abſchnittes 
näher erläutert, daß eine Kraft, welche ununterbrochen und mit derfelben Stärfe 
auf einen Körper einwirkft, bemfelben, wenn er ihrer Wirkung frei folgen Eann, 
in gleichen Zeiten gleiche Zunahmen an Gefchwindigkeit mittheilen wird, und es 
geht hieraus hervor, daß man biefe in gleichen Zeiten erfolgenden gleichen Zu: 
nahmen an Gefchwindigfeit ebenfalls als ein Maaß der Sntenfität der wirkenden 
Kraft anfehen kann, indem biefe Zunahmen in Ein und berfelben gegebenen Zeit 
für verſchiedene Kräfte offenbar ben Intenfitäten dieſer Kräfte proportional fein 
müffen. Fuͤr die Schwere kann demnad die Geſchwindigkeit g — 31,2644 Fuß, 
welche diefelbe den Körpern in Einer Sekunde mittheilt, ald Maaß ihrer Inten— 
fität betrachtet werden. Mit diefer durch g dargeftellten Stärke kann man ſich 
denken, wirke die Schwere in eine jede sftaffeneinheit des Körpers ein, fo daß 
fi) auf einen Körper von m Maffeneinheiten, eine Gewalt — gm entwidelt, 
welcher Ausdrud alfo gleichfalls einen Werth für die Gefammtwirkung der Schwere 
in die Maffe m barftellen kann. 

Die durch den einfachen Drud gemeffene Einwirkung der Schwere in die 
Maffe m war aber nad dem Obigen auch durdy das Gewicht fm=—w repraͤ⸗ 
fentirt, und man fieht, daß weil die Einheit für das Maaß der Maffe beliebig 
ift, man jenen Koeffizienten f=g annehmen und mithin » —=gm oder m= 


w 
— fegen Tann. 
9 
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eine andere V übergegangen ift, werben in demfelben eine An- 
zahl von Arbeitseinbeiten =, angebäuft fein, fo daß, wenn 
diefe Tegtere Geſchwindigkeit größer ift, als die frühere, zu der 
in ihm angehäuften Arbeit nad) 4, V’-470° Eingeiten bin: 
sugefommen, und wenn die leutere Gefchwindigfeit Feiner ift, 
ald die erftere, von der in ihm angehäuften Arbeit ae Tale 


Einheiten. binweggenommen fein werben. Bezeichnet. alfo U 
die von dem Körper bei feinem Webergange aus ber Geſchwin—⸗ 
digkeit o in bie Gefhwindigfeit V gewonnene oder verlorene 
Arbeit; fo hat man 


— —— 


worin das Zeichen — oder — zu nehmen iſt, jenachdem die Be— 
wegung beſchleunigt oder verzögert wurde. 


$. 68. Die gewonnene Arbeit eines Körpers, deſſen 
Bewegung durch irgend einen gegebenen Raum von 
gegebenen Kräften befhleunigt wurde, ift gleich der 
Arbeit, welche erforderlich fein würde, um den Körper 
dburh denfelben Raum wieder zurüdzutreiben, indem 
biefelben Kräfte auf ihn einwirfen. 


Es Teuchtet ein, daß wenn ein Körper mit berfelben Ge— 

A fhwindigfeit, welche er in Folge der Einwirkung 
N mehrerer Kräfte, die von A gegen B gerichtet find, 
beim Durdlaufen des Raumes AB erlangt, von B 

? gegen A wieder zurüdgeworfen würde, er bei dem 
Durchgange durch ein jedes Fleine Element feiner Bahn gerabe 
durch diefelben Kräfte wieder verzögert würde, durch welche er 
vorher befchleunigt wurbe, als er basfelbe Element von A gegen 
B durchlief, fo daß er bei der Rückkehr durch ein jedes biefer 
Elemente denfelben Theil feiner Geſchwindigkeit verliert, welchen 
er vorher dafelbft gewann, und wenn er endlich den ganzen Raum 
BA durchlaufen und den Punft A wieder erreicht bat, er zwi⸗ 
fhen B und A eine Gefhwindigfeit, und mithin einen Betrag 
an Arbeit, genau gleich, dem eingebüßt hat, welchen er vorber 
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zwifchen A und B empfing. Die zwifchen B und A verlorene 
Arbeit ift DieArbeit, welche erfordert wird, um die ber Bewegung 
burh BA entgegenftebenden Hinderniffe zu befiegen. Die von 
A bis B gewonnene Arbeit ift demnach gleich der, welde erfor- 
derlich fein würde, um die MWiderftände zwifchen B und A zu 
überwältigen, oder au, um den Körper von dem Zuftande ber 
Ruhe aus, mit einer gleichförmigen Bewegung biefen Wider- 
ftänden entgegen von B nad A zu bewegen, Diefe Arbeit fei D, 
die Gefhwindigfeit, mit welcher der Körper von A ausging, ſei 
v und die Gefhwindigfeit, mit welcher er bei B anfommt, fei 


V; alsdann wird —— v2) die zwiſchen A und B gewon— 
nene Arbeit darftellen und man hat 


N 2 _AN— 229 
I o)=U oder V "Zu. 


Wäre der Körper, anftatt befchleunigt zu fein, verzögert 
worden, fo würbe die verlorene Arbeit, welche durch die Ueber— 
windung ber verzögernden Kräfte eingebüßt ift, offenbar gleich 
ber fein, welche erforderlich ift, um den Körper mit gleihförmi- 
ger Sefhwindigfeit den verzögernden Kräften entgegen burh AB 
zu bewegen, fo daß, wenn dieſe Arbeit durch U dargeftellt wird, 


47 @- V)=U oder » —V2= LU if, 
Man hat alfo allgemein 
V—_2?—+ LU,....(46) 


worin das Zeichen + oder — zu nehmen ift, jenachdem die Be— 
wegung befchleunigt oder verzögert wird, 


$. 69. Die gewonnene Arbeit eines Körpers, wel- 
her fih unter der Wirkung von Kräften burd irgend 
einen Raum bewegt bat, ift gleih dem LUeberfhuffe 
ber Arbeit, welche diejenigen Kräfte auf ihn entwif- 
felt Haben, die feine Bewegung zu befhleunigen ftreb- 
ten, über die Arbeit, welde die übrigen Kräfte auf 
ihn entwidelt haben, die feine Bewegung zu verzö— 
gern ſtrebten. Ä 
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Denn wenn R eine einzige Kraft ift, welche in irgend einem 
Punkte P Cf. die legte Figur) erforberlich fein würde, um ben 
Körper durch ein fehr Feines Element feiner Bahn wieder zu— 
rüdzubewegen Cwobei alle auf den Körper angebrachten Kräfte 
diefelben bleiben); fo folgt aus $. 53, das die Arbeit der Kraft 
R über diefes Element des Weges gleih dem Leberfchufle der 
Arbeit derjenigen Kräfte, welche in der Richtung der Bewegung 
des Körpers wirkten, über die Arbeit der übrigen Kräfte fein 
würde, welche in entgegengefegter Richtung wirkten. Da Dies 
von jedem Punkte der Bahn gilt; fo ift auch die Geſammt— 
arbeit der Kraft R, welde im Stande ift, den Körper von B 
nah A zurückzubewegen, gleid dem Ueberſchuſſe der Arbeit ber- 
jenigen Kräfte, welche vorher in der Richtung AB wirften, über 
die Arbeit der übrigen Kraft, welde in entgegengefester Rich— 
tung BA wirften, woraus nad dem. vorhergehenden Paragra- 
phe folgt, Daß auch die ganze gewonnene Arbeit diefem Ueber: 
ſchuſſe gleich fein muß, 


$. 70. Wenn P die Kraft bezeichnet, welche in ber Rich— 
tung der Bewegung und durch den gegebenen Raum S, der 
längs des Weges AB gemeffen ift, auf einen Körper einwirft, 
um feine Bewegung zu befchleunigen, wobei angenommen wird, 
daß diefer Kraft Feine andere weiter entgegenftrebe, ober daß 
fie die refultirende Kraft aller gegebenen Kräfte und Widerftände 


8 
in der Richtung der Bewegung ſei; ſo wird fı PdS die Ar: 
0 


beit fein, welche in entgegengefester Richtung aufgewendet wer» 
den muß, um dieſe Kraft durch den Raum S zu überwinden 


= 
($. 51), oder man bat u=fpas, db. i. wegen Gleichung (46) 
0 ; 


8 
— .... (aM 
0 


Oder auch 
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8 
— 0)=+2/Pas, 
0 


d. h. die gewonnene Iebende Kraft des Körpers ift gleich dem 
Doppelten der mitgetheilten Arbeit. 


$. 71, Wenn die Kraft P zuvörderſt in der Richtung wirkt, 
in welcher fi der Körper bewegt, fo daß daburd die Bewegung 
befhleunigt wird, und wenn darauf jene Kraft, nachdem ein 
gewiffer Raum beſchrieben ift, ihre Richtung ändert, fo daß da— 
durch die Bewegung verzögert wird, und man bezeichnet mit U, 
ben Werth der Arbeit, welcher bei der erften Bewegung gewon— 
nen wurbe, mit V, die am Ende biefer Bewegung erlangte Ge— 
fhwindigfeit, mit U, den Werth der Arbeit, welcher bei ber 
zweiten Bewegung verloren wurbe, mit © bie anfängliche und 
mit V die Endgefchwindigfeit des Körpers; fo hat man 


v,? = 40, ’ 


ober auch | 
w 2?) =2(U,—U,), 


welche letztere Formel ausdrückt, daß die zwiſchem dem erften 
und Testen Augenblide der Bewegung gewonnene lebende Kraft 
gleich dem Doppelten der Differenz zwifchen der gewonnenen 
und verlorenen Arbeit ift. 

Sp wie U, wächſt, vermindert fi die Endgefhwindigfeit 
V des Körpers, und wenn zulegt U,=U, wird, db. h. wenn 
die Gefammtarbeit, welche auf den Körper in entgegengefegter 
Richtung der Bewegung Cüber die Widerftände) entwidelt ift, 
derjenigen gleichfommt, welche vorber in direfter Richtung ber 
Bewegung mitgetheilt wurde; fo wird VSo, oder der Körper 
nimmt dieſelbe Gefchwindigfeit wieder an, welche er befaß, als 
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he Kraft P anfing, auf ihn zu wirken. Diefes ift der allge: 
neine Zall der wiederfehrenden Bewegung, welche fih fo häu- 
ig bei den Kombinationen des Mafchinenmwefens barbietet und 
wovon bie Kurbelbewegung ein bemerfenswerthes Beifpiel iſt. 


$. 72. Wenn die Kraft, welche die Bewegung des Körpers 
befhleunigt, fortwährend gegen Ein und denfelben Mit- 
telpunft S wirft, und man nimmt Sb gleih SB; fo 
— iſt in 8. 55 gezeigt, daß die zur Fortbewegung des Kör- 
\ pers in der Kurve von B nah A erforderlihe Arbeit 


— — 


gleich der iſt, welche nothwendig ſein würde, wenn derſelbe 
durch die gerade Linie 5A bewegt werben ſollte. Die 
bei ber Bewegung von A nah B gewonnene Arbeit 
it demnach gleich der, welche entwicelt werden müßte, um ben 
Körper durch den Unterſchied 5A der beiden Abftände SA und 
SB zu bewegen ($. 68). Werden diefe Abftände refp. mit R, 
wR, bezeichnet, und ftellt P den Drud dar, welcher fih in 
ad einem Abftande R vom Punkte S der Bewegung des Kör- 
Peri längs bA entgegenfegen würbe; fo wird bie obige Arbeit 
R 


1 
Nur frar ausgebrüdt. Außerdem ift die von dem Körper 
R, 
tigen Aund,B gewonnene Arbeit aud burh 4 (V?—v”) 
argeſtellt, wenn V die Endgeſchwindigkeit bei B und v die An- 
 Angsgefepwindigfeit von A bezeichnet; man hat alfo 
R, 
+7. 9?—9—/PaR oder 


R, 
V? _—»? =" fpaR “++ (49). 
R; 


8.73, Iſt die nah dem Punkte S wirfende Kraft bie 
Shtwere; fo wird die von dem Körper beim berabfteigen in ber 
te AB gewonnene Arbeit gleich der fein, welche er dur 

‚ en freien Fall gegen S von A bis b erlangen würde; benn 
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beide find gleich der. Arbeit, weldhe aufgemwenbet werben müßte, 
um den Körper von b nah A zu erheben. Da alfo die von 
bem Körper durch AB gewonnene Arbeit mit der übereinftimmt, 
welche fih durch den freien Fall durh Ab in ihm anhäuferz 
würde; fo folgt auch, daß die durch den ungebinderten Fall von 
A bis B erlangte Gefchwindigfeit gleich der fein wird, welche 
er durch den Fall von A bie 5 erlangt, 

Hieraus geht hervor, daß wenn fih ein Körper von oben 
nad unten bewegt, fei es nun, daß er im freien Raume fhräg 
geworfen würde, ober daß er vom Zuftande der Ruhe aus auf 
irgend einer gefrümmten Fläche oder geneigten Ebene berabglitte, 
und dabei nur der Wirfung der Schwere unterworfen wäre 
Calfo feine Reibungen und andere Widerftände der Luft u, ſ. mw. 
zu überwinden hätte); fo erlangt er bei diefer Bewegung genau 
Diefelbe Gefchwindigfeit, als wenn er von einer gleihen Höhe 
vertifal herabgefallen wäre, 


$. 74, Erflärung Die Winfelgefhwindigfeit eines 
Körpers, welcher fih um eine fefte Are drehet, ift ber Bogen, 
ben ein jedes um die Längeneinheit von der Are abftebende Theil— 
hen in der Zeiteinheit oder in der Sekunde befhreibt, im Fall 
ber Körper fih mit einer gleihförmigen Gefhwindigfeit dre— 
bet, oder im Fall die Bewegung veränderlich if, den es in 
der Sefunde befhreiben würde, wenn feine Umdrehung von Dem 
Augenblide an, wo man die Winfelgefhwindigfeit meffen will, 
plötzlich gleichförmig würde, 


Anhäufung der Arbeit in einem Körper, welcher fi 
um eine fefte Axe drebet. 


$. 75. Die Paragraphen 68 und 69 finden auf jeden Fall 
der Bewegung eines fchweren Körpers Anwendung. In einem 
jeden ſolchen Falle ift Die dur die Wirkung irgend einer bewe— 
genden Kraft beim Uebergange des Körpers aus der Einen Lage 
in bie andere gewonnene ober verlorene Arbeit gleich, der, welche 
in entgegengefegter Richtung auf den Körper entwidelt werben 
müßte, um ihn aus ber zweiten Lage wieder in bie erſte zu rück⸗ 
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zuführen Man bezeichne diefe Arbeit für irgend einen Körper 
von gegebenen Dimenfionen, welder fih durch die Einwirfung 
gegebener Kräfte um eine fefte Arc aus Einer gegebenen Lage 
in eine andere gedrehet bat, mit U. 

Stellt nun & die Winfelgefhwindigfeit des Körpers 
in dem Augenblicke dar, mo er aus der Einen dieſer Lagen in 
bie andere gefommen iftz fo ift « die wirkliche Gefchmwindigfeit 
eines Körpertheilchens, welches um die Längeneinheit von ber 
Are abfteht, und daher ag, die wirflihe Gefhmwindigfeit irgend 
eines anderen Maſſentheilchens, welches in der Entfernung g, 
von diefer Are Liegt. Bezeichnet man ferner das Gewicht einer 
jeden Bolumeinheit des Körpers mit u und das Volum irgend 
eines Körpertheilhens, welches um E, von ber feften Are ab- 
fteht, mit m, 5; fo ift das Gewicht diefes Theilchens gleich um,» 
Da nun die Gefhwindigfeit des Theilhens my gleih ag, iſt; 


jo wird die in demfelben angehäufte Arbeit dur a?g,? 


ober durch a? m, 01° Dargeftellt. 


Ebenfo werben die verfchiedenen Quantitäten der angehäuf- 
ten Arbeit in den übrigen Theilhen oder Elementen bes Kör- 
pers, deren Abftände von der Are reſp. 02- Os +++, und deren 


Bolumen m,, Mg... find, durch ba? m; 023 Ha’ maOahen 
dargeftellt, fo daß die gefammte in dem Körper angehäufte Ar- 
beit durd die Summe 
ge’ m 0,2+ de’ m, Zu Carr 03°’+ +.» 
oder Durch 
da? m 0124 m209°+ma05’+...) 
ausgedrückt wird, 
Die Summe 
Mi 91? FM305?+m;303?+:....=Fme?, 


‚welche für alle Elemente, aus denen der Körper befteht, genom- 
men ift, heißt das Trägheits- oder Drebungsmoment*) bes 


*) Gewöhnlich wird mit .dem Namen Erägheitömoment die Summe 
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Körpers in Beziehung zu der angenommenen Umbrehungsar 
Bezeichnet man basfelbe mit J, fo ift 


4a? — 


9 
der ganze Betrag der in dem Körper in dem Augenblicke ange 
häuften Arbeit, wo er genöthigt wird, vom Zuftande der Ruh 
aus die Winfelgefhwindigfeit « anzunehmen, Wird daher Durc 
U die Arbeit dargeftellt, welche in einer entgegengefegten Rich 
tung entwidelt werben muß, um ben Körper aus feiner Tegterei 
Lage wieder in die frühere zurüdzuführen; fo hat man 


ha? J=U oder 


a? =217. 222 (50) 


Hätte der Körper, anftatt vom Zuftande der Ruhe auszugehen, in 
feiner erften Lage fchon die Winfelgefhwindigfeit a, befeffen, 
welche in feiner zweiten Lage in bie Geſchwindigkeit « überge- 
gangen wäre, und ftellte U, wie vorhin, die Arbeit dar, welche 
erforderlich fein würde, um den Körper aus dem zweiten Zu— 
ftande in den eriten wieder zurüdzuverfegen; fo hätte man für 
die zwifchen der erften und zweiten Lage gewonnene Arbeit den 


Ausdruck — lea], und demnach 
— a’—a, 274 U oder 


U 
—— 7 ....(81) 





oder auch a?—=u,?2+ 237 
worin dag Zeihen — oder — zu nehmen ift, jenachdem bie Be- 
* er — — es? 4.. = ma +m, oꝛꝰPms ’-+...) 


m 
2 e?, alſo bie Summe ber Produkte aus den Maff en per einzel: 


nen Körperelemente in die Quadrate ihrer Abftände von der Umbrehungsare 
bezeichnet. Im Texte bildet dieſes Moment die Summe ber Produkte aus den 
Bolumen ber einzelnen Elemente in die Quadrate ihrer Abftände}von der 
Are; dasfelbe unterfcheidet fi) von dem vorftehenden nur durch den Eonftanten 


Faktor, welcher die Maffe der Bolumeinheit bed Körpers ober beffen 
Dichtigkeit darftellt. (©. d. Note zu $. 66.) 
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wegung beim Uebergange aus ber eriten in bie zweite Lage bes 
fchlemigt oder verzögert wurde, weil in dem Einen Falle die 
Birklgefhwindigfeit während der Bewegung wächſt, fo daß «? 
größer ift, ald &,?, während fie in bem anderen Falle abnimmt, 
ſo daß a? Heiner ift, als «,?. 


8,76, Wenn die Arbeit der auf den Körper wirfenden 
Kräfte in dem Einen Zeitraume der Bewegung die Lestere zu 
beihleunigen und in dem anderen dieſelbe zu verzögerm firebt, 
und man ftellt Die während bes erften Zeitraumes entwidelte 
Arbeit durch U, und die während bes ziveiten eutwickelte Arbeit 
tu U, darz fo hat man 


U 


er oder 


02222. U-UD..0m 


0.292 0ı _98 
ar—a,? I * 


oder auch «a? =1421. 


Aus diefer Gleihung folgt, daß wenn U,—=U, oder wenn 
bie Arbeit U, der Kräfte, welche der Bewegung entgegen 
wirfen, gleich der Arbeit U, der übrigen Kräfte ift, welche die 
Vvewegung zu beſchleunigen ſtreben; fo ift «=a,, das heißt, 
ber Körper kehrt bei feiner Drehung wieder zu der Gefhwindig- 
feit zurück, mit welcher er die Bewegung anhob. Wenn U, 
beim Berlaufe einer ganzen Umdrehung niemals ben Werth 
son U, erreicht; fo nimmt auch die Winfelgefhwindigfeit « 
ihren anfänglichen Werth nicht wieder an, fondern vermehrt ſich 
bei jeder Umdrehung: bleibt dagegen U, bei jeder Umdrehung 
größer, als U,; fo vermindert fih die Winfelgefehwindigfeit 
des Körpers bei jeder fpäteren Ummwälzung und endigt zulegt 
in irgend einer Lage mit dem Zuftande der Ruhe, 

Je größer das Trägheitsmoment J des fich drehenden Kör- 
vers und je größer das Gewicht u feiner Bolumeneinheit ift, 
deſto geringer ift die Variation in der Winfelgefchwindigfeit a, 
welhe durch eine gegebene Variation von U oder U, —U, in 
verſchiedenen Perioden derfelben Umdrehung oder von Einer 
danzen Umdrehung zu einer anderen hervorgebracht wird, das 
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beißt, deſto beftändiger ift die Bewegung, welche durch irgend 
eine veränderlihe Wirkung der bewegenden Kraft erzeugt wird, 
Auf dieſem Prinzipe beruhet die Anwendung der Schwungräber, 
welche. benugt werben, um die Bewegung einer Mafchine unter 
einer veränderlihen Wirkung der” bewegenden Kraft ober bed 
Miderftandes möglichft auszugleichen. Es ift ein einfacher Kunf- 
griff, daß man das Trägheitsmoment der fich drehenden Maffe 
vermehrt, um dadurch ihren Umwälzungen unter der Einwirkung 
veränderlicher Drudfräfte mehr Beftändigfeit und Gleichmäßig— 
feit zu geben. Diefes bebeutendere Trägbeitsmoment verhafft 
man einem Schwungrabe dadurch, dag man den größeren Theil 
feiner Maffe in dem äußeren Umfange anbringt, fo daß ber Ab- 
ftand g eines jeden Maffentheilhens von der Umdrehungsaxe, 
und mithin aud die Summe Imo?—=J am größtmöglichen werde. 
Gleichzeitig wird der Größe w der größte zu erreichende Werth 
gegeben, indem man das Rab aus dem fohwerften Materiale 
verfertigt, welches fich zu diefem Zwede eignet. 

Das Borftehende wird am beften durch eine Anwendung auf 
bie Kurbel erläutert werben können. 


$. 77. Denft man fih einen fonftanten Drud Q, welder 

R fortwährend auf den Kur 

— belarm CB in der Richtung 
ir 5. AB der Kurbelftange wirft, 
A mb einen Eonftanten Wider: 
ftand R, welcher ſich der 
Umdrehung um bie Are C immer in bemfelben perpendifularen 
Abſtande von biefer Are entgegengeſetzt; fo leuchtet ein, daß weil 
ber perpendifulare Abftand von der Are, in welchem Q wirkt, 
fih fortwährend ändert Cindem er zu Einer Zeit null, und zu 
einer anderen Zeit gleich der ganzen Länge CB des Kurbelarmes 
ift) auch der wirffame Drud auf den Arm CB zu gewiffen 3er 
ten einer jeden Umdrehung größer und zu gemiffen Zeiten 
feiner fein muß, als der fonftante Widerftand R, welder ſich 
der Bewegung entgegenſetzt, ſo daß die Reſultante dieſes Druk⸗ 
fes und Widerſtandes, oder der nicht im Gleichgewichte gehaltene 
Druck P auf den Kurbelarm während der Einen Periode einer 
jeden Umdrehung in der Richtung ber Bewegung, während einer 






* 
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anderen Periode aber biefer Bewegung direkt entgegen wirfen 
muß. Bezeichnet man die zu der Einen Zeit auf den Arm ent- 
widelte Arbeit mit U, und die zu der anderen Zeit entwidelte 
Arbeit mit U,; fo folgt, daß wenn U,=U, ift, der Arm im 
Laufe einer jeden Umdrehung von der Gefhwindigfeit, welde er 
beſaß, als die Arbeit U, anfing ſich zu entwideln, zu derfelben 
Geihwindigfeit in dem Angenblide wieder zurüdfehren wird, wo 
die Arbeit U, vollendet it. ft dagegen U, größer ale U,; fo 
wird fih die Gefhwindigfeit mit jeder Umdrehung vermehren, 
und ift U, Heiner als U,; fo wird fie fih fortwährend ver- 
mindern. 

Aus der Gleihung (52) gebt hervor, daß je größer das 
Trägheitsmoment J des in Bewegung gefesten Körpers und je 
größer das Gewicht w feiner Bolumeinheit ift, defto geringer die 
Variation des Werthes von « für eine gegebene Bariation des 
Werthes von U,— U, fein wird. Je größer alfo jene erfteren 
beiden Größen find, deſto geringer werden die Variationen bei 
der Umdrehung des Kurbelarmes und bei der Bewegung ber 
ganzen Mafchine, an welcher die Kurbel angebradt ift, in Folge 
der veränderlihen Wirkung der bewegenden Kraft ausfallen, Iſt 
nun an der Umdrehungsare der Kurbel ein Schwungrad befeftigt, 
welches fich mit derfelben herumbewegt; fo abdirt fich fein Träg- 
heitsmoment zu dem der übrigen fi) umdrehenden Mafchinen- 
theile, und vermehrt daher den Werth von J. Nach den obigen 
Prinzipien wird alfo durd die Anbringung des Schwungrabeg, 
da dasfelbe die übrigen Widerftände, mit Ausnahme der Reibung 
an den Zapfen und des Widerftandes der Luft, nicht vermehrt, 
eine bedeutende Ausgleichung der Bewegung herbeigeführt werben. 


$. 78. Bewegung eines Körpers um eine fefte Are, 
wenn feine andere bewegende Kraft auf ihn wirft, als 
fein Gewicht. 


U fei die Arbeit, welche erforderlich ift, um den Körper aus 
feiner zweiten Lage in die erfte zu erheben, wenn er eine nie— 
dergehende Bewegung hat, oder um ihn aus feiner erften Lage 
in die zweite zu erheben, wenn er eine auffteigende Bewegung 
bat; ferner fei a, die Winfelgefhwindigfeit in der erften Lage 
und « bie in der zweiten; alsdann hat man nach Gleichung (51) 

8 
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oder eines Syſtemes von Körpern für eine durch ſei— 
nen Schwerpunft gehende Are gegeben iftz fo folf fein 
Trägheitsmoment für eine andere Are angegeben wer» 
den, welche der erfteren parallel ift und durch einen 
beliebigen Punft des Körpers oder Syftemes gebt. 


Es fei m, irgend ein Element des Körpers oder Spftemes, 
N m, AG eine Perpendifularebene auf der Are, 


— für welche die Momente beſtimmt werden ſol— 
Be: — len, A der Durchſchnittspunkt dieſer Axe mit 
jener Ebene und G der Durchſchnittspunkt ber 
parallelen Are, welche durch den Schwerpunft gebt, mit derſel— 
ven Ebene. Man ziehe die Linien AG, Am,, Gm, und die 
Linie m, M, perpendifular auf AG. Sest man alsdann 
Am, =e, Gm, =r,, GM, =2x,, AG=h und 
das Bolum des bei m, befindlichen Elementes =m,; fo bat 
nad) einem befannten Sage der Geometrie 
Am, =AG?+Gm,?+2AG.GM,, d. i. 
g,’=h’+r,?’+2hr,, 

oder wenn man beide Seiten biefer Gleichung mit dem Volum 
m, des Maffenelementes im Punfte m, multipfizirt, 

0, m, =h’m, +r,’m, +2hz,m,. 
Ebenfo hat man, wenn ma, Mg Mas... die Volumen anderer 
Elemente bezeichnen und 0,725 725 05-73- 7a; + +. für dieſe Ele- 
mente ähnliche Bedeutungen haben, wie die Größen 0,75 2ı 
für das Element m,, 

0m, =h?’m, +r2’m, +?2hr,m, 

03 m; =h’m, +r,’m, +2hz,m;, 
Addirt man alle diefe Gleichungen, fo fommt 

0, m, +02’ m; +03’ m; +... —h’lm, + m; +m,; +...) 

+or,’m tr ’ma tr, ’ma tu) + 2h m, +23ma+2,m; +) 
oder 





7 


So!m—=h? Im-+Sr?m+2hIxm. 
Nun ift Zrm die Summe der Momente aller Elemente des 
Körpers für eine zu AG perpendifulare und burch den Schwer: 
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yunft G des Körpers gehende Ebene; demnach ($. 17) Zrm=o 
und 

So?m=h?” Sm-+ Ir? m. 
So’m ift Das Trägbeitsmoment des Körpers für die gegebene 
durh A gehende Are und Ir’m ift das Trägheitsmoment für 
eine Are, welche jener parallel ift und durch den Schwerpunft 
des Körpers gebt. Bezeichnet man alfo das erftere Moment mit 
J,, das legtere mit J und das ganze Bolum des Körpers Im 
mit M; fo bat man 

J, =h"M+J,....69 
eine Beziehung, aus welcher das Trägheitsmoment J, für irgend 
eine Are gefunden werben fann, wenn das Trägheitsmoment J 
für eine andere Are, welche jener parallel ift und durch ben 
Schwerpunft des Körpers geht, befannt ift. 


$. 80. Drebungshalbmeifer. Nimmt man an, k, fei 
der Wſtand von der durch A gehenden Are, in welchem man bie 
ganze Maffe des Körpers fonzentriren müßte, fo daß das Träg- 
beitömoment dasfelbe bliebe, daß alfo k,”M=J, wäre; fo wird 
k, der Drehungshalbmeffer in Beziehung zu der Are A 
genannt, 

Wäre ebenfo k der Drehungsbalbmeffer in Beziehung zu der 
durch den Schwerpunkt gehenden Are, fo daß A’M=J wäre; 
fo würde man durch Subftitution diefer Werthe in bie obige 
Gleichung und durch Divifion mit M 

k,’=1h?-+Kk?....59 
erhalten. 

Im Folgenden follen nun einige Beifpiele über die Beſtim— 
mung der Trägheitömomente von Körpern mit ben gewoͤhnlich⸗ 
ſten geometriſchen Formen in Beziehung zu Aren, welche durch 
ihren Schwerpunkt gehen, gegeben werden; mit Hülfe der Glei— 
chung (59 oder (59) wird man alsdann leicht die Trägheits— 
momente biefer Körper in Beziehung zu anderen parallelen Aren 
ermitteln können. Ä 


$. 81. Trägheitsmoment eines dünnen gleihmäßig 
ſtarken geraden Stabes für eine Are, welche auf feiner 
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Länge perpendifular ſteht und durch den Mittelpunft 
besfelben gebt. 

m fei ein Element des Stabes zwifchen zwei ebenen Duer- 

fhnitten, welche auf feiner Länge perpen- 

—— ditkular ftehen, die Fläche diefer Duerfchnitte 

A m fei x und ihr Abftand von einander =Ao. 

| Denkt man fih x und Ao fo Fein, daß 

ein jeder Punft biefes Elementes als in demfelben Abftande o 

von der Umdrehungsare A Tiegend angenommen werben fann; 

fo ift das Volum des in Rede ftehenden Elementes gleih xAo 

und fein Trägheitömoment in Beziehung zur Are A gleich zo?Ao. 

Hiernach wird das Trägheitsmoment J des ganzen Stabes durch 

3x0? Ao, oder da x für die ganze Länge des Stabes Fonftant 

if, durch «Fo? Ao, der weil Ao unendlich Fein angenommen 

41 

wird, durch x fo ? do bargeftellt, worin 2 die ganze Länge BC 
| 3 

bes Stabes bezeichnet. Dean hat alſo, wenn man dieſes Inte— 

gral entwidelt und zwifchen den gehörigen Gränzen +4 und 

— 31 nimmt, 


J=+[144D°—4C—-3D°], d. i. 
J=7%5x#l®....(60) 


$. 82. Trägheitsmoment einer bünnen rechtwinkli— 
gen Platte für eine Axe, welche durch ihren Schwer— 
punkt geht und Einer ihrer Seitenlinien parallel iſt. 


Es leuchtet ein, daß dieſe Platte als aus lauter ſehr bün- 
nen rechtwinkligen Stäben von derſelben 
Länge zuſammengeſetzt angeſehen werden 
kann, und daß das Trägheitsmoment der 
ganzen Hatte gleih der Summe der Trägheitsmomente aller 
diefer Stäbe ift. Iſt alfo x der Duerfchnitt eines ſolchen Sta 
bes und Z die Länge ber Platte; fo wird das Trägheitsmoment 
biefes Stabes nach dem vorftehenden Paragraphe durch „17x1° 
dargeftellt, fo daß, wenn die Querſchnitte aller Stäbe einander 
gleich und m folder Stäbe vorhanden find, das Trägheitsmoment 
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der ganzen Platte durh „unxI3 ausgedrüdt wird. n% ift aber 
die Hlähe des Querſchnittes der Platte; bezeichnet man diefelbe 
mi K, jo ergibt fi für das Trägbeitsmoment der ganzen Platte 
im Beziehung zur Are AB die Formel 


J=%KIl.,..(61) 


$.83. Trägbeitsmoment eines rehtwinfligen Pa— 
rallelepipedums für eine Are, welche durd feinen 
Shwerpunft geht und zu Einer feiner Kanten paral- 
let if. 


CD * ein rechtwinkliges Parallelepipedum und AB eine 

Arxe, welche durch feinen Schwerpunkt gebt und 
zu der Kante ED parallel iſt; ferner fei ab eine 
Are, welche mit ber erfteren parallel läuft und 

y durch den Schwerpunkt einer dünnen Platte geht, 
u 5 welche zwifchen zwei zu den Seitenflächen des 
Parallelepipedums parallelen Ebenen liegt. Stellen nun a,b, c 
die Längen ber drei Kanten ED, EF, EG bes Parallelepipebums 
bar; fo ift das Trägheitsmoment der erwähnten Platte in Be— 
jiebung zu der Are ab gleih P5Kb°, worin K den Duerfchnitt 
der Matte bezeichnet (Gleihung 61), und wenn = ber perpen- 
difulare Abftand der beiden Aren AB und ab iftz fo bat man 
(nah Gleichung 58) für das Trägheitsmoment berjelben Platte 
in Beziehung zur Are AB den Ausdrud 2"M-+y,Kbd°, worin 
M das Bolum der Platte darftellt. Bezeichnet man die Dide 
diefer Platte mit Az, fp it M=ab Ar, K=aAxr und daher 
das Trägheitsmoment der Matte =abr? Ar+7sab? Ar, mit- 
hin das Trägheitsmoment des ganzen Parallelepipedums 


J=ab!2? Ax+ypal’SAr, 
oder, wenn man Az unendlich Fein annimmt, 





sc sc 
J=abfx?dı +yzab’fdz, d. i. 
—$c —tc 


J=ab[4(49°—4—$c)’1-+ ab? Ll3e)—C—e)] oder 
J=,yabc(b?-+c?).. ..(62) 
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$. 84. Trägheitsmoment eines geraden breifeiti- 
gen Prismas für eine vertifale Are, welche durch fei- 
nen Shwerpunft geht. 


AB fei eine vertifale Are, welde durd den Schwerpunft 
eines Prismas geht, deffen horizontaler Duerfchnitt 
ein gleichfchenfliges Dreieck mit den gleichen Seiten 
ED und EF bildet. 

Legt man durch das Prisma parallel zu ber 
Seitenflähe DF zwei Ebenen, welde eine bünne 
Schicht pg feines Bolums einfließen, und bezeich- 
net Den perpendifularen Abftand Cm einer durh den Schwer- 
punft diefer Schicht gehenden Are von der Are AB mit x, Die 
Die diefer Schiht mit Az, die Kante DF mit a, DG mit: 
und das Perpendifel von der Spike E des Dreieds DEF auf 
beffen Grundlinie DF mit c; fo hat man 


EC=3c, Em=%c—r, ferner 





De * , alſo pg=—e—2), ferner 


Querſchnitt der dünnen Schicht =b Ar, alfo 
Volum M der Schicht =.) go— Az; mithin nah Glei— 
hung (58) und (61) 
Moment der Schicht für die Are AB 
=. go) Art mb c—2)® Am 


Hieraus folgt für das Moment des ganzen Prismas in Bezie- 
bung zur Are AB 


#c #c 
N earth Ge—r)’dz, 
—te —te 
und wenn man bie Integration zwifchen den Gränzen —$c und 
te ausführt 
| J=yJzabc(4a? +4c0°)....(69) 


98. Trägheitsmoment eines vollen Zylinders 
in Beziehung zu feiner Are. 
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* ſei die Axe eines ſolchen Zylinders, deſſen Halbmeſſer 
AC=b und deſſen Höhe —=b iſt. Denkt man ſich 
den ganzen Zylinder aus lauter zylindriſchen Scha— 
len zufammengefegt, welche alle diefelbe Are ha— 
ben, bezeichnet den inneren Halbmeffer AP irgend 
einer diefer Schalen mit g und ihre Dide mit 
Ao, fo daß der äußere Halbmeffer AQ diefer 
Schale =oe-+ A if; fo wird das Volum der Legteren dur 
zb(e + AoI?—abo’=ab[l2E AeH AH )’=rbRa+Ag)AB, 
oder wenn man Ao ungemein Fein annimmt, fo daß Ao im 
Bergleih zu 20 verihwindet, durch 21260A0 dargeftellt. 

Findet diefe Borausfegung ftatt, fo fann die ganze Schale 
als ein Element AM des gegebenen Zylinders angefehen werben, 
defien einzelne Punkte fümmtlih in dem Abftande ꝙ von der Are 
AB liegen, und man hat demnach für das Trägheitsmoment bes 
ganzen Zylinders 

20? AM=Z90?.27bg Ao=2nb 30°? Ag dder 


a 
EUR ————— .... (64) 
0 





$. 86. Trägbeitsmoment eines hohlen Zylinders 
in Beziehung zu feiner Are. 

Iſt a, der Äußere, a, der innere Halbmeffer und 5 die 
Höhe des Zylinders; fo ift nach dem vorbergehen- 
ben Paragraphe das Trägheitsmoment bes als voll 
gedachten Zylinderd CD=4nba,* und das Träg- 
heitsmoment des als voll gedachten hohlen Raus 
mes PR bes gegebenen hohlen Zylinders =4nbazt. 
BDezeichnet man alfo das Trägheitsmoment des hoh— 
len Zylinders CP mit I; fo hat man J+Iaba,*—}nba, *, mithin 

J=4nba,?—Iaba,t=yrbla,’—a,?)(a,?-+a,?) 

=}azb(a, —a,)(a,—+4,)(a,?+a,?). 
Wird aber die Die a, —a, des hohlen Zylinders durch c und 
fein mittlerer Halbmeffer la, ta,) mit r dargeftellt; fo hat 
man a=r+t$c, 0,=r—%c, und wenn man diefe Werthe in 
die vorftehende Gleichung fubftituirt, 
J=2aber(r?-+4c0?)..,.(65) 
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$. 87. Trägheitsmoment eines vollen Zylinders in 
Beziehung zu einer Umdrehungsare, welde burd fei- 
nen Schwerpunft gebt und auf feiner Are perpendi- 
fular fteht. 

— fei eine ſolche Umdrehungsaxe und PQ ftelle eine ſehr 
dünne Schicht dar, welche zwifchen zwei zu bie: 
fer Are perpendifularen Ebenen liegt. Die Are 

5 CD des Zylinders werde mit 5, fein Halbmefler 
mit a, der Abftand CM mit x, die Dide der 
Schicht mit Ar und MP mit y bezeichnet. Ber 

teachtet man biefe Schicht als ein rechtwinkliges Parallelepipe- 
dum, durch deffen Schwerpunft die Umdrehungsaxe AB gebt; fo 
ift ihr Trägbeitömoment nah Gleihung (62) „u Ar.b.2y 

[#?+029)?]=45(d?y-+Ay?) Ar. Nun befteht das Trägbeits- 

moment J des ganzen Zylinders in Beziehung zur Are AB offen: 
bar aus der Summe der Trägheitsmomente aller diefer Schich— 
ten und ift demnach 







« 
J=4b3(d?y-+-4y®) Ar=45,/ (bd?y-+Ayd)de. 
— 4 


Da x und y die Koordinaten eines Punktes in einem Kreiſe find; 


fo hat man y=(a2— 22}. Subftituirt man diefen Werth von 
y indie vorftebende Gleihung und integrirt alsdann nad befann- 
ten Regeln; fo fommt 


J=4nba?(a?-+}5?)....(66) 


8. 8. Träghbeitsmoment eines Kegels in Bezie- 

bung zu feiner Are. 
Der Kegel kann als aus lauter Schichten wie PQ beftehend 
gedacht werben, welche zwifchen zwei auf feiner 





Are AB perpenbifularen Ebenen Tiegen und ihre 
Mittelpunfte in diefer Are haben, Setzt man 
BP=z, die Dide der Shiht = Ar und ihren 
Halbmeffer PR=y; fo ift ihr Trägheitsmoment, 
"wenn man biefelbe als einen Zylinder von ſeht 
fehr geringer Höhe anfieht, in Beziehung zur 
Are AB=4ryt Ar (Öleihung 64). Das Trägheitsmoment J 
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des ganzen Kegels ift gleih der Summe der Trägheitsmomente 
aller difer Elementarfchichten, und man bat daher 

—=4n2 y* At. 
Igeihnet man den Halbmeffer der Grundfläche des Kegels mit a, 


TRIER nz. b b 
feine Höhe mit b; fo ur, folglich ı=—y, A = Ay und 


a 
— Ay=4nl [ytay d. i. 
0 


J=J,rbat....(6N 


5.89, Trägheitsmoment einer Kugel für Einen 
ihter Durhmeffer. 
Bern C der Mittelpunft der Kugel und AB ber Durch— 
meffer ift, für melden das Träghbeitsmoment ge- 
nommen werden foll; fo fei PQ eine fehr dünne 
5 Schicht zwifchen .zwei auf AB perpendifular ſte— 
benden Ebenen; CM fei =r, die Dide ber 
Schicht =Ar, ihr Halbmeffer =y und der 
Hılbmeffer der Kugel CA=a. Setzt man die Schicht ale fehr 
Yim voraus, fo kann fie wie ein Zylinder behandelt werben, 
fen Moment in Beziehung zur Arc AB (nad Gfeihung 64) 
jay Az iſt. Das Trägbeitsmoment J der ganzen Kugel ift 
ni Summe der Trägheitsmomente aller diefer Schichten, und 
er 





a 
BR DM 
—a 
Vermöge der Gleichung des Kreifes hat man y?=a?—ıx?, alfo 
V=at—2a?2?+2%, Wird diefer Werth von y+ in die vor» 
fehende Gleichung fubftituirt und die Integration ausgeführt; 


I ergibt ſich a 
== TA” srr+ 


F. 90. Trägheitsmoment eines Kegels in DBezie- 
dung zu einer Umdrehungsare, welde burd feinen 
In erpunfi geht und auf feiner Are perpendifular 
eht. 
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CD fei eine Umdrehungsare, welche durh den Shwe 
punkt G des Kegels geht und auf feiner Are perpe: 
bifular ftebt, ferner fei der Abftand GP einer fe 
“7 dunnen zur Grundflädhe des Kegels parallelen Schtc 
vom Punfte G@ gleih x, die Dide dieſer Schic 
gleich Ax und ihr Halbmeffer gleih y. Betracht 
man biefe Schicht als einen Zylinder von fehr gerir 
ger Höhe; fo ift ihr ZTrägheitsmoment in Beziehung zu ein: 
Are, welche mit CD parallel ift und durch ihren Mittelpun 
geht, nah Gleichung (66) zary’y? ++ AD?JAz, oder wen 
man Ax fehr Hein annimmt, fo daß 3CAzr)? gegen y? ver 
fhwindet, 4nyAr. Da Dies das Trägheitsmoment der Schick 
für eine zu CD parallele Are ift, welde dur ihren Schwer 
punft geht und von der Are CD um x abfteht, und da ny? N. 
das Volum diefer Schicht iftz fo folgt aus Gleihung (58), Da 
das Trägheitsmoment derjelben Schicht in Beziehung zu CD 


iſt —— 
iſt. 
Das Trägheitsmoment J des ganzen Kegels für die Are CI 


ift die Summe der Momente aller diefer Elementarfhichten, unt 
man hat daher 






J=n2(y?2?+4yt) Az. 
Wenn aber a den Halbmeffer der Grundflähe des Kegels un! 
b feine Höhe bezeichnet; fo hat man, weil alsdann BG=25 ift 
— 5b r b b 
r — folglich ı= Gay) und Ar=—-— Ay, 
und hierdurch wird der obige Ausdrud für J 


b „Ib? 
— — * 4NMiut4* ve] Ay 


0 
b (Tb? 
= / Tao niy+iyelar, 
a 


— a? bla?-+452)....(69) 


$. 91, Trägbeitsmoment eines Rugelabfhnittes in 
Beziehung zu einem mit der Grundfläde parallelen 
Durhmeffer der Kugel. 
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Stellt ADBE irgend einen folhen Kugeltheil dar, und ift 


ber Durcdmeffer AB zur Grundflähe bes Ab- 
fhnittes parallel; fo fi CD=a, CE=b, Iſt 
ferner PQ eine elementare Schicht zwifchen zwei 

— zur Grundfläche des Abſchnittes parallelen Ebe— 
nen; fo bezeichne x den Abſtand dieſer Schicht vom Mittelpunkte 
C, Az die Dicke derſelben und y ihren Halbmeſſer. Nun kann 
man diefe Schicht als, einen Zylinder von fehr geringer Höbe 
anfehen, deffen Moment in Beziehung zu einer Are, welche durch 
feinen Schwerpunft geht und mit AB parallel Läuft, nad) Glei— 
hung (66) +ry?ly? +4 AD? Ar, oder wenn man 4lAz)? 
gegen 9? vernadhläffigt, 4+ry* Az ift. Hiernad wird das Träg- 
beitömoment dieſer Schicht in Beziehung zur Are AB (Gleihung 
8) durh ay?Arz’+4ny Ar=aly?x?+4y°) Ar darge— 
fell. Da nun endlih das Trägheitömoment J des ganzen Ku— 
gelabihnittes ADBE aus der Summe der Trägheitsmomente 
aller ſolcher Elementarfchichten befteht; fo ergibt fi) 





a 
J=xZ3(y’2?-+4yt) Ar=nJ (y’r’+4yY)dz, 
er 
und diefer Ausdruck wird, wenn man die Beziehung y?=a?—r? 
berüdfichtigt, woraus „Pr? +4yt=4Qa?’r?—Irt-+at) folgt, 
und alsdann integrirt, 


I— 42(1605+15a*b+10a2b3 —955) .... (70) 


Befchleunigung der Bewegung durch beliebige bewe— 
gende Kräfte. 


$. 92. Wenn die Kräfte, welche an einem ſich bewegenden 
Körper in der Richtung feiner Bewegung angebracht find, dieje⸗ 
nigen überfchreiten, welche in entgegengefegter Richtung wirken 
(wobei beide in bie Richtung einer Tangente an der Bahn bes 
Körpers zerlegt find); fo wird die Bewegung bes Körpers be⸗ 
fhleunigt werden, und wenn bie Summe jener erſteren Kräfte 
Feiner ift, als die ber Iesteren; fo wird die Bewegung verzö— 
gert werden. In jedem diefer beiden Fälle heißt der Ueberfchuß 
des Betrages der Einen Kraft über den der anderen bie be= 
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wegende Kraft dee Körpers, Sie wird durch den einzigen 
Druck gemeffen, welder in entgegengefegter Richtung angebrach ı 
werden müßte, um biefer Refultate das Gleichgewicht zu halterz 
oder welcher, wenn er mit ben übrigen Kräften zugleih im Zur= 
ftande der Ruhe auf den Körper angebradt wäre, benfelben ir 
diefem Zuftande der Ruhe erhalten würde, und welcher daher auch, 
wenn er nach Beginn der Bewegung auf den Körper angebrach 4 
wäre, benfelben aus dem Zuftande der veränderliden in den 
der gleihförmigen Bewegung überführen würde. Demnach 
wird die bewegende Kraft eines Körpers, welcher vermöge feiner 
Schwere frei fällt, durch fein Gewicht, das heißt burh Die 
einzige Kraft gemeffen, welche, vor Beginn der Bewegung auf 
den Körper angebradt, denfelben im Gleihgewichte erhalten. 
hätte, und melde, in irgend einem Augenblide des Falles auf 
den Körper angebracht, feine veränderlihe Bewegung in eine 
gleichförmige überführen würde, Wenn bei diefem Falle des ' 

Körpers der Widerftand der Luft mit in Betracht gezogen würde; ' 
ſo müßte die bewegende Kraft des Körpers in irgenb einem: ' 
Augenblide dur den einzigen Drud gemeffen werden, welder, 
wenn er vertifal nach oben angebradht wäre, mit dem Wider | 
ftande der Luft zufammen dem Gewichte des Körpers das Gleich— 

gewicht halten könnte. 

Denkt man fi hiernach eine bewegende Kraft durch einen 
Druck gemeffen, da fie in ber That der niht im Gleichge— 
wichte gehaltene Theil der auf einen Körper wirkenden Drud- 
fräfte iftz fo werden bie nachfolgenden Beziehungen zwifhen Der 
Größe einer fo gemeffenen bewegenden Kraft und dem Grade 
der durch fie hervorgebrachten Beſchleunigung Teicht zu verftehen 
fein. Es find dies Geſetze der Bewegung, welche fi aus ber 
Beobachtung der Bewegungen aller ge und planetarifchen 
Körper ergeben haben, 


$. 93. Wenn die bewegende Kraft eines Körpers während 
der ganzen Bewegung biefelbe Stärfe (welche durch den äquiva- 
Yenten Drud gemeffen wird) beibehält, oder wenn fie eine gleich- 
förmig bewegende Kraft iftz fo theilt fie dem Körper in gleichen 
aufeinander folgenden Zeiträumen gleiche Zunahmen an Geſchwin— 
digfeit mit. Da alfo die bewegende Kraft eines frei herabfallen- 
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den ſchweren Körpers Cwelde durch fein Gewicht gemeffen wird) 
fih firtwährend gleich bleibt (wenn der Widerftand der Luft 
unberüdfihtigt gelaffen wird); fo empfängt der Körper von ber 
‚Schwere in gleichen Zeiten gleihe Zunahmen an Geſchwindigkeit, 
nämlih eine Gefhmwindigfeit von 31,2644 Fuß in jeder folgen- 
den Sefunde, 


$. 94. Die Gefhwindigfeitszunahmen, welche benfelben 
Körpern in benfelben Zeiten von verfchiedenen gleihförmig 
bewegenden Kräften mitgetheilt werden, verbalten ſich zu einan— 
der, wie die Größen diefer bewegenden Kräfte felbft welche durch 
die ihnen äquivalenten Drudfräfte gemeffen gedacht werben). 
Sind alfo P und P, zwei ungleiche bewegende Kräfte, 
welhe auf zwei ganz gleihe Körper in den Richtungen ihrer 
Bewegung wirfen, und während der ganzen Dauer der Bewer 
gung fonftant bleiben, und find f und f, die Zunahmen an Ge: 
ſchwindigkeit, welche jene beiden Kräfte den beiden gleichen Kör- 
pern in jeder Zeitfefunde mittheilen; fo ift es ein Gefeg der Be— 
wegung der Körper, weldes man durch Beobachtungen und Ber 
ſuche aufgefunden bat, daß ſich 
P: P,=f: fı 
verhält. 
Würde der Eine Körper durch die Schwere bewegt, fo daß 
P, das Gewicht W des bewegten Körpers barftellte; fo hätte 
man für den Werth f, der Gefhwindigfeitszunahme in der Se: 
funde, welche der Wirfung der Schwere entfpricht, das Zeichen 
g9—31,2644 Fuß zu nehmen und 
P:W=f:g 
zu fegen, woraus fich 
P=—f....) 


ergibt *) 


) X fteitt die Maffe des bewegten Körpers dar ($. 66), und man ſieh 


daß das Maaß irgend einer Eonftanten Kraft entweder der einfache Drud P ift, 
welchen diefelbe auf einen feften MWiderftand äußeren würde, ober daß biefes 
Maaß, wenn fie auf einen Körper von der Maffe M wirkt, welder ihrer Ein: 
wirtung frei folgen kann, und wenn fie diefem Körper in jeder Zeiteinheit eine 
Geihwindigkeitszunahme —f mittheilt, dur) das Produkt Mf bargeftellt wird, 
fo daß man immer P==Mf hat (vergl. die Note zu $. 66). 
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$. 95. Wenn fih die Größe der bewegenden Kraft im Laufe 
der Bewegung nicht fortwährend gleich bleibt, oder wenn Die 
Kraft veränderlich iftz fo bleiben auch die in dem fußzeffiven 
gleichen Zeiträumen mitgetheilten Zunahmen an Gefhwindigfeit 
nit einander gleich; fie wachen unaufhörlih, wenn die bewe— 
gende Kraft wählt, und nehmen ab, wenn biefe abnimmt. 

Wenn zwei ungleiche bewegende Kräfte, von denen die Eine 
oder auch beide in Größe veränderlich find, die bewegenden 
Kräfte zweier gleiher Körper werden; fo verhalten fih die Ge— 
Ihwindigfeitszunahmen, welde fie beiden Körpern in benfelben 
Zeiten mittheilen würden, wenn fie in irgend einen Augenblicke 
der Bewegung aufhörten veränderlich zu fein und fonftant 
würden ($. 94, wie die Größen, welde refp. beide Kräfte in 
bemfelben Augenblide befigen. 

Diefer Satz ift eine nothwendige Folge des vorhergehenden 
($. 94); denn in dem Augenblide, wo beide Kräfte fonftant oder 
gleihförmig würden, find fie folhe, wie dem Prinzipe des $. 94 
zu Grunde gelegt find, und da es gleichgültig ift, welche Befchaf- 
fenhert fie vor dem Augenblide des Konftantwerdens befaßen, 
weil die ben Körpern bis zu dieſem Augenblide eingedrüdten 
abfoluten Gefhwindigfeiten bei den nachherigen Zunahmen an 
Gefhwindigfeit gar nicht in Betracht kommen können; fo folgt, 
dag von dem Augenblide des angenommenen Konftantwerbend 
beider Kräfte diefelben Gefege darauf Anwendung finden müffen, 
welche für wirklich Eonftante bewegende Kräfte gelten. 

Sind daher P und P, die Größen der beiden bewegenden 
Kräfte in irgend einem beftimmten Augenblide, und ftellen f und 
f, die Zunahmen an Gefhwindigfeit dar, welche beide Kräfte 
Ein und demfelben Körper in der Sekunde mittheilen würden, 
wenn fie gleihförmig würden und mit ben Stärken P und P, 
auf den Körper einwirkten; fo hat man nad $. 94 


P:P,=f: fı. 

Da Dies von irgend zwei ganz beliebigen Kräften gilt; fo 
bat es auch Richtigkeit, wenn die Eine ber. beiden bewegenden 
Kräfte fhon von vorn herein Fonftant geweſen oder bie Kraft 
der Schwere wäre. In biefem Falle hat man für P, das Ge 
wicht W des Körpers und für f, das befannte Zeichen g zu 
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fegen, fda Die vorftehende Gleichung 

P: W=f: g ober 
P=f 
wird, 
Wäre nun das Gefes befannt, nah welchem fih die Ge: 
ſchwindigkeit V des von ber veränderlichen Kraft P getriebenen 
Körpers mit der Zeit £ ändert, oder fennte man die Zunahmen 
fs welche diefe Geſchwindigkeit in den verfchiedenen Augenbliden 
der Zeit t erleiden würde, wenn bie Kraft plöglih fonftant =P 
würde; fo wäre man nad der vorftehenden Beziehung zwifchen 
P und F im Stande, für jeden Augenblid der Zeit oder für jeden 
Werth von f den entſprechenden Werth der in demfelben Augen- 
Hide Hattfindenden Größe P der bewegenden Kraft zu beftimmen, 
sder umgefehrt, wenn das Geſetz der Veränderlichfeit der Größe 
der bewegenden Kraft mit der Zeit befannt wäre; fo würde man 
ons jener Beziehung für jeden Augenblid der Zeit den Werth 
vonf d.h. das Gefeg der Veränderlichfeit der Gefhwindigfeit V 
des Körpers ermitteln können. 

Im Dies näher auszuführen, fo denfe man fi, die bewe—⸗ 
gende Kraft P bleibe während einer Anzahl von Sekunden ober 
von Theilen einer Sefunde, d. i. allgemein während ber Zeit 
At fonftant und AV fei der Zuwachs, welden die Geſchwin— 
digfeit V in biefem ganzen Zeitraume At erleidet. Bezeichnet 
nun f die Zunahme, welche die Geſchwindigkeit in Einer Se— 
funde empfängt; fo hat man, weil AV bie Zunahme in At 
Sekunden ift, und weil die Kraft P während der Zeit At als 
fonftant angenommen wird, ſodaß ſich die Bewegung während 
diefer Zeit gleihförmig befchleunigt ($. 44) 


= — AV 
fAt=AV, alſo f= — 


Dieſe Gleichung iſt richtig, wie klein auch die Zeit At ſein 
mag, vorausgeſetzt, daß die Bedingung, worauf ſie ſich gründet, 
daß nämlich P während der Zeit At konſtant bleibe, wahr iſt. 
Nimmt man nun dieſe Zeit unendlich klein an; ſo iſt jene 
Bedingung in allen Fällen wahr: denn wenn auch der Werth 
von P mit der Zeit t veränderlich iſt und = irgend zwei Aus 
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genblicde, welche um einen endlichen Werth von £ von einander 
abftehen, nicht als derjelbe betrachtet werden darf; fo fann man 
denſelben doch für Die Dauer eines unendlih Fleinen Zeit 
raumes als fi gleichbleibend anfehen. Wird aber At unendlich 


Fein; fo rebuzirt fi der Quotient 37 


toeffizienten IV, wobei die Geſchwindigkeit V als- eine Funk— 


dt 
tion der Zeit t gedacht wird, und man hat allgemein =. 


Wenn die Gefhwindigfeit V mit der Zeit £ wächft, oder 
wenn bie Bewegung befchleunigt wird; fo ift u nothwendig 





auf den Differenzial⸗ 


eine pofitive Größe. Wenn dagegen V abnimmt, fowie die Zeit 
wäcft; fo ift T negativ, und man kann allgemein 


fegen, worin das Zeichen — oder — zu nehmen ift, jenach— 
dem die Bewegung befchleunigt ober verzögert wird. Achtet 
man jebod auf das Zeichen, weldes der Differenziatfoeffizient 


V ’ 
a. von ſelbſt annehmen wird, fobald V als Funktion von t 


gegeben iftz fo braucht man das Zeichen + nicht weiter zu ber 
rückſichtigen. Durch Subftitution diefes Werthes von / in bie 
obige Gleichung ergibt ſich für den Fall, wo P einen veränder- 
lichen Drud bezeichnet, 


P=+ — 
9 


Die vorftehenden Prinzipien bilden die Fundamentalbeziehungen 
zwifhen Drud und Bewegung. 


$. 96. Da die Gefhwindigfeit. V in irgend einem Augen 
blide der veränderlihen Bewegung eines Körpers den Raum 
‚bezeichnet, welchen berfelbe in der Sekunde durchlaufen würde, 
wenn feine Bewegung in jenem Augenblide plöglich gleichförmig 
würde; fo folgt, wenn man mit At irgend eine Anzahl von Sr 


— — 


— — — — — 


—— e — 
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finden oder von Theilen einer Sekunde und mit AS ben Raum 
bezeichnet, welchen der Körper in der Zeit At befhreiben würde, 
wenn feine Bewegung vom Anfange bis zum Ende bdiefes Zeit- 
raumes gleichförmig bliebe, 


AS 
VAt=AS oder — 

Dieſer Satz behält Gültigkeit, wie klein man auch jenen 
zeitraum At annehmen möge, alſo auch wenn derſelbe unend» 
ih Fein wird, wofern nur die Bewegung während besfelben 
gleihförmig bleibt. Wird aber die Zeit At unendlidh Fein 
angenommen; fo fann die Bewegung während berfelben immer 
als gleihförmig betrachtet werden, wie veränderlich auch die bes 
wegende Kraft fein möge. Für einen unendlich Heinen Werth von 

8 


At wird übrigens der Quotient * gleich dem Differenzial- 


beffisienten 2, worin der Raum S als eine Funktion der Zeit 
1, am Ende welcher er durchlaufen ift, angefeben werden muß, 
a man hat daher allgemein für jede veränderlihe Bewegung 


V= a3 —— 

Die Gleichungen (73) und (74) find die Fundamentalglei⸗ 
dungen der Dynamik; fie ſchließen alle Nefultate in fi, welde 
in den vorhergehenden Sägen der dynamischen Lehren mit Hülfe 
anderer Prinzipien entwidelt find. | 

Sowol V wie S find in diefen beiden Gleihungen als 
dunftionen der Zeit £ anzufehen; bifferenziirt man daher bie 
Gleichung (7A) nochmals in Beziehung zu t; fo kommt 


aV_dS_, 
di der" 


nd wenn man diefen Werth von T in die Gleichung (73) 
ſubſtituirt, 





wodurch manꝰ einen direkten Zuſammenhang zwiſchen dem am 
Ende der Zeit t durchlaufenen Raume S und der in demſelben 
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Augenblide ftattfindenden Größe der bewegenden Kraft P erhält, 
Wäre nun zwifchen irgend zweien der vier Größen P, V, S und 
t, welche fih ſämmtlich auf den Zuftand der Bewegung am Ende 
der Zeit t beziehen, eine beliebige Gleihung gegeben; fo hätte 
man zwifchen diefen vier Größen im Ganzen drei verfchiedene 
Gleichnungen, nämlih die gegebene und die beiden Beziehuns 
gen (73) und (74) (die Beziehung 740 ift von jenen beiden ab- 
bängig und nicht ibentifch verſchieden, kann alfo nicht als eine 
dritte befondere Beziehung zwifhen P, V, S und t angefehen 
werden). DBermittelft diefer drei Gleichungen könnte man ald- 
dann irgend zwei ber vier Größen P, V, S, t eliminiren und eine 
jede der übrigen beiden burd bie vierte Größe ausbrüden, fo daf 
dadurch das Gefeg der Bewegung vollfommen beftimmt wäre. 

Das dur die frühere Gleihung CAT) ausgebrüdte allge 
meine Prinzip ergibt fih aus den vorftehenden beiden Gleichun⸗ 
gen (73) und (74), wenn man die erftere umfehrt und mit der 
letzteren multiplizirt; hierdurch erhält man 


oder wenn man mit dt multiplizirt, 
> Vav=+Pas, 
d. i., da VaV=4d(V?) if, 
— — 


und wenn man zwiſchen den Gränzen S, und S, von S, wel⸗ 
hen bie Gränzwerthe V und» von V entſprechen mögen, integrirt, 


v Si 
Nav + 2fpas, oder 
9 

8 


S, 
Wr 
g (V?—o» =2/ras, 


d. h. die gewonnene lebende Kraft des Körpers "ift gleich * 
Doppelten der ihm beim Uebergange ber Geſchwindigkeit v in V 
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nitgetheilten Arbeit, da - bier, wie in allen vorbergebenden 
jormeln, Die Maffe bes Körpers bezeichnet. 


Bewegung eines Körpers in einer Kurve, 


$. 97. Wenn die bewegende Kraft P eines Kör- 
vers in direktem Berbältniffe wie der Abftand vari- 
irt, in weldem fih der Körper am Ende der Zeit t don 
einem gegebeneu Punkte, gegen den er ſich bewegt, be— 
findet; fo wird die ganze Zeit, welde der Körper ge— 
rauht, um, vom Zuftande ber Ruhe ausgehend, bis 
ju jenem Punftg zu gelangen, immer biefelbe fein, 
wie groß aud die Entfernung fein mag, welde er big 
zu dieſem Punfte zu durchlaufen bat. 

A fei ber Punkt, von weldhem der Körper ausgeht, und B 
: ‚ber Punkt, gegen welden er fid längs des Weges 

v APB, der eine Kurve oder gerade Linie fein kann, 

bewegt. Nimmt man nun an, ed wirfe auf den 

® Körper in jedem Punfte P feiner Bahn und in ber 

tihtung der Lesteren eine Kraft, deren Stärfe in demfelben 

Verhältniffe ab⸗, refp. zunimmt, wie der Abftand BP, welder 

linge des Weges von B aus gemeffen ift, ab- oder zunimmt; 

wird Die Zeit der Bewegung, bie der Körper den Punft B 

erreicht, immer biefelbe fein, wie groß auch die Entfernung zwi— 

hen dem Anfangspunfte A und dem Endpunkte B fein mag, 

vorausgefest, daß der Körper feine Bewegung mit der Geſchwin— 
digkeit null beginne. 

Denn fest man die Wegelänge BP=S und ftellt die in der 
Rihtung des Weges gegen B wirfende Kraft durch cS bar, 
worin c eine fonftante Größe ift, nimmt ferner an, der Körper 
werde, ftatt von A aus gegen B zu fallen, mit irgend einer 
Geſchwindigkeit von B gegen A geworfen, und bezeichnet die bei 
P erlangte Gefchwindigfeit mit o, die bei A erlangte mit V und 
ſetzt die Länge BA=S,; fo hat man nad Gleihung (47) 


: — — 


5, 
| v2? I fesas=— 5,52. 
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Nimmt man nun an, die Wurfgefehwindigfeit bei B fei von 
der Art gewefen, daß dadurch der Körper gerade nur big zum 
Punfte A gelangte und bafelbft zur Ruhe käme, ſodaß man 
V=o hätte; fo ergibt die vorftehende Gleichung 

OO eFt—89..... 175) 
Nach Gleichung (74) hat man 
dt_ 1 .,_fds 
d. i., wenn man hierin für vo feinen Werth aus Gleihung (75) 


fubftituirt, | 
ds i 
i= mn, 
* — S. -8) 


und wenn man die ganze Zeit in Sekunden, welche der Körper 
gebraucht, um von B bis A zu gelangen, mit 4 T’ bezeichnet, 


S, S, z 
= | ee — 
—8 F — | S, = 
o 


VS; A vi-(&)' 


o 
— * ar 81 0 ) 
— C, sn. —— — ar . a 
V cg S, an S, 








_, /W — 
*y = Carc.sin. 1—.arc. sin.o) d. i. 
/W x 
4T= cg > 
Es leuchtet ein, daß die Zeit, welche der Körper gebraucht, 
um von A bis B zu fallen, gleich der ift, welche er gebraucht, 
um von B bis A aufzufteigen, ſodaß die ganze Zeit, melde er- 
forderlich ift, um einen Hin= und Hergang zu vollenden, gleich T 
ift und durch die Formel 


Ww 
T=xr Vo (76) 
bargeftellt wird. 
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Aus diefem Ausdrude ift Die Größe S, d. h. die Entfernung, 
aus welher der Körper bisB fällt, ganz verfhwunden, und man 
ſchließt, daß Die Zeit T diefelbe bleibt, welches auch diefe Ent- 
fernung fein mag. 


Das einfache Pendel. 


$. 8. Wenn man fih denkt, an dem Punkte C fei 
vermittelft eines gewichtsloſen Fadens ein fhmwerer 
materieller Punft P aufgehängt und Fönne frei hin— 
undberfchwingen, jedoch fo, daß er nur fehr wenig 
auf jeder Seite von der Bertifalen abweidhe; fo wer— 
den feine Schwingungen, folange diefelben fehr Flein 
bleiben, immer in berfelben Zeit vollendet werden, 
welches aud ihr Ausfhlagswinfel fein mag. | 


Denn bezeichnet man den Neigungswinfel PCB des Fabens 
ce, CP gegen die Vertifale mit 3 und zerlegt das Gewicht 
: o des Punktes P, welches in der vertifalen Richtung 
: VP wirft, in zwei andere, von denen das Eine in die 
; Richtung CP und dag andere in die zu CP perpendi— 
5 fulare Richtung fällt; fo wird die Wirfung des erfte- 
sen durch Die Spannung bes Fadens CP aufgehoben, das andere 
dagegen, weldes durch w.sin. VPC=wsin dargeftellt wird, 
wirft in der Richtung, in welcher fi der Punkt P bewegt und 
bildet die ganze bewegende Kraft desfelben ($. 92). Solange 
nun der Bogen 3 Hein ift, differirt er nicht merflih von feinem 
Sinus, ſo daß für Heine Schwingungen bie bewegende Kraft 
von P durch 4 oder durch m oder durch = dargeſtellt 
wird, worin Z die Länge des Fadens CP und S die Länge des 
Bogens BP bezeichnet. In diefem Ausdrude find » und Z wäh- 
rend der ganzen Schwingung fonftant; die bewegende Kraft va— 
rüirt alfo in direktem Verhältniſſe mit S, und hieraus folgt, ver: 
möge bes vorhergehenden Satzes, daß die Heinen Schwingungen 
auf jeder Seite der Bertifalen CB iſochron find, weil die bes 
wegende Kraft, fo lange die Dszillationen Hein bleiben, in dem 
felben Berhältniffe, wie die Länge BP bes Weges vom tiefiten 
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Punkte B aus variirt. Da in dem vorhergehenden Satze bie 
bewegende Kraft =cS angenommen war und biefelbe hier buch 


— S dargeftellt wird; fo hat man in diefem Falle c= T und 


die Gleichung (76) reduzirt ſich für dieſen Werth von c auf 
I 
T= — Kr 
eV 


Ein folder ſchwerer materieller Punkt, weldher an einem 
gewichtsloſen Faden aufgehängt ift, bildet ein einfaches Pen— 
bel. Es Teutet ein, daß die Shwingungsdbauer T mit der 
Länge I des Pendels wächſt. 





Stof: oder Impulſionskraft. 


$. 99. Wenn mehrere bewegende Kräfte auf ebenfo viel 
gleihe Körper angebracht find; fo werden fi die Gefhwindig- 
feiten, welche diefen Körpern in bemfelben fehr Fleinen Zeitraume 
mitgetheilt werben, ebenfo verhalten, wie die beivegenden Kräfte 
ſelbſt. Denn wenn P,, Pe, ... die bewegenden Kräfte und 
fi: fa... die Zunahmen an Gefchwindigfeit darftellen, welche 
jene Kräfte in der Sefunde mittheilen würden, wenn eine jede 
berfelben fortwährend diefelbe Stärfe bebielte ($. 93); fo wür— 
den tfjstfa>... die gefammten Zunahmen an Gefhwindigfeit 
fein, welche unter dieſer Borausfegung in t Sekunden mitgetheitt 
würden. Bezeichnet man biefelben mit V,, Vy,..., fo hat man 
nad $. 94 

P,:Ps:..=fı:fa:.. tfı:tfa:...=Vı: Vai... 

Diefer Sag ift richtig unter der Vorausfegung, daß die Kräfte 
P,,P,,... während bes Zeitraumes £ fonftant bleiben. Iſt nun 
it ungemein Klein; fo können bie Kräfte P,, Pa,... mährend 
diefer fehr Furzen Zeit immer als konſtant betrachtet werben, 
welche veränderlihen Werthe fie auch fonft haben mögen, und 
demnad behält der obige Sug allgemein für ganz beliebige 
Kräfte Gültigfeit, wenn fie nur auf gleiche Körper und nur 
während fehr fnrzer Zeiträume wirfen. Hieraus folgt aber aud, 
daß die vorftehende Behauptung wahr fei, wenn ſämmtliche Kräfte 
P,,P,>+.. nadeinander auf Ein und benfelben Körper ange: 
bracht werden, oder daß fih die Zunahmen an Geſchwindigleit, 
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welche einem Körper in einer ungemein furzen Zeit durch bie 
Einwirkung von Kräften mitgetheilt werben, ebenfo verhalten, 
wie die Kräfte felbft. 

Solche bewegende Kräfte, welche nur während äußerſt fur- 
Zeiträume wirken, nennt man Stoß- oder Impulſions— 
räfte. 


Das Parallelogramm ber Bewegung. 


$. 100. Wenn zwei Stoßfräfte P,,P,, deren Rid- 
tungen AB und AC find, gleichzeitig auf denfelben 
Körper A angebradt find, welder, wenn er von jeder 
Kraft befonders getrieben würde, fih in derfelben 
Zeit durch AB und AC bewegen müßte; fo wird bie 
gemeinfhaftlihe Wirfung beider Kräfte den Körper 
in diefer Zeit burd die Diagonale AD des Parallelo- 
gramms treiben, deſſen zufammenftoßende Seiten AB 
und AC find. 


Denn da bie bewegenden Kräfte P, und P,, wenn fie ein- 
c > zeln während gleicher und unendlich Fleiner Zeit- 
27 räume auf den Körper wirfen, bemfelben Gefchwin- 
© digkeiten mittheilen, welche fih ($. 99) wie biefe 
Kräfte felbft verhalten; fo werben fih auch die Räume AB und 
AC, welche während einer beliebigen Zeit mit diefen Geſchwin— 
digfeiten befchrieben werden, wie jene Kräfte verhalten. Wenn 
aber AB und AC in demfelben Berbältniffe fteben, wie bie 
Kräfte P, und P,; fo Liegt die Richtung der Refultante R 
von P, und P, nad dem Prinzipe des Parallelogramms ber 
Kräfte ($. 2) in der Diagonale AD und hat zu P, und P, 
dasfelbe Verhältniß, wie AD zu AB und AC. 

Demnad verhält fi die Gefhwindigfeit, welche die Reful- 
tante R von P, und P, dem Körper in einem ungemein Fleinen 
Zeitraume miftheilen würde, zu den Gefchwindigfeiten, welche 
P, und P, einzeln in berfelben Zeit erzeugen würden, wie ſich 
AD zu AB und AC verhält ($. 99, und hieraus folgt, daß 
auch die Räume, welche der Körper mit diefen drei Gefhwindig- 
feiten in beliebigen gleichen Zeiten gleihförmig durchlaufen 
würde, in bemfelben VBerhältniffe zu einander flehen, wie jene 
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drei Linien. Nun find aber AB und AC die in gleihen Zeiten 
dur die Impulſe von P, und P, wirklich befhriebenen Räume; 
mithin ift auh AD der Raum, welcher in derfelben Zeit Durch 
den Impuls von R, d. i. durch die gleichzeitigen Impulſe von 
P, und P, befhrieben werden wird, 


$. 101. Unabhängigkeit der gleichzeitigen Bewe— 
gung. 

Es Teuchtet ein, daß wenn ein von A ausgebender Körper 

& gezwungen wäre, in einer gegebenen Zeit die Linie 
— AB zu durchlaufen, und darauf gezwungen wäre, 
in einer gleichen Zeit die Linie BD zu durchlaufen, 
er genau in demfelben Punkte D anfommen würde, zu welchem 
ihn die gleichzeitigen Bewegungen AB und AC bringen würden, 
fodaß der Körper durch diefe gleichzeitigen Bewegungen ge— 
zwungen wird, benfelben Punkt zu erreichen, in welchen er durch 
diefelben Bewegungen geführt werden würde, wenn fie ihm ein- 
zeln nacheinander, aber eine jede in der halben Zeit mitgetheilt 
würben. 

Das — mag als eine Verdeutlichung dieſes Prinzipes 
der Unabhängigkeit gleichzeitiger Bewegun— 
gen angeſehen werden. Man denke fi ein 

Boot, welches die ganze Weite eines Kana— 
les ausfült und nehme an, eine im Punkte A des Einen Ufers 
ftehende Perfon beabfihtige nad) dem Punkte D des gegenüber: 
liegenden Ufers zu gelangen. Zu dieſem Zwede trete fie in dem 
Augenblide, wo das Boot den Punft A paffirt, in dasfelbe und 
fohreite in der Richtung AB über das Verdeck, fo daß fie bei 
dem Punkte B des Bootes gerade in dem Augenblide anfommt, 
wo bie Bewegung des Bootes diefen Punkt durch die Linie BD 
geführt hat. Man erfennt, daß dieſe Perfon dur die gleichzei- 
tige Wirfung ihrer eigenen Bewegung quer über das Boot 
und der Bewegung des Bootes längs des Kanales in ben 
Punkt D gebraht wird, Cindem fie in der Wirffichfeit die Dia 
gonale AD befchreibt) welchen diefelbe in der doppelten Zeit 
erreicht haben würde, wenn fie zuerft in derfelben Zeit, welde 
fie zur Durchſchreitung des Bootes gebrauchte, von A bie B 
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über eine Drüde und alsdann in einer gleichen Zeit am gegen« 
überliegenden Ufer von B bis D gegangen wäre. 


Das Polygon der Bewegung. 


$. 102. Wenn ein Körper bei O gleichzeitig mehrere Im— 
Fr pulfe erhält, von denen der Eine den Körper 
‚in einer gegebenen Zeit:von A nah O, ein 
anderer in berfelben Zeit von B nah O, ein 
dritter in diefer Zeit von C nah O und ein 

D vierter von D nad O treiben würde, und man 
vollendet das Parallelogramm, deſſen zufammenftoßende Seiten 
AO und BO find; fo würden die gleichzeitigen Wirkungen ber 
Impulſe AO und BO den Körper in derfelben Zeit von E nad 
O bewegen. Bollendet man das Parallelogramm EOCF und 
zieht die Diagonale FO; fo würden die Jmpulfe EO und CO 
zuſammen den Körper in der gegebenen Zeit durch FO treiben: 
der Impuls EO bringt aber denfelben Effekt hervor, als bie 
beiden AO und BO; mithin führen die Impulſe AO, BO und 
CO bei ihrer Zufammenwirfung den Körper in der gegebenen 
Zeit durh den Raum FO. Ebenſo kann gezeigt werden, baß 
bie gleichzeitige Wirkung der Jmpulfe AO, BO, CO und DO 
den Körper in fener Zeit durch die Linie GO bewegen wird. 

Man bemerkt, daß GO die Seite ift, welche das Polygon 
OAEFG ſchließt, deffen übrige Seiten OA, AE, EF, FG ben 
Gröfen und Richtungen OA, OB, OC und OD der gleichzeiti- 
gen Impulſe refpeftive gleich und parallel find, 

Wenn die Impulſe AO ıc., ftatt gleichzeitig zu wirfen, nach⸗ 
einander ftattgefunden hätten, ſodaß der Körper in einer gegebe- 
nen Zeit zuerft von O nad) A, alsdann in derfelben Zeit durch 
AE, welche gleih und parallel zu OB ift, darauf durch EF, 
welche gleih und parallel zu OC’ift und zulegt durh FG, 
welche gleih und parallel zu OD ift, getrieben wäre; fo würde 
ber Körper in benfelben Punkt G gelangt fein, in welden er 
durch die gleichzeitige Wirkung jener Impulſe gebracht wird, 
jedoch nach einer Zeit, welche ebenfo viel mal größer ift, als 
einzelne Bewegungen ftattgefunden haben, und man fieht, daß 
das Prinzip der Unabhängigkeit gleichzeitiger Bewegungen Gül- 
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tigfeit befigt, wie groß auch die Anzahl folder Bewegungen fein 
mag. 
Das H’AUlembertfche Prinzip. 


$. 103. W,W.,W,,... feien bie Gewichte mehrerer in 
Bewegung begriffener Körper, auf welche in irgend einem Augen- 
blicke der Bewegung die Drudfräfte P,Pz,Pz,... angebracht 
find. Bezeihnet man die bewegenden Kräfte biefer Körper, 
d. h. die niht im Gleichgewichte erhaltenen Drudfräfte, 
oder die Kräfte, welche ganz allein zur Hervorbringung der Be— 
wegung verwendet werben unb welche denen gleich find, die, in 
entgegengefegten Richtungen angebracht, die Körper in den Zus 
ftand der Ruhe oder der gleichförmigen Bewegung verfegen wür— 


den, mit P’,, P'z, P'3,+.+5 fo hat man nad $. 95 P/,= — fs 


P,={2r „ P,= up, worin fsfa>/, die Zunahmen an 


Gefhwindigfeit darftellen, welche die Körper in jeder Sekunde 
erleiden würden, wenn ihre bewegenden Kräfte in dem Augen 
blide, wo fie gemeffen werben, fonftant würden. Man nehme 
an, biefe Körper, deren Gewichte W,,W,, W,,... find, bilden 
ein Syſtem von Körpern, welche durch irgend eine benfbare 
mechanifche Verfnüpfung miteinander verbunden feien, und auf 
welche man beliebige Kräfte P,,P,, P,,... angebradht habe, 
durch deren Wirkungen die nicht im Gleichgewichte gehaltenen 
bewegenden Kräfte P',,P’z, P’gs... erzeugt werden. Denft man 
fih nun, es würden auf diefe in Bewegung begriffenen Punfte 
bes Syſtemes Kräfte angebracht, welche den Kräften P' „P'„, 1’... 
refp. gleih, aber den Richtungen nach entgegengefest find; fo 
wird die Bewegung berfelben offenbar in den Zuftand der Gleich— 
förmigfeit oder der Ruhe ($. 92) übergehen. Wenn nun 
bas ganze Syſtem von Körpern bdergeftalt in den Zuftand ber 
gleihförmigen Bewegung oder der Ruhe verfegt iftz jo müffen 
bie auf feine einzelnen Elemente angebrachten Kräfte einander 
das Gleichgewicht halten. 

Welches alfo auch die urfprünglic auf das Syſtem ange: 
brachten Kräfte P,,P,,Pz,... fein mögen; fie müffen, mit den 
zulegt erwähnten Kräften, welche gleih P’,,P/,, P'z,... find, 
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einen Zuftand des Gleichgewichtes in dem Syſteme hervorbrin- 
gen, ſodaß jene urfprüngliden Kräfte P,P.,Py,... zu den 
Kräften P’,, P'z, P/gs..., wenn biefelben nad entgegenge- 
fegten Seiten angebracht werben, d. i. zu den Kräften —P',, 
—P’., Pa... folhe Beziehungen haben müffen, welche zwi- 
fchen Kräften ftattfinden, die einander das Gleichgewicht halten. 
Die Kräfte P/ ,P’,, P’z,... nennt man aud wol die wirffamen 
Kräfte des Syſtemes. In einem Syſteme von Körpern, 
welche irgendwie fo miteinander verbunden find, daß 
ihre Bewegungen einen gegenfeitigen Einfluß auf 
einander haben, müffen demnach die darauf angebrad» 
ten Kräfte durch foldhe Kräfte im Gleihgewidte er- 
balten werden, welde den bewegenden ober wirffamen 
Kräften des Syftemes ber Größe nad glei, der Rich— 
tung nad aber entgegengefest find, In diefem Sage be> 
fiebt das D’ATembertfhe Prinzip. 


$. 104. Die in einem fih bewegenden Körper 
beim Durdlaufen irgend eines Raumes angehäufte 
Arbeit ift gleich der Arbeit, welde auf denfelben in 
entgegengefegter Richtung entwidelt werben muß, um 
die wirkffame oder bewegende Kraft desfelben burd 
diefen Raum zu überwinden. 


Die Richtigkeit dieſes Sages geht aus $. 68 und 69 her» 
vor, da bie wirkſame Kraft der nicht im Gleichgewichte gehaltene 
Drud oder, der Ueberfhuß der auf den Körper angebrachten 
Kräfte, welche nad der Einen Seite wirfen, über die Kräfte if, 
welche nad der entgegengefesten Seite wirken. 


Fortfchreitende Bewegung. 


Erflärung Wenn fih ein Körper im Raume fortbewegt, 
ohne ſich gleichzeitig um ſich felbft zu drehen, ſodaß alle feine 
Theile eine gleich rafhe und parallele Bewegung befigen; fo 
fagt man, ber Körper habe nur eine fortfchreitende Bewe— 
gung. 
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$. 105. Damit fih ein Körper nur mit einer fort= 
fhreitenden Bewegung bewegen fönne, muß die Rich» 
tung der Refultante aller darauf angebradter Kräfte 
durch feinen Schwerpunkt geben. 

Wenn w,,0g, Wgy... die Gewichte der einzelnen’ Elemente 
des Körpers und f die Zunahme an Gefhwindigfeit bezeichnet, 
welche irgend ein Element in der Sefunde erlangt oder erlan— 
gen würde, wenn feine Bewegung von irgend einem Augenblide 
an gleihförmig befchleunigt würde; fo iſt der Werth von /, da bie 
Bewegung nur eine fortfchreitende fein foll, offenbar für alle 
Elemente gleih. Die wirkfamen Kräfte der 


verfchiedenen Elemente werden alfo refp. durch Euler I free» 


dargeftellt, 

Nun find die wirffamen Kräfte P/,,P'„,P’z,... offenbar 
parallele Kräfte. Bezeichnet man alfo den Abftand des Mit— 
telpunftes des Drudes diefer parallelen Kräfte ($. 17) von ir- 
gend einer Ebene mit X, und die Abftinde der Elemente w,, 
Wa Wgy +5 d. 1. der Angriffspunfte von P’,,P'„,P’,„... von 
derfelben Ebene mit 2,295 5. ..5 fo hat man nad) Gleichung (18) 


(P,+P,+P',+-..JX=P,2z,+P',2r,+P',2,+:... b. i. 
(GH rt str. Rare + Bf + ufzutes 


oder, wenn man mit Z bividirt, 


(w, tw, +w,+..JX=u, 7, +w,2, tw2, ++. 
mithin 
x—_ !ıfı +0,27, +0,2,+:- 
vo,trw,+uw,+:-:.- 
Dies ift jedoch der Ausdrud dür den Abftand des Schwerpunftes 
des ganzen Körpers von der gegebenen Ebene ($. 19), und da 
man ein Ähnliches Refultat für jede beliebige Ebene erhält; fo 
folgt, daß der Mittelpunft der parallelen Kräfte P’,P’gP’as+.+, 
welche die wirffamen oder bewegenden Kräfte bes Syſtemes bilden, 
mit dem Schwerpunkte bes Syſtemes zufammenfällt, und dag mithin 
die Refultante aller wirkſamen Kräfte durch den Schwerpunft gebt. 
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Nun muß diefe Refultante der wirkffamen Kräfte aber auch mit 
der Refultante aller auf das Syſtem angebrachten Kräfte in 
diefelbe Richtung fallen, weil nad dem dD’Alembertfchen Prinzipe 
die Legteren mit ben Erfteren im Gleichgewichte fein müffen, 
fobald dieſe in entgegengefesten Richtungen angebradht werben. 
Hieraus geht hervor, daß die Refultante aller auf das Syſtem 
angebrachten Kräfte durd den Schwerpunft desfelben geben muß. 


Umdrehbungsbewegung um eine fefte Axe. 


$. 106. Ein ftarrer Körper oder ein Syſtem von feft ver- 
bundenen Körpern fei fähig, fih um die Are A zu dreben. Es 
feien m,, m, m;, +. . die Volumen der Elemente und u das Ges 
wicht der Bolumeinheit diefes Körpers, ferner f,,fasfs +». Die 
Zunahmen an Gefchwindigfeit, welche diefen Elementen in der 
Sefunde mitgetheilt werden, P,, Pa, Pa,... Die auf die Elemente 
angebrachten Kräfte und 9,,92>Pa; ++ + die perpendifularen Abs 
fände von der Are, in welchen jene Kräfte angebradt find, 

Da um,, uUM,, UMgs... bie Gewichte der Elemente und 
fis fas fs; .. die Geſchwindigkeitszunahmen derſelben in ber 


Sefunde find; fo folgt, daß Hs TH hd ae 


die wirffamen Kräfte der einzelnen Elemente darftellen ($. 103). 
Bezeichnet man mit Q,5 O25 033... die Abftände diefer Ele— 
mente von der Umdrehungsare, fo bat man, da ihre wirffamen 
Kräfte, welche die Drehung erzeugen, perpendifular gegen dieſe 
Abftände gerichtet find, für die Momente der wirkſamen Kräfte 


in Beziehung zu der Are “ 3 or⸗ > Ehe EA 

















.... Ebenfo find P,p,> PaPa- PsPs>+.. die Momente ber 
auf das Spftem angebradten Kräfte in Beziehung zu ber 
Are. Nun müffen, nah dem b’Alembertfhen Prinzipe, die 
Kräfte P,, P,, P,,... zufammen mit den Widerftänden ber 
Are, welche ebenfalls zu den auf das Spftem angebrachten 
Kräften gehören, den wirffamen Kräften das Gleichgewicht halten. 
Nimmt man daher die Umdrehungsare für diejenige Are, in Bezie- 
hung zuwelcher die Momente gemeffen werben; fo mußdie Summe 
der Momente der angebrachten Kräfte P,, Pa, Ps; ++» gleich der 
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Summe der Momente der wirkfamen Kräfte fein, oder man muß 


haben 
ah 09, + fs 02 + het. =Pı p+Paps+Pıp+.-- 


Dezeichnet f den Werth von fi, fas fa5.+. welder dem 
Abftande gleih der Längeneinheit von der Umdrehungsare ent- 
fpriht; fo ftellen f, fi> fas fas--. Bögen dar, welde in ber» 
felben Zeit mit den Halbmeffern 1, 0, 025 Qs;... um die Are 
befchrieben werden, und man bat daher f,—=fo,, fa=f0a: 
fs=fPs;... Subftituirt man diefe Werthe in die vorhergehende 
Gleichung, fo fommt 


Fl feı ma + mf —— =P,pı+Pep2 P..., 


oder 
f : (m,o,?m203’Hm305°+.I=P PıtPapat Papst. d. i. 


fZme’=2Pp ober f)=32Pp, 


und hieraus folgt 
ZP 
— FR ....0® 


worin J das Trägheitömoment des Körpers in Beziehung zu 
ber Umbrebungsare darftellt, 

Wenn « die Winfelgefhmwindigfeit oder die Gefhwindigfeit 
eines Elementes barftellt, welches um die Längeneinheit von ber 


Are abſteht; fo Hat man nad) Gleichung (72) — mit⸗ 


dt 
bin nach der vorftehenden Gleichung 
da _,92Ep ; 
d —u J 
oder auch, wenn man mit « multiplizirt, 
da _, 9 
ar 73 — u 7 ZP pa 


oder au dad )=+-, ZPpadt. 
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ad wenn man gehörig integrirt, 
g t 
ja’ 4 I, Z/Ppadt. 
o 


Nun iſt pe die Gefchwindigfeit eines Punktes, welcher im Ab- 
ande p von der Are Liegt, alfo Ppa die Arbeit ($. 50) der 


! 
taft P in ber Sekunde, daher S Ppadt die Arbeit von P in 


0 


t 
sr Zeit t, und f Ppadt die Arbeit aller KräfteP ‚P„,Pz«.- 
o 


üdiefer Zeit, welde früher mit U bezeichnet iſt. Hiernach bat 
nan 


tt T. 


a Gleichung, melde mit der obigen (51) vollfommen überein- 
umt, 


$. 107. Wenn die auf irgend ein Element angebrachte Kraft 
f P das Gewicht desfelben ift, nnd man be- 
7 # zeichnet mit H die Neigung der Linie AG, . 
welhe von A nad dem Schwerpunfte G 
| 3 des Körpers oder Spitemes gezogen ift, ges 
, . gen die Vertikale Ay in irgend einem Augen- 
| blide der Bewegung; fo hat man, da die 
Summe der Momente der Gewichte der einzelnen Efemente gleich 
m Momente des im Schwerpunkte vereinigt gedachten Körpers 
it ($. 17), wenn man die Linie AG durch G und das ganze 
dolum des Körpers durch M darftelt, 


SPp—=Mu.GG, =Mu.Gsins, 
und mithin durch Gleichung (73) 


f=9 N sin$....(79) 








$. 108. Beftimmung der Refultante der wirffamen 
Kräfte eines Körpers, welder fih vermöge der Ein- 
wirkung der Schwere um eine fefte Are drehet. 
10 
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Die Refultante der wirffamen Kräfte eines um eine fefte 
Are fih drehenden Körpers ift offenbar gleich jener einzigen 
Kraft, welche fih mit diefen Kräften ins Gleichgewicht fegen 
würde, ohne daß dabei der Widerftand der feften Are mit in 
Anfprud genommen würde, Wird jene einzige Kraft mit R be- 
zeichnet; fo muß das Moment von R in Beziehung zu irgend 
einem Punkte gleich der Summe der Momente aller wirffamen 
Kräfte in Beziehung zu demfelben Punfte fein, 

Nimmt man die Are A, um von berfelben die Momente zu 
mefjen und bezeichnet den perpendifularen Abs 
ftand der Refultante R von diefer Are mit L; 
fo hat man, da nad $. 106 die Summe der 
Momente der wirkfamen Kräfte in Beziehung 


z. " zu A durch f = mo? dargeftellt wird, 





He Mann T 


R.L=f- me? ....&0) 
Um ben Werth von R zu beftimmen, fo bemerfe man, daß bie 
wirkfame Kraft rm irgend eines Elementes m,, welche 


in einer Richtung n,m,, perpendifufar zu dem Abftande Am, 
von ber Are A wirft, in zwei andere zerlegt werben kann, welche 
ben beiden rechtwinkligen Axen Ay und Az parallel find und 
von denen eine jede gleih dem Produfte der in der Richtung 
n,m, wirkſamen Kraft und dem Kofinus des Neigungsmwinfels 
von n,m, gegen bie entfprehende Koordinatenare if. Nun ift 
bie Neigung von m, n, gegen Ax glei der Neigung von Am, 
gegen Ay, weil bie legteren beiden Linien auf den erfteren per- 
penbifular fiehen. Der Kofinus des Neigungswinfels von m,n, 


gegen Az ift alfo gleich an — 1, wenn man AN, =y, fest. 
0, 

Ebenso iſt nn Kofinus bes Reigungsiwinfels von n,m, gegen 

Ay gleich A mi=äi, wenn mar AM, —z, fest. Die Kom 





ponenten der wirkffamen Kraft fme: in ben Richtungen von 


Ax und Ay find baber reſp. imo: rm, und 
1 
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N 7; u 
fm —_-Ifm,r. 
9 [mio 01 9 Re 
Auf eine Ähnliche Weife findet man für die Komponenten 
hr wirffamen Kraft 7 /m,o, auf das Element m, in den 


‚ Rihtungen von Ar und Ay refy. fm». und Mnma- 


md fo fort, 
Die Summen X und Y diefer Komponenten in parallelen 
Rihtungen zu Ar und Ay find demnach ($. 11) reſp. 


| my tz tmy+ SZ fmyst...=X und 
— — „A — 
g fm,2, + g fm,x;+ 9 fm; +...=Y; ober 
g my tm tm + I=X und 


m x, tm. +m,2,+:: 


— man nun bie Abſtände G,G und G,G des Sqwer⸗ 
 Imfted des Körpers von Ay und h reſp. mit G, und G, 
ud das ganze Volum des Körpers mit M; fo ift nad) Glei⸗ 
dung (18) 

M.G,=m,y, +mg3 93 +MmaYy3 +.» und 
M.G,=m,2, +m,2,-m,2,+ ...; mithin 


= /M.G und = /M.G, — 





Nah $. 11 it RVX-TYZ, alſo 
R=-/MY'G?+G,° 
eichnet aber G den Abftand AG des Schwerpunftes von der 
Ir A, fo iſt auch G=V — und daher 
Zum. G.... 89 


bubſtituirt man in dieſe — den Werth von f aus Glei⸗ 
Hung (78); fo kommt 


— — — — — 
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RfMS sPp,....@3) 
und wenn man ben Werth von R aus Gleihung (82) in Glei- 
hung (80) fest, 


f-_M.G.L= ira alfo 


—9 
"MG yr Yo» 


worin L den Abftand des Angriffspunftes der Refultante oder 
deren perpendifularen Abftand von der Umdrebungsare A be— 
zeichnet. 

Um die Richtung diefer Nefultante zu beftimmen, fo fei 4 
ihr Neigungswinfel gegen die Koordinatenare Ar; alsdann Ei 
man nad $. 11 


Rcos9=X und Rsin9=Y, alfo 


L= (84) 


Y 
tangy—=—r. 
Nach den Gleihungen (81) ift aber 
Y 6 AG 
x = TG ung-AGCG,, 


und man hat baber 
tang9=tang.AGG,, oder 3=-AGG,.. 


Die Neigung der Refultante R gegen Az ift alfo gleich dem 
Winfel AGG,. Da nun aber das Perpendifel auf AG mit Ar 
denfelben Winfel bildet; fo folgt, daß die Richtung der Reful- 
tante R auf der Linie AG perpendifular fteht, welche vom Punfte 
A der Are durch den Schwerpunft G gezogen ift. Außerdem ift 
die Größe und der Abftand des Angriffspunftes diefer Refultante 
von A durch die Gleihungen (83) und (84) beftimmt. 


Der Mittelpunft des Stoßes. 


$. 109. Es leuchtet ein, daß wenn in einem Punkte, durch 
welhen die Refultante der wirffamen Kräfte des Körpers 
gebt, der Bewegung ein Widerftand entgegen gehalten wird, 
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fih auf diefen Widerftand derſelbe Gffeft äußert, als wenn 
fämmtlide wirffamen Kräfte auf biefen Punft angebradht wür— 
den und ihre ganze Kraft auf denfelben entwidelten, obne daß 
dadurch irgend eine andere Wirfung und mithin irgend ein Rüd- 
m ftoß auf bie fefte Umdrehungsare erzeugt würde, Aus dieſem 

:| Grunde nennt man den Punkt O in der Richtung der Re— 

\ fultante, wo diefelbe die VBerbindungslinie AG des Schwer- 

N \ punftes mit der Are durchfchneidet, den Mittelpunkt des 
Stoßes. Sein Abftand L von A ift durch die Gfeihung 

K? 
| L= G ...+.(85) 

beftimmt, welche fi aus der Gleichung (84) ergibt, wenn man 
mit K den Drehungshalbmeffer ($. 80) bezeichnet und demnach 
MK? für J fegt. Wenn der in Ruhe befindlihe Körper im Mit: 
telpunfte des Stoßes perpendifular zu ber Linie AG einen Im— 
puls erhält; fo gebt natürlich die Nefultante der dadurch her— 
vorgebrachten wirkfamen Kräfte durch denfelben Punkt, in wel— 
chem der Impuls mitgetheilt wird, alfo durch ben Mittelpunft 
des Stoßes, und es folgt, daß der ganze Effeft eines ſolchen 
Impulſes bloß in der Hervorbringung von wirkſamen Kräften 
befteht, ohme daß ein Theil desfelben fih auf die Umdrehungsare 
fortpflanzt und dafelbft einen Drud erzeugt, 


Der Schwingungspunft. 


$. 110. Man hat im $. 98 gefehen, daß bei einem einfa= 
chen Pendel, weldes aus einem fehr Heinen, an einem gewichts⸗ 
loſen Faden aufgehängten Maffenelemente befteht, die Dauer 
einer jeden Schwingung von ber Länge des Fadens oder von 
dem Abftande des aufgehängten Elementes von der feften Um— 
prehungsare abhängt. Denkt man fi daher eine Anzahl folder 
Maffenelemente in verfhiedenen Abftänden von derfelben 
Are aufgehängt und, nachdem fie zu einem zufammenhängenden 
Körper vereinigt find, in eine geneigte Lage gebracht; jo wer— 
den diefelben, wenn man fie der gegenfeitigen Verbindung ent- 
ledigt und ihnen erlaubt, frei zu fhwingen, ihre Oszillationen 
in verſchiedenen Zeiten vollenden. Denkt man fi diejelben aber 
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wieder zu einem einzigen Körper vereinigt, ſodaß fie gezwungen 
werden, ihre Schwingungen fämmtlich iu derfelben Zeit zu vollen- 
den, während fie einzeln ftreben, diefelben in verfchiedenen Zeiten 
zu beendigen; fo werben die Bewegungen der Einen in Folge ihrer 
Berbindung mit den übrigen Elementen offenbar verzögert, und 
die der anderen werben durch diefe Verbindung befhleunigt wer- 
den. Jene erfteren find die, welche der Are am nächften Liegen, 
die lesteren find folche Elemente, welche weiter von der Are ab— 
ſtehen, ſodaß es zwifchen dieſen beiden einen Punkt des Kör— 
pers geben muß, in welchem die Elemente aufhören verzögert 
und anfangen beſchleunigt zu werden, und in welchem dieſelben 
daher in Folge der Verbindung mit den übrigen weder verzögert, 
noch beſchleunigt werden, dergeſtalt, daß ein in dieſem Punkte 
befindliches Element ſeine Schwingungen genau in derſelben Zeit 
vollendet, als es Dies thun würde, wenn es mit den übrigen 
nicht weiter verbunden, ſondern an einem gewichtsloſen Faden 
an der Axe frei aufgehängt wäre. Dieſen Punkt des Körpers, 
in deſſen Abſtande von der Axe ein einzelnes frei aufgehängtes 
Element ſeine Schwingungen in derſelben Zeit vollenden würde, 
in welcher der Körper ſeine Oszillationen ausführt, uennt man 
den Schwingungspunkt. 


$. 111. Der Schwingungspunft fällt mit dem Mit- 
telpunfte des Stoßes zufammen, 


Denn nah Gleichung (79) ift der Zuwachs f der Winfel: 
geihwindigfeit eines Körpers, welcher fih um eine hori- 
zontale Are drehet, wenn die auf denfelben angebradten 
Kräfte die Gewichte feiner Theile find, in jeder Sefunde 


burd Die Formel g —— dargeſtellt, worin * den 








Neigungswinkel der Verbindungslinie AG des Schwerpunktes 
mit der Are gegen die Vertikale bezeichnet. Nach Gleichung EN 
ie aber Lu 1, worin L den Abſtand AO des Mittelpunt— 
tes des Stoßes von der Are bezeichnet, und man hat daher aud) 
f=? nr u... (86) oben 

fL=9sin’. 
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Run Äft in 8. 98 gezeigt, daß die in der Richtung dev Be- 
wegung angebrachte Kraft eines Maffenelementes von dem Ge: 
wichte w, weldes an einem gewichtslofen, unter dem Winfel 9 
gegen die Bertifale geneigten Faden aufgehängt ift, durch wsind 
dargeftellt wird. Bezeichnet ferner f’ die Zunahme an Gefhwin- 


digfeit dieſes Elementes in der Sekunde; fo ift et bie wirf- 


fame Kraft desfelben. Demnach hat man durd das d’Alembertiche 
Prinzip 
vsind= Fr f, f=gsinY, alfo nad der vorftehenden Gleichung 


f=fL. 

FL ift aber die Gefchrwindigfeitszunahme im Mittelpunkte 
des Stoßes und f’ ift die eines einzelnen Elementes, welches in 
irgend einem Abftande von der Are frei aufgehängt if. Wäre 
daher ein ſolches Theilchen in einem Abjtande glei dem des 
Mittelpunftes des Stoßes aufgehängt, fo würde dasſelbe, da es 
indemfelben Abftande von der Are diefelben Zunahmen am 
Geſchwindigkeit in der Sekunde erleidet, wie fie der Mittelpunft 
des Stoßes in diefer Zeit empfängt, ſich gerade fo, wie dieſer Punkt 
bewegen, und feine Schwingungen in ganz berfelben Zeit vollen⸗ 
den, wie Dies der Körper thut. 


$. 112. Der Schwingungspunkt und der Aufhänge— 
punkt eines Körpers fteben in einer Wecfelbeziehung. 


Es fei O der Schwingungspunft eines Körpers, wenn der- 
felbe an der Are A aufgehängt ift, und G fei fein Schwer 
| punftz ferner ſetze man AO=L, AG=G, 06=G,, den 
ı Drebungshalbmeffer in Beziehung zu A gleich K und den 
in Beziehung zu G gleih k, Alsdann hat man nad) Glei— 
>’ dung 69 K?=G?+k?; hierdurch wird Gleihung 85) 


SE 
L= =G+ G ....(87) d. 1, 








sa 


G+6G,=6+ I: alſo 


k? 
= (8) 
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NRun denfe man fi den Körper in O, ftatt in A, aufgehängt. 
Unter dieſen Umftänden wird er gleichfalls einen Schwingungs- 
punft haben. Bezeichnet man den Abftand desfelben von O mit 
L,; fo ergibt fih durch Gleichung (87) 


k? 
ng 


d. i. wenn man für G, den Werth aus Gleihung (88) fubfti- 

tuirt, | 

k? 
G i ; 

Da alſo der Abftand des Schwingungspunftes in diefer zwei— 
ten Lage vom Punkte O gleih Lift; fo muß derfelbe in A lie— 
gen, weldes vorher der Aufhängepunft war, Wird demnach 
der Schwingungspunft in den Aufhängepunft verwandelt; fo ver- 
wandelt ſich der Aufhängepunft in den Schwingungspunft, und 
unter dieſer Eigenfhaft ift die oben erwähnte Wechfelbeziehung 
ber beiden Punkte zu verftehen. 


L,= +G=L. 





Bewegung geworfener Körper. 


$. 113. Beftimmung der Bahn eines fhweren Kör— 
pers, welder im leeren Raume fhief geworfen wird, 


Man nehme an, die ganze Zeit T der Bewegung eines fol- 
ww; hen gemworfenen Körpers bis 


— 


TAN zu einem gegebenen Punkte 


ER P feiner Bahn fei in unge: - 
— Mn mein Feine gleiche Theile ge: 
N p theilt, welche durch AT dar: 


geftellt werben mögen, und 


denke fi, die ganze Wirkung der Schwere auf den Körper wäh- 
rend eines jeden diefer Heinen Zeiträume fei in einen einzigen 
Impuls zufammengebrängt, welcher fih am Ende diefes Zeitrau- 
mes auf den Körper äußert, fodaß demfelben durch dieſen Im— 
puls auf Ein Mal die ganze Zunahme an Geſchwindigkeit mit- 
getheilt wird, welche berfelbe in der Wirklichkeit durch die Schwere 
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in den verſchiedenen Augenbliden des Heinen Zeitraumes AT 
erhält. 

Wenn AB der Raum ift, welchen der geworfene Körper mit 
feiner Wurfgefchwindigfeit allein im erften Zeitelemente befhrei= 
ben würde; fo wird berfelbe im Anfange des zweiten Zeitelemen- 
tes von B aus in der Richtung ABT mit einer Gefhwindigfeit 
weitergefchleudert werden, welche ihn alleim in diefer Zeit durch 
den Raum BK=AB führen würde, während er gleichzeitig durch 
den Impuls der Schwere eine Gefhmwindigfeit erhält, welche ihn 
allein in derfelben Zeit dur einen vertifafen Raum BF führen 
würde. In Folge diefer beiden gleichzeitig wirkenden Impulſe 
wird daher der Körper im zweiten Zeitelemente die Diagonale 
BC des Parallelogrammes befchreiben, deffen zufammenftoßende 
Seiten BK und BF find. Im Anfange des dritten Zeitelemen- 
tes ift der Körper in C angefommen und wird von ba in der 
Richtung BCX mit einer Gefhwindigfeit weitergetrieben, welche 
ihn allein im diefer Zeit durch den Raum CX=BC bewegen 
würde, während er zu gleicher Zeit von der Schwere einen Im— 
puls erhält, welcher ihn allein in diefem Zeitelemente durch die 
vertifale Linie CG=BF führen würde. Diefe beiden Impulſe 
zuſammen theifen ihm daher eine Gefhwindigfeit mit, vermöge 
welher er im dritten Zeitelemente den Raum CD zurüdlegt, 
und auf eine ähnliche Weife wird der Körper gezwungen, nad 
und nach alle übrigen Seiten des Polygons ABCD....P zu: 
durchlaufen. 


Nun ziehe man die Bertifale PT, verlängere AB, BC, CD, 
etc. bis zu ihren Durdfehnittspunften T, N, O, etc. mit diefer 
Vertifalen und verlängere die Linien GC, HD etc. bis fie die 
AT in K,L etc. ſchneiden. DaBC glei CX und CK parallel 
ju XL; fo ift KL gleih BK ober gleih AB. Da ferner CD 
gleich D2 und DL parallel zu ZM; fo ift LM gleih KL oder 
gleih AB, und fo fort für die übrigen Abfchnitte auf AT. 

Sind daher n Zeitelemente gleih AT verfloffen, bis ber 
Körper von A nad P gelangt, und enthält mithin das Polygon 
n Seiten AB, BC, CD, etc. und bie Linie AT n Abfchnitte 
AB, BK, KL etc.; fo it AT=nAB un BT=(n—1)AB; 
demnach 
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TN=(nr—-1)KC=@n— 1)BE. 
Ebenſo iſt NG-2)0X, alſo 

NO=n—293DX=(mn—2)BF, 
und fo fort für die übrigen Theile von TP. 


Nun enthält die Linie TP(n—1) folder Theile und man 
bat 


TP=@— — 1)BF-HR—2)BF-HR—3)BF-+...+2BF-+-BF 
=[(na— D+a—9+R—9-+...+2-+1]1BF. 


Summirt man dieſe arithmetifche Reihe von (n—1) Gliedern; 
fo: fommt 


TP=[( 








TP= 


Da g die Zunahme an Gefchwindigfeit barftellt, welche die 
Schwere dem geworfenen Körper in der Sefunde mittheilen würde, 
wenn fie allein auf ihn wirkte; fo ift gAT Die Gefchwindig- 
feit, welche fie ihm unter diefer Borausfegung in der Zeit AT 
mittheilen würde. gAT ift alfo die Gefchwindigfeit, welche dem 
Körper. durch jeden Impuls mitgetheilt wird, ben er nad Obi- 
gem von der Schwere am Ende eines jeden Zeitelementes AT 
erhält, 

Weil nın BF den Raum bezeichnet, welchen der Körper 
mit diefer Gefchwindigfeit HAT in jedem folgenden Zeitelemente 
AT gleihförmig durdlaufen würde; fo hat man 


BF=@ADAT=IAD?, alfo 
TP=4gn@a—-NAD?, o 
oder da AT=I iſt, 
— 2 
TP=jgonn—1) 5, =49 (1-—-) 72. 


Das Vorſtehende behält Gültigkeit, wie klein auch die Zeit- 
elemente AT fein mögen, und mithin auch, wenn fie unendlich 


n(n— Ba 
— ‚BF. 
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flein angenommen werben, d. b., wenn man annimmt, baf bie 
Impulſe der Schwere in unendlich Fleinen Zeiträumen aufeinan- 
der folgen, oder daß die Schwere ftetig wirfe, wie fie es wirf- 
lich thut, 

Werden aber die Zeitelemente AT unendlich Heinz; fo muß 
die Zahl n diefer Elemente, aus denen die ganze endliche Zeit 


T befteht, unendlich groß werden, und man hat alsdann u=o. 


Sm der Wirklichkeit alfo, wo der geworfene Körper durch 
die Schwere ftetig abgelenkt wird, ift der vertifale Abftand TP 
zwifhen der Tangente an feiner Bahn im Ausgangspunfte A 
und feiner Lage P nad einer Zeit von T Selunden durch die 
Formel | 

TP=49T: .,..(89) 
gegeben. 

Serner ift AT—=nAB und AB ift der Raum, welden ber 
Körper mit der Wurfgefhwindigfeit in der Zeit AT gleihförmig 
duscheilen würde, ſodaß nAB den Raum darftellt, welchen der- 
felbe in den Zeit n.AT oder T mit derfelben Geſchwindigkeit 
befchreiben würde, Gegt man daher die Wurfgefhwinbigfeit 
—=V; fo hat man 


AT=V. T, .++(90) 
ſodaß die Lage des Körpers am. Ende der Zeit T dieſlbe iſt, 
als wenn er ſich während dieſer Zeit mit feiner Wurfgeſchwin— 


digfeit allein durd den Raum AT bewegt hätte und darauf 
während einer gleichen Zeit in Folge der Einwirkung der Schwere 


allein dur den Raum TP gefallen wäre (vergl. $. 101). 


$. 114. Wenn man AM=r, PM=y und den Neigungs- 
T winfel der anfänglichen Geſchwindigkeit V 
BL — den Horizont TAM=« ſetzt; ſo iſt 


— _-AT=V.T, alſo T=y— 
" | — cos«@’ 
ä — c—— ferner 


ztange —y=MT—MP=TP=}9T? ...+ (91) 
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Subftituirt man hierin den Werth von T.aus der erfteren Glei- 
chung; fo erhält man 
r? 
ziange - y—4I ya 052, oder 


— En g 2 
=rtane ae —s ⸗— r?, 
Y tange IV? cos?a ” 


Bezeichnet man mit H die vertifale Höhe, von welder ein 
Körper frei fallen muß, um die Geſchwindigkeit V zu erlangen, 
oder die jener Gefehwindigfeit zufommende Fallhöhe; fo ift nad 


2 


8. 47 V?—2gH, alſo =, und man erhält aus ber 


. 2 
vorftehenden Gleihung, wenn man darin diefen Werth von — 


einführt, 
; x? 
y=rtanga— AH oos?« ..++ (92) 


$. 115, Beftimmung der Zeit, welde ein geworfe- 
ner Körper gebraudt, um einen Theil feiner Dahn zu 
durchlaufen. | 

Wenn T die Zeit in Sefunden bezeichnet, welche der Kör— 
per gebraucht, um in einen Punkt zu gelangen, beffen Koordina- 
ten z und y find; fo hat man nad Gleichung (91) 


49 T=rtange—y, alfo T=—(atangey), 
und demnach 
— ztange—y....(93) 


Setzt man näherungsweife 932 Fuß, fo in = r und 
demnach 
| T—=+V ztange—y näherungsweife. 

Fällt der Körper mit der Zeit wieder in bie horizontale 


Ebene herab, von welcher er ausgeworfen wurbe, und bezeichnet 
T-die ganze Zeit feines Fluges und X die ganze Wurfweite AC 
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am Ende diefer Zeit T; fo ergibt fi aus den vorftehenden Glei— 
chnngen, da alsdann y=o und r—=X wird, 


x 
T=ı/ —y Xtange 
| Vv z g 
oder näherungsweife T=1V‘ Xtangc. 


$. 116. Beftimmung der horizontalen Wurfmweite 
X aus dem Elevationswinfel « und der anfängliden 
Gefhwindigfeit V. 

Wenn der Körper feine größte horizontale Wurfweite in 

J der Ebene AC erreicht; fo wird feine Höhe 

y über bdiefer Ebene =o, während die Ab- 

ir fiffe des Punktes P feiner Bahn für diefen 

“| u Fall — X wird. GSubftituirt man dieſen 

nn Werth o und X für y und x in bie Glei— 
hung (92); fo ergibt fih 


—Xtanga — 






X? 
4H cos?« ’ 
oder wenn man mit X dividirt und mit AHcos?« multiplizirt, 
—=4Htange.cos’«=4Hsin«.cose, d. i. 
X=2Hsin2a ....(94) 


Wenn der Körper unter verfchiebenen Elevationswinfeln, 
aber mit derfelben anfänglichen Gefchwindigfeit geworfen wird; 
fo wird feine horizontale Wurfweite am größten fein, wenn 


sin2« am größten ift, das heißt, wenn 2a=-Z- ober .=--ifl 
Da ferner sin (+20 J=sin( 5 — 20 ) das if 


sin2(Z+« )=sin2(7 o' ) if; fo folgt auch, daß bei 


unveränberter anfänglicher Geſchwindigkeit der Körper biefelbe 
Wurfweite erreichen wird, er mag nun unter einem Elevationd- 
winfel geworfen werden, welcher um irgend einen Winfel a’ 





größer ift, als ⸗ oder unter einem Elevationswinkel, welcher 
4 


um denfelben Winkel a’ Eleiner ift, ald —: 
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$. 117, Beftimmung der größten Höhe der Bahn 
einesKörpers, weldher mit einer gegebenen Geſchwin— 
digkeit und unter einem beftimmten Elevationswinfel 
geworfen wird, 


Multiplzirt man die beiten Seiten ber 
Gleichung (92) mit AHcos?a; fo fommt 
4Hcos?«.y=4Hcos’«.tange.r— r?’= 
4. 2H.2cosa.sina.2—x?=2Hsin2«.r—r?. 
Ge Gubtrahirt man beide Seiten diefer Glei— 
dung von H?sin?2a; fo ergibt fich 
“H?sin?2&—4Hcos?a,y=R?sin?2«—2Hsin2a.r-+x?; 
ba aber sin2«a=4sin?a.cos?« ift, 

AHcos?a(Hsin?«—y)=(Hsin2«— 2)? ....(95) 

Nun ift die rechte Seite diefer Gleihung immer eine pofi- 
tive Größe, weil fie ein Quadrat if. Demnach ift auch die Tinfe 
Seite, und mithin auch Hsin?a—y ftets pofitiv. Hieraus folgt, 
daß y nie größer werben fann, als Hsin?«, ſodaß diefe Ordi- 
nate ihren größtmöglichen Werth erreicht, wenn fie gleich Hsin?« 
wird, Diefen Werth erreicht fie offenbar dann, wenn bie rechte 
Seite der vorftebenden Gleihung o, oder wenn z—=Hsin?e, 
d. i., wenn x gleich ber Hälfte ber Wurfweite X wird, (ſ. Ofei- 
hung 94). Die größte Höhe BD der Bahn des Körpers ift Demnach 

BD=Hsin? a, 
und diefelbe wird erreicht, wenn die Abfziffe AD gleich ver halben 
Wurfweite AC if. 





$. 118. Die Bahn eines im leeren Raume gewor— 
fenen Körpers ift eine Parabel. 


Wenn B der höchſte Punkt der Bahn des geworfenen Kör- 


F pers und BD die größte Höhe der Bahn 
PAR ift, und BM, =z,,M,P=y, geſetzt wird; 
fo hat man 


gen in — * Y, —DM=-AM-AD=r— Hsin 2«. 
Subftituirt man dieſe Werthe in Gleihung (95); fo kommt 
y,?=4Hcos?«.2,,+++.+(96) 


— = 2, =BD—-M,D=BD—PM=Hsin?«—y, 
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eine Gleichung, durch welche offenbar eine Parabel bargeftellt 
wird, deren Scheitel in A liegt, deren Are mit AD zufanmen- 
fällt und deren Parameter AHcos? « iſt. | 

Die Bahn eines im leeren Raume geworfenen Körpers ift 
demnach eine Parabel, deren Scheitel im höchſten Punkte ber 
Bahn liegt und deren Are vertifal fteht. 


$. 119. Beftimmung der Wurfmweite auf einer ges 
neigten Ebene, 

R bezeichne die Wurfmeite AP eines geworfenen Körpers 
längs einer unter dem Winfel ı gegen 
ben Horizont geneigten Ebene AB; H 
und « haben diefelben Bedeutungen, wie 
früher, und x,y feien bie rechtwinkligen Koordinaten des Punf- 
tes P in Beziehung zu der horizontalen Are AC. Nun hat man 


z—=AÄM=AP.cosPAM=Rcos;, 
y=PM=AP.sin PAM=Bsin. 
Subftituirt man dieſe Werthe von x und y in bie allgemeine 
Gleichung (925 fo kommt 





— R? cos? 
ee lan Le 77737 
Dividirt man mit R und multiplizirt mit cos“; fo ergibt 
fi, wenn man gehörig transponirt, 


Boos: c0$ :,5in« — Sin:.C0Sa—sin( ) 
— U [0 a8 —! 
AHcos« 





und hieraus folgt 
R-AH sin (@a— ).cos c 2... 


cos? ı 
Es ift aber auch 
sin2a«— 9) —sin:=sinle-+(@— 0] —sinle—la— 0] 
—2sin(@—ı).cose, 
und wenn man biefen Werth für 2sinle—.).cosa in die vor- 
bergehende Gleichung fubftituirt 


R=2n[ ee] ....(98) 


05? 1: 
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Nun leuchtet ein, daß wenn « unverändert bfeibt und man 
o, variiren läßt, R feinen größten Werth erreichen wird, fobald 
sin (2. — ) am größten, d. b. fobald sin2«—)=1 oder 2a—ı 


= ober ſobald = +-wir. Diefes ift alfo der 


Elevationswinfel, welcher bei einer gegebenen anfänglichen Ges 
fhwindigfeit der größten Wurfweite auf einer unter dem Win- 
fel x gegen den Horizont geneigten Ebene entfpricht. 

Wenn man in dem vorftehenden Ausdrudfe für die Wurf- 


weite — (a) ftatt « fegt; fo wird der Werth des ganzen 


Ausdrudes unverändert bleiben, da sin(2a—ı) durch diefe Subfti- 
tution in 

sin[X—2 (ee - ) - ı=sin[r — (2a. —ı)]=sin(2«—ı) 
übergeht. Der Werth von R bleibt alfo derfelbe, ob der Eleva— 


tionswinfel gleih « oder gleih 5 — («N fei, d. h. der ge- 


worfene Körper wird in berfelben Entfernung bie geneigte Ebene 
erreichen, ob er unter dem Einen oder dem anderen biefer beiden 
Elevationswinkel geworfen wird. 
Sft BAC der Neigungswinfel der fchiefen Ebene gegen den 
Horizont, AT die Richtung der anfäng- 
lichen Gefhwindigfeit und macht man 
den Winkel DAS gleih BAT; fo ift 
B Winkel BAT=TAC—BACl=o—ı 


Ai VER U und SAC=DAC-—-DAS =, —BAT 


=). Die Wurfweite AP bleibt fi alfo ſowol für 


den Elevationswinfel TAC, wie für den Winfel SAC oder ſo— 
wol für die Richtung AT, wie für die Nichtung AS gleich. 
Halbirt man dur die Linie AE den Winfel BAD; fo ift 


Binfel EAC=BACHBAE=BACH4BAD=:+4(3—.)= 


Di S:ı Ef 





T t 
ann: 
Der Winfel EAC ift alfo derjenige, welcher der größten 
Wurfweite entfpriht, und AE ift die Richtung, in welder ber 
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Körper geworfen werben muß, damit er auf der geneigten Ebene 
AB die größte Wurfweite erreicht. 

Man ficht, daß die Rihtungen AS und AT, welde gleichen 
Wurfweiten angehören, gegen die Richtung AE, welche der größ- 
ten Wurfweite zufommt, glei ftarf geneigt find, 


$. 120. Gefhwindigfeit eines geworfenen Kör- 
pers in den verfhiedenen Punkten feiner Bahn. 


Es ift fhon im $. 56 nachgewieſen, daß die von einem Kör- 
per, welcher fih unter der Einwirkung der Schwere in irgend 
einer Kurve bewegt, gewonnene oder verlorene Arbeit gleich der 
ift, welche ber Körper gewonnen oder verloren haben würde, 
wenn er fich, anftatt in einer Kurve, durch die vertifale Pro- 
jeftion diefer Kurve bewegt hätte, 

Demnah wird ein geworfener Körper, welcher fih von A 
bis P bewegt (ſ. die Figur zu $. 119) diefelbe Arbeit gewinnen 
oder verlieren, welche er gewinnen oder verlieren würde, wenn 
er fich vertifal von M nad P oder von P nad M bewegte, wo— 
bei PM die Projektion feines Weges auf die Richtung ber 
Schwere if. Nun ift die gewonnene oder verlorene Arbeit gleich 
der halben Differenz zwifhen den Tebenden Kräften im Anfange 
und am Ende der Bewegung. Sest man daher die Geſchwin— 
digkeit bei A gleih V und die bei P gleih vz fo ift die zwifchen 
A. und P verlorene Arbeit 

W W ta 
Zu re ($. 67%). Die über den Raum PM ent: 
wiefelte Arbeit it W.PM=W.y, wenn man PM mit y be 
zeichnet, und hieraus folgt ; 

Wor_,W 2 _ 
} P v?—} r v—=W.y ober 
V?—1?=2g9y 
oder auch, zur Beftimmung der Gefhwindigfeit vo in irgend einem 


Punkte der Kurve, 
v—=V?’—29y....(99 


Zentrifugalfraft. 
8. 121. Ein Körper von fehr Fleinen Dimenfionen bewege 
11 
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fih in einer frummen Linie AB, indem er fort- 
N während durd eine Kraft, deren Betrag —F 

\a tft, wenn fi der Körper im Punkte P feiner 
. H Bahn befindet, gegen einen gegebenen Punkt S 
—— * (den Mittelpunkt der Kraft) getrieben wird. 


PQ fei ein ſehr kleines Element der Bahn des Körpers, ſodaß 
man bie Kraft F während der Befchreibung dieſes Bahnelemen- 
tes als Fonftant und ber Richtung PS parallel annehmen Fann. 
Wird nun PR tangent an die Kurve bei P und QR parallel zu 
SP gezogen; fo ift PR der Raum, welchen der Körper in ber 
Zeit, wo er PQ durdläuft, befhrieben haben würde, wenn er 
nur mit feiner Wurfgefhwindigfeit allein von P aus ſich fort- 
bewegt hätte und nicht gegen den Punft S angezogen worden 
wäre; ebenfo ift RQ oder PT (wenn QT parallel zu RP gezo— 
gen wird) ber Raum, durch welchen der Körper durch die Anzie- 
hung gegen den Punkt S allein getrieben fein würde, wenn er 
von P aus nicht geworfen wäre. DBezeichnet man alfo mit © die 
Gefhwindigfeit, welche ber Körper unter ber legteren Voraus- 
fegung in dem Augenblide erlangt haben würde, wo er den Punft 
T erreichte; fo hat man, wenn 20 fein Gewicht barftelft, nad) $. 66 





FxPT= 23, 
ar 


Die Gefchwindigfeit vo, welche der Körper durch den Fall von 
P bis T unter der Wirkung der fonftanten, gleihförmig befchleu= 
nigenden Kraft F erlangt haben würde, ift gleih dem Doppel- 
ten ber Gefhwindigfeit, welche ihn mit gleihförmiger 
Bewegung in berfelben Zeit durch denfelben Raum PT treiben 
würde. (Denn wenn / die Zunahme an Gefchwindigfeit bezeich- 
net, welche die als Fonftant angenommene Kraft F dem Körper 
in der Sefunde mittheilen würde, und wenn £ bie Zeit ift, welche 
zur Befchreibung des Raumes PT erforderlich iftz fo ift nach g. 44 


v=ft; nad $. 46 ift aber aud Pr=ye=(5- =, 


ſodaß — die Geſchwindigkeit darſtellt, mit welcher der Raum PT 
in ber Zeit t gleichförmig durchlaufen werden könnte.) 
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Iſt daher V die wirkliche Geſchwindigkeit des Körpers im 
Punfte P feiner Bahn; x ze man 
4 J PT 


== * Taiſo v=2V. PR’ 


Subftituirt man a Werth von v in die vorhergehende Glei— 
chung; fo wird diefelbe 


BT—9 %_ vıfPT\: 
FXxPT=2 3 V (* rn) und man bat 


Beſchreibt man nun einen Kreis PQV, welder mit ber 
Kurve AB im Punkte P eine gemeinfchaftlihe Tangente hat und 
durch den Punft Q geht, verlängert PS bis zu dem Durdfchnitte- 
punfte V mit diefem Kreife und zieht QV; fo find die Dreiede 
PQV und QPR ähnlich, weit der Winfel RQP gleich dem Win- 
gel QPV (wegen des Parallelismus von QR und VP) und ber 
Winkel QPR gleich dem Winkel QVP in ne gegenüberliegenden 
Kreisabfchnitte if. Hieraus folgt 55 = =17 , alſo —B—— — 
Subſtituirt man dieſen Werth * QR in die Teste — 
ſo kommt 
w V? /PQ\? 

9 PV '\PR 

Diefe Gleichung ift richtig, wie Fein man auch PQ annehmen 
möge. Denft man fih nun das Kurvenelement PQ unendlich 
flein; fo wird die VBorausfesung, daß die Größe von F während 
der Befchreibung diefes Elementes konſtant und ihre Richtung 
parallel bleibe, mit dem wirflihen Zuftande einer veränderlichen 
Größe und Richtung jener Kraft zufammenfallen, das Verhältniß 
De wird gleich der Einheit werben, und ber Kreis PQV wird 
der Krümmungsfreis und PV eine Sehne bes Krümmungsfreifes 
werben, welche durch die Punkte P und S geht. Bezeichnet man 
diefe Sehne PV des Krümmungsfreifes mit C; fo erhält man 


F= 2 (100) 


| F=2 
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Die hierdurch beftimmte Kraft F ift offenbar gleich der, mit wel— 
cher fi der Körper bei feiner ftetigen Bewegung von dem Mit- 
telpunfte S zu entfernen ftrebt, und fünnte deshalb feine Zentri— 
fugalfraft genannt werden, Man beſchränkt jedoch im Allgemei- 
nen dieſe Bezeichnung bei ihrer Anwendung auf den Fall, wo fich 
ber Körper in einem Kreiſe herumbewegt, Tediglic auf diejenige 
Kraft, mit welcher er fih von dem Mittelpunfte dieſes 
Kreifes zu entfernen ftrebt, oder wenn fie auf den Fall einer 
Bewegung in irgend einer anderen Kurve angewendet wird, fo 
verfteht man darunter die Kraft, mit welcher fih der Körper 
von demMittelpunfte des Krümmungskreiſes feiner Bahn 
in dem Punkte, in welchem er fich eben befindet, zu entfernen 
firebt. Wenn fi der Körper in einer Freisförmigen Bahn her— 
umbewegt, und man denft fi, Derfelbe würde fortwährend gegen 
ben Mittelpunft diefer Bahn angezogen; fo fällt der Krümmungs- 
freis an irgend einem Punfte der Bahn mit derfelben zufammen, 
und die Sehne PV wird Einer ihrer Durchmeſſer. Bezeichnet 
man alfo den Halbineffer des Kreifes, welchen der Körper be— 
fhreibt, mit R; fo ift C=2R, und die Zentrifugalfraft, 
d. 5. die Kraft, mit welcher fih der Körper vom Mittelpunfte 
diefes Kreifes zu entfernen ftrebt, wird 


w VW? 
— + A0N 

Da ein Körper, welcher fih in irgend einer befiebigen Kurve 
bewegt, in jedem Punkte feiner Bahn wie ein folder betrachtet 
werden Fann, der fih momentan in dem Krümmungsfreife der 
Bahn an jenem Punfte herumbewegte; fo wird die Kraft F, mit 
welcher er von dem Mittelpunfte des Krümmungsfreifes zurüd- 
zumweichen ftrebt, durch die vorftehende Formel dargeftellt werden, 
wenn darin R für den Krümmungshalbmeffer der Babn in 
dem Punkte, wo fi) der Körper gerade befindet, genommen wird, 

Wenn « die Winfelgefhwindigfeit des Körpers um den Mit- 
telpunft bes Krümmungsfreifes feiner Bahn bezeichnet; fo ift V=aR, 
und daher auch 


F=* @R.... (102) 
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$. 122. Durch Transpofition der Gleichung (100) erbält man 
F F 
v»=4(2)c=2("2)40. 


Nach 8. 94 ſtellt “I die Geſchwindigkeitszunahme f dar, welche 


dem Körper von der Kraft F. in der Sefunde mitgetheilt werben 
würde, wenn derfelbe frei gegen den Punft S einfiele und die 
Kraft F fortwährend Fonftant bliebe. Ferner gebt aus $. 47 ber- 
vor, daß V die ganze Gefchwindigfeit fein würde, melde ber 
Körper unter der vorftehenden Borausjegung erlangt haben würde, 
wenn er dur einen Raum gleih 40 oder gleich dem vierten 
Theile der Sehne des Krümmungskreifes gefallen wäre, Dem: 
nach ift die Gefhwindigfeit eines Körpers, welcher fih in einer 
beliebigen Kurve bewegt und gegen den Mittelpunft einer Kraft 
angezogen wird, in irgend einem Punfte feiner Bahn gleich der, 
welche er erlangen würde, wenn er von dieſem Punkte aus gegen den 
Mittelpunkt der Kraft durch den vierten Theil derjenigen Sehne 
des Krümmungsfreifes fiele, welche durch den Mittelpunft der 
Kraft gebt, wobei die in jenem Punfte der Kurve auf ihn 
wirkende Kraft während des Falles Fonftant bliebe. In 
diefem Sinne fagt man von der Gefhwindigfeit eines Körpers, 
welcher fih in einer beliebigen Kurve um den Mittelpunkt einer 
Kraft bewegt, fie fei Die Dem vierten Theile der Sehne des 
Krümmungsfreifes zufommende Gefhwindigfeit, 


$. 123. Zentrifugalfraft eines Körpers von endli- 
hen Demenfionen, 


BC ftelfe eine fehr dünne Schicht eines ſolchen Körpers zwi: 
* ſchen zwei Ebenen dar, welche ſehr nahe anein— 
| ander liegen und auf einer gegebenen Are A, 
um welche fi der Körper drehet, perpendifular 
⸗ ſtehen. 
eat Zieht man durch A zwei rechtwinklige Koor— 
dDinatenaren Ax und Ay, bezeichnet mit m, das Bolum eines 
Elementes der Schicht BC, deffen Gewicht w, ift, und mit z,, 7, 
die Koordinaten AM,, AN, des Elementes my; fo hat man nad) 
Gleichung (102), wenn « die Winfelgefhwindigfeit des Körpers 
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darftellt, für die Zentrifugalfraft des Elementes m, den Werth 
a? 


nel, ‚Am,. Zerlegt man diefe Kraft, deren Richtung Am, ift, 

in zwei andere, deren Richtungen parallel zu Ar und Ay find; 
2 — 

ſo wird die erſtere durch 5 9, Am, .cosM, Am, oder durch 


2 —— 
iz und bie lebtere durch ——, Am,.cosN, Am, ober 


durch ud bargeftellt fein, Auf eine ähnliche Weife kann 


man bie Zentrifugalfräfte aller Elemente der Schicht BC zerle- 
gen, und erhält dadurch zwei Reihen von ee von des 
2 
nen bie parallel zu-Ax wirkenden durd — ———— 
2 
Tl und bie parallel zu Ay wirkenden durch an 


a? a? 
IT W2Ya> T Ws Yg5 +. ausgedrückt find. 


Bezeichnet man die Komponenten der Refultante aller diefer 
Kräfte in parallelen Richtungen zu Ar und Ay refp. mit X und 
Y; fo hat man — $. 11 


u? 

X= =TwiR u ut ER =-200=W6,, 

vr. q * w — +.. — * — — 
ng ıYı g 2Y2 393 7 uy— 9 23 
worin G, und G, bie — AG, und AG, des Schwer: 
punftes der Schiht BC und W ihr Gewicht bezeichnet (8. 18). 
Die gefammte Zentrifugalfraft F diefer Schicht if die Re— 
fultante diefer beiden Reihen von Kräften, und wird daher durch 


V X?-+-Y? ($. 11) dargeſtellt, ſodaß 
R 4 2 —— 
VpTEHRWT wVG°+G,, b. i. 
—w. G.... 103 
(103) 


iſt, worin G den Abſtand AG des Schwerpunktes ber Schicht 
von der Umdrehungsaxe bezeichnet. 
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Außerdem geht die Richtung diefer refultirenden Zentrifus 
galfraft durch A, weil die Richtungen aller ihrer Komponenten 
durch diefen Punkt geben. 


$. 124. Aus der vorftehenden Formel folgt, daß wenn ein 
Körper, ber fih um eine fefte Are drehet, durch 
Perpendifularebenen auf der Are in fehr dünne 
* Schichten zerlegt wird, die Zentrifugalfraft einer 
jeden Schicht gleich der ift, welche ftattfinden würde, 
wenn das ganze Gewicht berfelben in ihrem Schwer- 

p punfte vereinigt wäre, ſodaß, wenn bie Schwerpunfte 
alfer diefer Schichten in Ein und diefelbe durch Die Are gehende 
Ebene fallen, die Zentrifugalfräfte aller Schichten in ebenderfel- 
ben Ebene liegen und dafelbft parallele Kräfte bilden werben, 
welche fämmtlih auf der Are perpendifular fliehen. Die Reſul— 
tante aller diefer parallelen Kräfte ift daher in diefem Falle gleich 
ihrer Summe, wobei diejenigen Kräfte negativ zu nehmen find, de— 
ren zugehörige Schichten ihre Schwerpunfte auf der entgegengefeg- 
ten Seite der Are haben und welche mithin Zentrifugalfräfte dar- 
ftellen, die nach der entgegengefegten Richtung der übrigen mwir- 
fen. Stellt demnach F’ die ganze Zentrifugalfraft eines folchen 


2 
Körpers dar; fo hat man F=7-2W G. Wenn man aber mit 







W’ das Gewicht des ganzen Körpers und mit G’ den Abftand 
feines Schwerpunftes von der Are bezeichnet; fo ift SWG=W’G’, 
und mithin 2 

F=-W'G'....(104) 


In dem Falle alfo, wo ein fih drehender Körper durch 
Perpendikularebenen zur Umdrehungsare in fehr dünne Schich— 
ten zerlegt werben kann, deren Schwerpunfte ſämmtlich in Eine 
durch die Are gehende Ebene fallen, ift die Zentrifugalfraft gleich 
der, welche ftattfinden würbe, wenn das ganze Gewicht des Kör- 
pers in feinem Schwerpunfte vereinigt wäre, ſodaß diefe Eigen- 
fchaft dem ganzen Körper ebenfo gut zufommt, wie fie einer 
jeden feiner elementaren Schichten angehört. 

Da ferner die Zentrifugalfräfte der einzelnen Schichten pa— 
rallele Kräfte find, ſobald bie Schwerpunfte diefer Schichten 
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in Eine durch die Umbdrehungsare gehende Ebene fallen, und da 
ihre Richtungen fämmtlih in diefer Ebene liegen; fo folgt (8. 
16), daß wenn man von irgend einem Punkte O der Are Die 
Momente jener parallelen Kräfte mißt, mit x den perpenDifularen 
Abftand OA irgend einer Schicht BC vom Punfte O und mit H den 
Abftand der — MEIN une von demfelben Punkte bezeichnet, 


HT2WG= EWGz, und mithin 


ZWGr 


H= we 


..... (105) 
iſt. 

Die Gleichungen CIOM und (105) beſtimmen die Größe und 
den Angriffspunft der Refultante aller Zentrifugalfräfte des Kör- 
pers unter der Borausfegung, daß derfelbe in elementare Schich— 
ten zerlegt werden fünne, welche auf der Imdrehungsare perpen— 
bifular ftehen und ihre Schwerpunfte ſämmtlich in Einer durch 
die Are gehenden Ebene haben, 

Es leuchtet ein, daß dieſe Bedingung erfüllt wird, wenn 
der Körper in Beziehung zu einer gewiffen Are fommetrifch ift, 
welche mit ber Umdrehungsare in derfelben Ebene Tiegt, wobei 
es dann gleihgültig ift, ob jene erftere Are die letztere fchneibet, 
oder mit derfelben parallel läuft, 

Wenn unter der obigen Borausfegung USWG=o ift, 
d. h. wenn der Schwerpunft des Körpers in der Umdrehungsare 
liegt; fo verſchwindet die Zentrifugalfraft, Diefer Fall tritt 
offenbar ein, fobald fih ein Körper um eine Are drebet, für 
welche er ſymmetriſch iſt; man fieht, daß alsdann die Umdrehungs— 
are durch die Zentrifugalfraft feinen Drud zu erleiden bat. 


$. 125. Wenn die Schwerpunfte der elementaren Schichten, 

ioe in welche ber Körper Durch Perpendifularebenen zu 

: 1a der Umdrehungsare zerlegt wird, nicht in Ein und 
biefelbe durch dieſe Are gehende Ebene fallen; fo 
liegen auch die Zentrifugalfräfte der einzelnen Schich— 
ten nicht in Einer Ebene, fondern Divergiren in ver: 
ſchiedene Richtungen um jene Are. In einem folchen 
Falle Fann die Größe und Richtung ihrer Neful- 
tante durch Die vorftehenden nn nicht ge: 
funden werben. 
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Das Prinzip der virtuellen Gefhwindigfeiten. 


$. 126. Wenn irgend ein Drud P, deffen Angriffe» 
punft A gezwungen wird, ſich durch die gerade Linie 
AB zu bewegen, in drei andere X, V, Z parallel zu 
brei rehtwinfligen Aren, Ox, — Oz zerlegt wird, 
und wenn AC, AD, AE und AM die Projektionen von 
AB refp. auf dieſe Aren und auf AP find; fo wird die 
Arbeit von P bei der Befchreibung des Raumes AB 
gleih der Summe der Arbeiten von X, Y, Z refp. 
burd die Räume AC, AD, AE, oder es wirb 

X.AC+Y.AD+Z.AE=P.AM 

fein, 

Die Neigungswinfel der Richtung von 
P gegen die Aren Ox, Oy, Oz feien reſp. 
m a, ß, y, und die Neigungswinfel von AB 
—0 gegen biefelben Aren feien a), 81, 13 als— 
Ei dann hat man ($. 12) 


I. TE X=Pcosa, Y=Peosß, Z=Pcosy und 
AC=AB.cose,, AD=ABcosß,, AE=ABecosy,. 
Hieraus folgt 
X.AC=P.AB.cosa.coso,, Y.AD=P.AB.cosß.cosß,, 
Z.AE=P.AB.cosy.cosy, und demnad) 
X.AC.-+-Y.AD-Z.AE—P.AB (cosa.cosa;—-eosß.cosß; -H cosy.cosyı). 


Nah einem befannten Sage der analytifhen Geometrie ift 
aber | 


c05«.c0Sa, +cosß.cosß, +cosy.cosyp, h=oosPAB, 
und daher 


X.AC+Y.AD-+Z. AE=P. ABcosPAB. 
Weil nun endlich ABcosPAB=AM iſt; fo folgt 
X.AC+Y.AD-+Z.AE—=P.AM. 


Die Arbeit der Kraft P durch AM ift aber gleich der durch 
AB ($. 52) und mithin der obige Sag erwieſen. 
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$. 127. Wenn mehrere auf irgend ein Syſtem an- 
gebrachte Kräfte untereinander im Gleichgewichte find, 
und man nöthigt ihre verfhiedenen Angriffspunfte, 
ungemein fleine Räume zu befhreiben, fo jedoch, daß 
fih die Bewegung der einzelnen Punfte mit der me— 
banifhen Verbindung des Syftemes verträgt; fo wird 
bie gefammte Arbeit derjenigen Kräfte, deren An- 
griffspunfte fih in direften Rihtungen ber darauf 
angebradten Kräfte bewegen, gleih der gefammten 
Arbeit der übrigen Kräfte fein, deren Angriffspunfte 
fih in entgegengefegten Reg Eannen ber Darauf anger 
braten Kräfte bewegen. 


Denn zerlegt man alle an dem Syſteme angebrachten Kräfte 
in drei Reihen von Kräften, welche drei rechtwinfligen Aren pa- 
ralfel find, und bezeichnet dieſe Reiben refp. mit A, B und 03 
fo muß die Refultante der parallelen Kräfte einer jeden Reihe 
null fein. Denn wenn irgend Eine diefer Refultanten einen end- 
lihen Werth hätte; fo würden aud die gefammten drei Reihen 
eine Refultante haben, was nicht möglich ift, da biefelben im 
Öleihgewichte fein follen (vergl. $. 5 des Anhanges zum * 
Abſchnitte). 

Nun nehme man an, die Bewegung der Angriffspunkte en 
Kräfte fei fo gering, daß fih die Größen und Rihtungen 
der Kräfte während der Bewegung nur um ungemein Fleine Ber 
träge ändern und daß mithin die Komponenten an irgend einem 
Angriffspunfte fehr nahe diefelben Wertbe behalten. Unter bies 
fer Borausfegung bezeichne man mit u,, %,, u, die Arbeiten 
ber Komponenten an einem beliebigen Punkte, ferner mit Zu, 
die Snmme ber Arbeiten aller Komponenten der Reihe A, mit 
Zu, die Summe der Arbeiten aller Komponenten der Reihe B 
und mit Zu, die Summe ber Arbeiten aller Komponenten 
der Reihe C. 


Da die parallelen Kräfte der Reihe A feine Refultante 
haben; fo ift nach $.59 die Summe der Arbeiten von denjenigen 
Kräften diefer Reihe, deren Angriffspunfte fih in den direkten 
Richtungen ihrer Kräfte bewegt haben, gleich der Summe ber 
Arbeiten der übrigen Kräfte diefer Reihe, deren Angriffspunfte 
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ſich in entgegengeſetzten Richtungen ihrer Kräfte bewegt haben, 
ſodaß Zu,=o wird, wenn man bie Werthe von u,, welche 
diefe Summe bilden, in Uebereinftimmung mit der Iegteren Be- 
Dingung, refp. pofitiv oder negativ nimmt. 
Ebenfo hat man FZu,=o und Zu,=o, und daher aud 
S(u, tu,tu,)=o. 
Stellt aber U die Arbeit der Kraft P dar, deren Kompo- 
nenten in parallelen Richtungen zu den brei Aren die Arbeiten 
Us Un, Us geliefert haben; fo ift nach dem vorfichenden Para- 


raphe 
— ut, +,=U, 
und demnach 

ZU=o,....(106) 
in welchem Ausbrude U nad denfelben Bedingungen, welche für 
5 Lg; U, galten, pofitiv oder negativ zu nehmen ift, d. h. 
jenachdem die Arbeit an einem jeden Punkte in der Richtung der 
darauf angebrachten Kraft felbft oder in entgegengefegter Rich- 
tung verrichtet ift. Hieraus folgt, daß die Summe der Arbeiten 
nad der Einen dieſer beiden Richtungen gleich der Summe der 
Arbeiten nad der entgegengefesten Richtung ift. 

Die Projektion der Linie, welde der Angriffspunft irgend 
einer Kraft befchreibt, auf die Richtung dieſer Kraft, beißt bie 
virtuelle Gefhwindigfeit der Lesteren, und das Probuft die⸗ 
fer virtuellen Gefchwindigfeit in die Kraft felbft, nennt man ihr 
virtuelles Moment, ſodaß das virtuelle Moment einer Kraft 
mit ihrer Arbeit übereinftimmt. Bezeichnet man daher irgend 
eine Kraft des Syſtemes mit P und ihre virtuelle Geſchwindig— 
feit mit p5 fo bat man Pp=U und nad der vorftehenden 
Gleichung 

=Pp=o. 

In diefem Sage, welcher als Bedingungsgleichung für den 
Zuftand des Gleichgewichtes mehrerer auf ein Syſtem angebrach⸗ 
ter Kräfte fehr häufig benugt wird, beftebt das Prinzip der 
virtuellen Gefhwindigfeiten 9. 


*) Diefer Beweis bes Prinzipes der virtuellen Geſchwindigkeiten ift hier zum 
erften Male von dem Verfaſſer mitgetheilt. 
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$. 138. Wenn die Kräfte eines gegebenen Syſte— 
mes von der Art find, daß fie fih bei der Bewegung 
ihrer Angriffspunfte durch mebrere unmittelbar auf 
einander folgende Lagen fortwährend im Gleichge— 
wichte erhalten; fo ift in Beziehung zu irgend einer 
endlihen Bewegung ber Angriffspunfte durch Diefe 
Neibe von- Lagen die gefammte Arbeit derjenigen 
Kräfte, welde in denfelben Richtungen wirfen, in 
weldhen ihre Angriffspunfte bewegt werden, gleid 
dDergefammten Arbeit derübrigen Kräfte, welde in ent- 
gegengefesten Richtungen wirken. 


Dieſes Prinzip iſt in dem vorhergehenden Sage nur uuter 
der Borausfegung bemwiefen worden, daß die Bewegungen ber 
einzenen Angriffspunfte ungemein klein feien, ſodaß Die von 
einer jeden Kraft verrichtete Arbeit nur über einen äußerſt Flei- 
nen Raum entwidelt iſt. Dasfelbe läßt fi jedoch aud auf den 
Fall ausdehnen, wo die Bewegung eines jeden Angriffspunftes 
und die von jeder Kraft verrichtete Arbeit über einen noch fo 
großen Raum erfolgt ift, wofern nur die Kräfte des Syſtemes 
in allen den verfchiedenen Lagen, welche ihre Angriffspunfte all- 
mählig annehmen, miteinander im Gleichgewichte find; denn es 
leuchtet ein, dag wenn es eine Reihe folder unmittelbar aufein- 
ander folgender Lagen gibt, das Prinzip für eine jede Feine Be- 
wegung aus der Einen in bie andere diefer Lagen, und demnach 
au für die Summe aller folcher Bewegungen des Syſtemes aus 
irgend Einer diefer Lagen in irgend eine andere, daß beißt 
für Die ganze Bewegung des Syftemes durch alle Zwifchenlagen 
Gültigfeit hat. 


Das Prinzip der lebendigen Kräfte. 


$. 129, Wenn die Kräfte irgend eines Syſtemes 
miteinander niht im Gleichgewichte find; fo ift die 
Differenz zwifhen der gewonnenen Arbeit derjenigen 
Kräfte, deren Angriffspunfte fih in den direkten Rich— 
tungen ihrer Wirfungen bewegen, und der verlorenen 
Arbeit der übrigen Kräfte, deren Argriffspunfte fi 
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in den entgegengefesten Rihtungen bewegen, gleid 
ber Hälfte der gewonnenen lebenden Kraft des gan- 
zen Syſtemes. 


Denkt man fi in einer jeden der unmittelbar aufeinander 
folgenden Lagen, welde das Syſtem von Körpern nah und nad 
annimmt, auf einen jeden Körper eine Kraft angebracht, welche 
der wirffamen Kraft desfelben (8. 103) gleich und gerade 
entgegengefeut ift; fo wird das Syſtem in allen Lagen im Gleich— 
gewichte fein, wenn es gezwungen wirb biefelben ſukzeſſive ein- 
zunebmen, 

Sowie nun die Körper, welche das Spftem bilden, und die 
verschiedenen Angriffspunfte der darauf angebrachten Kräfte durch 
beliebige endlihe Räume aus der Einen Page in die andere über- 
geben, fo fei Fu, die gefammte Arbeit derjenigen auf das Sy— 
tem angebrachten Kräfte, deren Richtungen mit denen ber 
Bewegungen ihrer Angriffspunfte übereinftimmen, und Fu, bie 
gefammte Arbeit der übrigen auf das Syſtem angebradten 
Kräfte, welche in entgegengefegten Richtungen wirfen; ferner 
bejeichne Su, die gefammte Arbeit der auf das Syſtem ange- 
braten Kräfte, welche den wirffamen Kräften gleich und ent- 
gegengefegt find. Es Teuchtet ein, daß die Nichtungen biefer 
lesteren, den wirffamen Kräften entgegengefegten Kräfte auch den 
Richtungen der Bewegung ihrer verfchiedenen Angriffspunfte 
direft entgegengefent find, fodaß im Ganzen Su, die gefammte 
Arbeit derjenigen Kräfte, deren Richtungen mit den Bewegun— 
gen ihrer Angriffspunfte übereinftimmen, und Su,+Iu, bie 
gefammte Arbeit der übrigen Kräfte bezeichnet, welche nad ent- 
gegengefegten Richtungen der Bewegungen ihre Angriffspunfte 
wirfen. Da nun nah dem b’Alembertfhen Prinzipe zwifchen 
den vorftehend genannten Kräften in jeder unmittelbar aufeinans 
der folgenden Lage des Syſtemes Gleichgewicht befteben muß; 
fo folgt nad dem vorhbergebenden Paragrapbe, daß man aud für 
eine Bewegung durch beliebig viele folder Lagen 

Su, =F3u,+ u, oder 
Su, u, =Xu; ....(10NM 
bat, 
Hierin bezeichnet u, Die Arbeit einer Kraft, welche der wirk- 
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famen Kraft eines jeden Körpers des Syſtemes gleich und ent- 
gegengefegt iſt; die Arbeit einer ſolchen Kraft durch irgend einen 
Raum ift aber gleich ber Arbeit, welche die wirffame Kraft, 
wenn ihr fein Widerftand entgegenfteht, in dem Körper beim 
Durchlaufen diefes Raumes anhäuft (58. 68), oder fie ift gleich 
der Hälfte der Differenz zwifchen der Iebenden Kraft des Kör- 
gers im Anfange und am Ende ber Zeit, während welcher biefer 
Raum befchrieben ift ($. 69). Demnach ift Zu, gleich der Hälfte 
der Summe aller Differenzen zwifchen ben lebenden Kräften ber 
einzelnen Körper des Syſtemes in den beiden betrachteten Zeit- 
punkten, und man bat 


Zu, -Iu=}7- (02? — viꝰ) + XF 0 (108) 


Hieraus folgt, daß die Differenz zwiſchen der geſammten 
Arbeit Zu, derjenigen Kräfte, welche in der Richtung der Be— 
wegung ihrer Angriffspunfte wirfen, und der gefammten Arbeit 
Zu, der übrigen Kräfte, welche in entgegengefegter Richtung ber 
Bewegung ihrer Angriffspunfte mwirfen Coder mit anderen Wor⸗ 
ten, die Differenz zwifhen der Gefammtarbeit der befhleuni- 
genden Kräfte und ber verzögernden Kräfte bes Syſtemes) 
gleih der Hälfte der bei ber Entwidelung dieſer Arbeiten ge- 
wonnenen ober verlorenen lebenden Kraft des Syftemes if. In 
diefem Satze beftebt das Prinzip der lebendigen Kräfte. 


$. 130. Die Hälfte der Tebenden Kraft des Syftemes mißt 
die in demſelben angehäufte Arbeit; das Prinzip der Tebendigen 
Kräfte lehrt daher, daß die ganze Differenz zwifchen der Arbeit 
derjenigen Kräfte, welche die Bewegungen ber Theile des Syſte— 
mes zu befchleunigen ftreben, und derjenigen, welche biefelben zu 
verzögern ftreben, in ben fih bewegenden Theilen des Spftemes 
vollftändig angehäuft wird, ſodaß Feine Arbeit verloren geht 


) Einige Scriftftellee nennen nit den Ausdruck I, fonbern 4 bie 
lebende Kraft bed Elementes, beffen Gewicht ww "4 und bemnad auch nicht 
w 
> T (v2? — v,?), fondern 42 — (v3? — v2) die gewonnene lebende Kraft bes 


ganzen Syſtemes. Hiernach beftände vermöge des Prinzipes der Iebendigen Kräfte 
————— der mitgetheilten Arbeit und der gewonnenen lebenden Kraft 
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und bie ganze Arbeit, welche von den befchleunigenden Kräften 
über die verzögernden ausgeübt wird, in dem Spfteme als ange- 
bäufte Arbeit verbleibt. 

Diefes Prinzip ift allgemein für irgend ein mechanifches 
Spftem bewiefen worden und gilt daher für die Fomplizirtefte 
Mafchine. Der ganze Betrag der Arbeit, welche die bewegende 
Kraft entwidelt, wird zum Theil an den Punkten der Mafchine 
vernichtet, wo ber Bewegung berfelben der Nuswiderftand ent- 
gegentritt, zum Theil wird biefelbe zur Überwindung der Reis 
bung und anderer ſchädlichen Widerftände verbraudt, und ber 
ganze Reſt wird in den fih bewegenden Theilen der Mafchine 
angehäuft, ſodaß berfelbe fortwährend disponibel ift, um bei 
irgend einer Shwädhung ber bewegenden Kraft mit verwendet zu 
werben oder um bie Mafchine noch eine Zeit lang fortzuführen, 
nachdem ihr die Wirkung der bewegenden Kraft gänzlich entzogen 
iſt. 


$. 131. Wenn die Kräfte irgend eines Syſtemes 
(welche in allen Lagen, die das Syftem nah und nad 
annimmt, niht im Gleichgewichte find) durch eine 
Gleichgewichtslage geben; fo wird bie lebende Kraft 
des Syftemes in demfelben Augenblide ein Marimum 
oder ein Minimum fein, 


Denn bezeichnet man, wie in $. 129, Die gefammte Arbeit, 
welche in ben Richtungen ber Bewegungen ber einzelnen Theile 
des Syftemes verrichtet wird, mit Su, und die gefammte Arbeit, 
weldhe in entgegengefegten Richtungen ber Bewegungen biefer 
Theile verrichtet wird, mit Iu,; fo ift die Hälfte der gemonnes 
nen lebenden Kraft des Syftemes = Fu, — Zu, ($. 129). Sowie 
das Syſtem aus irgend einer Lage in eine andere übergeht, ver- 
mehrt fih offenbar eine jede der beiden Größen Zu, und Zu,.. 
Wähft nun Fu, um einen größeren Betrag, als Zu,; fo 
nimmt aud bie lebende Kraft des Syftemes bei diefer Ortsver⸗ 
änderung ber einzelnen Theile zu: wächft dagegen Su, um einen 
geringeren Betrag, ald Iu,; fo nimmt bie lebende Kraft bes 
Syſtemes bei biefer Bewegung ab. Bezeichnet man alfo mit 
AZu, und AZu, bie Infremente von Su, und Zu, während 
ber gedachten Veränderung ber Lage des Spftemes; fo ftellt 
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(Zu, +AZu,)—(Zu,+A2u,) oder (Zu, —Iu)+(AZu, 
— AZu,) die Hälfte der lebenden Kraft des Syſtemes nad) Die- 
fer Veränderung der Lage dar, und es leuchtet ein, daß die vor- 
ber ftattgefundene lebende Kraft des Syitemes hierdurch vermehrt 
oder vermindert fein wird, jenachdem Alu, größer oder Feiner 
ift, als Zuz; daß fih aber der Betrag der lebenden Kraft gar 
nicht geändert haben wird, wenn >u, gfeih Su, if. 

Nun geht aus dem Prinzipe der virtuellen Gefchwindigfeiten 
($. 127) hervor, daß der letztere Fall gerade dann eintritt, wenn 
das Syſtem durch eine Gleichgewichtslage geht, indem alsdann 
die gefammte Arbeit derjenigen Kräfte, welde Die Bewegungen 
ihrer Angriffspunfte zu befchleunigen ftreben, genau gleich der 
gefammten Arbeit der übrigen Kräfte ijt, welche die Bewegungen 
ihrer Angrifföpunfte zu verzögern ſtreben. Für eine ungemein 
kleine Veränderung ber Lage, welche durd eine Gleichgewichts— 
Yage geht, hat man alfo Alu, =Au,, eine Gleichheit, welche 
übrigens in feinem anderen Falle ftattfinden kann, wo der Kör— 
per nicht Durch eine foldhe Lage des Gleichgewichtes geht. 

Da mithin die Summe Fu, — Su, und demzufolge die ge- 
fainmte lebende Kraft des Syſtemes fortwährend zu> ober ab— 
nimmt, bis das Spftem eine Gleihgewichtslage erreicht, und 
dann (wenigftens für irgend einen endlichen Zeitraum) aufhört 
zus oder abzunehmen; fo folgt, daß die lebende Kraft in jener 
Lage ein Marimum oder ein Minimum ift. 


$. 132, Wenn die Kräfte irgend eines Syftemes 
durh eine Gleichgewichtslage geben; fo wird Die le— 
bende Kraft entweder ein Marimum oder ein Minis 
mum fein, jenachdem das Gleihgewicht in dieſer Lage 
ftabil oder nicht ſtabil ift. 


Denn man begreift, daß wenn bie lebende Kraft in irgend 
einer Gleichgewichtslage des Syftemes ein Marimum wäre, for 
daß die lebende Kraft beim libergange des Syſtemes aus biefer 
Gleichgewichtslage in irgend eine andere um endliche Räume da- 
von abftehende Lage Feiner würde, als fie vorher war, Die ges 
fammte Arbeit derjenigen Kräfte, welche die Bewegung zwiſchen 
biefen beiden Lagen zu befchleunigen ftrebten, kleiner geweſen 
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jein muß, als die der übrigen Kräfte, welde die Bewegung zu 
verzögern ftrebten ($. 131). Nun nehme man an, der Körper 
fei in jener Gleihgewichtslage zur Ruhe gebradht, und es fei 
ihm alsbann ein fehr Heiner Impuls zur Bewegung gegeben, 
wodurh unmittelbar ein Gefammtbetrag von lebender Kraft 
—=ImV? erzeugt wäre. Bei dem Übergange aus diefer Gleich— 
gewichtsfage in die andere vorhin erwähnte Lage nehme nun bie 
lebende Kraft des Körpers den Werth Imv? an, und die ges 
fammte Arbeit derjenigen Kräfte, welche bei dieſem Übergange 
die Bewegung zu befchleunigen ftrebten, fei = ZU,, und die ber 
übrigen Kräfte, welche die Bewegung zu verzögern ftrebten, fei 
=FU,; alsdann wird aus den obigen Gründen SU, größer 
fein, als FU,. Außerdem bat man nad dem Prinzipe der le— 
bendigen Kräfte 


4mv’—,ImV?=XU,— SU, alfo 
Smv’—=ImV?--2(ZU,—SU,), 


in welcher Gleihung das Glied 2CFU,— SU,) mit Rückſicht 
auf die befondere Reihenfolge von Lagen, durch welche ſich der 
Körper in der Nachbarſchaft der Gleihgewichtslage bewegen fol, 
durhaus pofitiv if. 

Für eine jede Ddiefer Lagen muß es daher einen gewiflen 
Werth von ImV?, das heißt einen gewiffen urfprünglichen Im— 
puls zur Fortbewegung des Syſtemes aus feiner Gleichgewichts— 
lage geben, welcher bewirkt, daß die rechte Seite der vorftehen- 
den Gleihung und demnah aud ihre linfe Seite Imv”? ver: 
ſchwindet. Nun ift ein jedes Glied der Summe Imv? wefent- 
lich pofitiv; diefe Summe fann alfo nur verfhiwinden, wenn ein 
jedes ihrer Glieder verfchwindet, das heißt, wenn die Gefhwins 
digkeit eines jeden Körpers des Syftemes null wird, oder das 
ganze Spftem zur Ruhe kommt. Diefe Ruhe kann indeſſen nur 
momentan fein; denn nad der Vorausfegung ift die Lage, in 
welche es gebracht wird, Feine Lage des Gleichgewichtes. Fer— 
ner kann die wiederanhebende Bewegung des Spftemes nicht in 
der Richtung erfolgen, in welcher fie vorher ftattgefunden hatte, 
weil alsdann das negative Glied auf der rechten Seite der obi— 
gen Gleichung noch weiter anwachſen — poſitive Glied 
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überfchreiten würde, ſodaß bie Yinfe Seite Emo? der Gleichung 
negativ werden müßte, was unmöglich ift. 

‘Die weitere Bewegung des Syftemes fann demnach nur da— 
durch eingeleitet werden, daß fi die Richtungen der Bewegun— 
gen der verſchiedenen Elemente umfehren, fodaß die entſprechenden 
Größen, um welche refp. SU, und FU, vorher wuchſen, ihre 
Zeichen ändern und der ganze Werth von FU, —SU,, welcder 
vorher fortwährend zunahm, nun fortwährend abnimmt. In 
diefem Falle wird ſich alsdann Imo? fo lange vermehren, bis ihr 
Werth in dem Augenblide, wo FU, —FU,=o wird, wieder 
gleich ZmV? geworden ift, das heißt, bis das Syftem wieder Die 
Tebende Kraft gewonnen bat, mit welcher es die Oszillation befam. 

Hieraus geht hervor, daß es für eine jede der vorausgefeg- 
ten Lagen des Spftemes (zu deren Reihenfolge nämlid die ans 
genommene Gleichgewichtslage die Beziehung einer Lage bes 
Marimums der Tebenden Kraft hat) einen gewiffen Impuls ober 
Betrag an Tebender Kraft gibt, durch deffen Mittheilung das im 
Gleichgewichte befindlihe Syſtem veranlaßt wird zu oszilliren, 
bis e8 jene Lage erreicht, in welcher es für einen Augenblid in 
Ruhe bleibt, und aus welcher es alsdann wieder in feine frühere 
Gfeichgewichtsfage mit derfelben lebenden Kraft zurüdfehrt, mit 
ber e8 die Bewegung begann. Da Dies für eine jede Page der 
gedachten Reihenfolge gilt; fo folgt, daß Dasfelbe für eine jede 
Bewegung oder für einen jeden Impuls Richtigkeit hat, welder 
das Spftem nicht über diefe befondere Neihe von Lagen hinaus: 
treibt, fodaß das Syſtem, wenn es durch irgend einen foldhen 
Impuls aus der Gleihgewichtslage gebracht ift, ftets in Diefelbe 
wieder zurüdfehrt und demnah das Gleichgewicht des Spftemes 
in dieſer Lage ſtabil ift. » 

Wenn aber auf der anderen Seite die urfprünglide Gleich» 
gewichtslage Eine von denen ift, in welchen die lebende Kraft 
ein Minimum wird; fo muß Die gefammte Arbeit derjenigen 
Kräfte, welche die Bewegung zu befchleunigen ftreben, nachdem 
das Spftem durch diefe Lage gegangen ift, größer fein, als die 
ber übrigen Kräfte, welde die Bewegung zu verzögern ftreben, 
fodaß bei derfelben Bewegung wie vorhin FU, größer, als FU, 
und die rechte Seite der obigen Gleichung nothwendig pofitiv 
fein muß. Bon welcher Art alfo der anfängliche Impuls und 
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die dadurch mitgetbeilte Tebende Kraft .ImV? aud gewefen fein 
mag, der Werth von Smv? muß fortwährend wachen, ſodaß das 
Syſtem niemals (d. h. innerhalb der Reibenfolge von Lagen, zu 
denen die angenommene Gleichgewichtslage in der Beziehung 
einer Lage des Minimums der lebenden Kraft ftebt) in einen 
Zuftand der augenblidlihen Ruhe fommen kann, fondern feine 
Bewegungen fortwährend befchleunigen und fi immer mehr von 
der Gleichgewichtslage entfernen wird. Hieraus folgt, daß das 
Gleichgewicht in dieſer Lage nicht ftabit ift, 


Neibung 


$. 133. Es ift ein Begenftand der Erfahrung, daß ſich der 
Bewegung eines Körpers auf der Oberfläche eines anderen im- 
mer ein gewiffer Widerfland entgegenfest, wie glatt auch die in 
Berührung befindlihen Flächen fein mögen, und zwar Außert 
fih diefer Widerftand nicht bloß im erften Anfange, fondern auch 
in jedem folgenden Augenblide der Bewegung, ſodaß nit al- 
fein ein gewiffer Kraftaufwand erforderfih ift, um den Einen 
Körper auf der Oberfläche des anderen aus dem Zuſtande ber 
Ruhe in den der Bewegung zu verfegen, fondern aud fer 
ner eine gewiffe Kraft erfordert wird, um dieſen Zuftand ter 
Bewegung zu erhalten. Der Widerftand, welcher ſich biernad) 
der Bewegung des Einen Körpers auf der Oberflähe des an— 
deren entgegenfest, fobald beide Körper gegeneinander gebrüdt 
werden, heißt die Reibung oder Friktion; derjenige Wider: 
fand, welcher fih dem Übergange aus dem Zuftande der Ruhe 
in den der Bewegung widerfegt, wird Die Reibung ber Ruhe 
und der, welcher den Zuftand der Bewegung fortwährend begleitet, 
wird die Reibung der Bewegung genannt. 

Die bauptfählichiten Berfuche über die Reibung find von 
Conlomb, Vince, G. Rennie, N. Wood und neuerdings von Mo- 
rin angeftellt worden. Diefelben beziehen fih 1) auf den Zus 
fammenhang zwifchen der Reibung der Ruhe und der ber Bewe, 
gung; 2) auf die Variationen der Neibung für diefelben in Be— 
rührung befindlichen Flächen bei verfhiedenen Preffungen; 
I) auf die Beziehung zwifchen der Reibung und der Ausdeh— 
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nung der Berührungsfläden, 4) auf die, Beziehung zwifchen 
dem Betrage der Reibung der Bewegung und ber Gefchmwindig- 
feit der Bewegung; 5) auf den Einfluß fchlüpfrig machender 
Subftanzen auf die Gefege und den Betrag der Reibung unter 
denfelben Umftänden des Drudes und der Berührung. Im Fols 
genden follen die wichtigſten Refultate mitgetheilt werden, welche 
aus diefen Berfuchen hervorgehen und welche die Gefege ber 
Reibung bilden. | 

1. Die Reibung der Bewegung ift denfelben Gefegen unter» 
worfen, wie bie der Ruhe, ftimmt mit biefen Gefegen aber in 
den meiften praftiichen Fällen beffer überein. Unter denfelben Um- 
ftänden des Drudes und der Berührung find beide Reibungen 
übrigens dem Betrage nad verſchieden. 

2. Wenn fein Fett zwifchen die Körper gebradt wirb; fo 
ift die Reibung zweier Flächen (ſowol die der Ruhe, wie bie ber 
Bewegung) dem Drude proportional, mit welchem biefelben per- 
pendifular gegeneinander gepreßt werden (bis zu einer gewiſſen 
Gränze diefes Drudes auf die Flächeneinheit), ſodaß für irgend 
zwei gegebene Berührungsflächen ein Eonftantes Verhältniß ber 
Reibung zu dem perpendifularen Drude ftattfindet. Während 
diefes Verhältnig aber für biefelben reibenden Flächen dasfelbe 
bleibt, ift es für verfchiedene Flächen verjchieden. Sein befonde- 
rer Werth in Beziehung zu zwei beftimmten Berührungsflächen 
heißt der Reibungsfoeffizient für diefe Flächen. Die Rei— 
bungsfoeffizienten für diejenigen Flächen, welche in den meiften 
Fällen die in den Mafchinen vorkommenden Reibungsflächen bil- 
den, find in einer Tabelle zufammengeftellt, die fih am Ende die— 
fes Werfes befindet. 

3. Wenn die Reibungsflähen mit feiner fettigen Subftanz 
beftrichen find; fo ift die Reibung von der Ausdehnung diefer 
Flächen völlig unabhängig, ſodaß in allen Fällen, wo der Drud 
der beiden Flächen gegeneinander ſich gleich bleibt, ohne eine ge— 
wiffe Gränze für die Flächeneinheit zu überfchreiten, ihre Rei— 
bung denfelben Werth behält, was aud immer die Ausdehnung 
ihrer in Berührung befindlihen Theile fein mag. 

4. Die Reibung der Bewegung ift von der Gefhwindigfeit 
ber Bewegung ganz unabhängig. 

5. Wo fettige Subftanzen zwifchen die Berührungsfläden 
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gebracht werben, hängt der NReibungsfoeffizient von der Beſchaf— 
fenheit und der größeren oder geringeren Menge der verwende: 
ten Subftanz ab. Hinfihtlih der Menge des angewendeten Fet- 
tes find zwei Gränzfälle zu unterfcheiden; Ein Mal der, wo bie 
Berührungsflächen mit der fettigen Subftanz nur leicht abgerieben 
werden, und ferner der, wo in Folge der größeren Fülle und 
ber zäben Konftftenz des angewendeten Fettes, ſowie der bebeu- 
tenden Ausdehnung der Berührungsflihen im Berbältniffe zu 
dem obwaltenden Drude fi fortwährend eine zufammenhängende 
Lage der fettigen Subftanz zwifchen den in Bewegung begriffe- 
nen Flächen befindet, und die Reibung demnach fo weit vermin- 
dert ift, wie es durch die Anwendung diefer befonderen Art von 
Fett nur möglich gemacht werden fann. In dem lesteren Falle 
bängt die Stärfe der Reibung eber von der Natur des Fettes, 
ald von der der Berührungsflächen ab, wie Dies Morin durch 
eine große Anzahl von Verſuchen über dergleihen Reibungsver- 
bältniffe beftätigt bat. Derfelbe bemerkt dabei »daß wenn 
eine zufammenbängende Lage von Schweinefett und. 
Baumöl zwifhen die Reibungsflähen gebraht wird, 
Flächen von Holz auf Metall, von Holz auf Holz, von 
Metall auf Holz und von Metall auf Metall fämmt- 
lih (wenn fie in Bewegung find) nabe denfelben Rei- 
hungsfoeffizienten befigen, deffen Werth zwifchen 0,07 
und 0,08 Tiegt.« 

»Für die Talgfhmiere ift ver Koeffizient in allen 
vorftebenden Fällen derfelbe, wie für die übrigen 
Schmieren, mit Ausnahme bes Falles, wo Eifen auf 
Eifen gleitet. Diefe Schmiere fheint fih nad den Ver— 
fuhen von Morin für Metall weniger zu eigenen, als 
für andere Körper, und ergibt als mittleren Werth des 
Reibungsfoeffizienten unter denſelben Umftänden 0,10.« 


$. 134. Während unter den Refultaten, welche man bin- 
fihtlih der Reibung von Flähen erhalten bat, zwiſchen benen 
dur die Zwifchenlage einer zufammenhängenden fettigen Sub- 
fanz eine vollfommene Trennung bewirkt ift, eine bemerfeng- 
werthe Gleichförmigkeit herrfcht, findet eine große Abmwechfelung 
hinfichtlich der Grade von Fettigfeit ftatt, welche zwiſchen den 
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oben erwähnten Gränzen von bloß fettigen Flächen und dem 
vollfommenften Zuftande der durch eine beftimmte Fettſubſtanz zu 
erreichenden Schlüpfrigfeit liegen. Diefe große Berfchiedenheit 
in dem Grabe der Fettigfeit der reibenden Flächen ift es, welche 
eine fo bedeutende Abweichung in den Refultaten der Verſuche 
über Friktion bei Anwendung von Fetten herbeigeführt hat, eine 
Abweichung, welche übrigens wahrſcheinlich nicht in dem Maaße 
aus einer Berfchiedenheit der verwendeten Menge von Fett bei 
den verſchiedenen Verſuchen, als vielmehr aus einer Verſchieden⸗ 
heit des Verhältniffes des obwaltenden Drudes zu ber Ausdeh- 
nung der reibenden Fläche hervorgegangen ift. Es leuchtet ein, 
daß einer jeden beſonderen Art von Fett ein gewiſſer Druck auf 
die Flächeneinheit entſprechen muß, bei welchem eine vollkommene 
Trennung der beiden Flächen durch die Zwiſchenlage einer zu— 
ſammenhängenden Schicht dieſes Fettes bewirkt wird, ſodaß, wenn 
der Druck auf die Flächeneinheit jenen Werth überſchreitet, die 
vollkommene Trennung nicht mehr erreicht werden kann, in wel— 
cher Fülle man auch die fettige Subſtanz verwenden möge. 

Die Verſuche von N. Wood, welche durch die von G. Ren— 
nie beſtätigt ſind, haben dieſe wichtigen Bedingungen der Rei— 
bung fettiger Flächen entſchieden herausgeſtellt. Es iſt ſehr zu 
bedauern, daß man keine Verſuche hat, welche ſpeziell auf die 
Beſtimmung jenes Druckes für die Flächeneinheit, welcher hin— 
ſichtlich einer jeden Fettſubſtanz dem Zuſtande der vollkommenen 
Trennung entſpricht, ſowie auf die Beſtimmung des Reibungs— 
foeffizienten unter den verfchiedenen Zuftänden der Trennung, 
welche einem noch höheren Drude entſprechen, gerichtet find. 

Ferner Ieuchtet ein, daß wenn die Ausdehnung der Fläche, 
welche einen beftimmten Drud zu ertragen hat, fo groß iſt, daß 
dadurch der Drud auf die Flächeneinheit Heiner wird, als ber, 
welcher dem Zuftande der vollfommenen Trennung entfpricht, 
diefe größere Flächenerftrefung ebenfalls die Reibung vermöge 
der Adhäſion des Fettes, welche von der größeren oder gerin- 
geren Klebrigfeit desjelben abhängt, zu vermehren firebt, ſodaß 
der Effekt diefer Adhäfion der Ausdehnung der mit dem Yette 
beftrichenen Flächen proportional iſt. Die Wirkungen dieſer Ads 
häfton find befonders durch die Verfuhe von Wood auf eine be- 
merkenswerthe Weife ans Licht geftellt. 
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$. 135. Die Berfuhe von Morin zeigen, daß die Reibung 
zweier Flächen, welche eine beträchtliche Zeit miteinander 
in Berührung gewefen find, von der Reibung ftetig beweg- 
ter Flächen nicht allein binfichtlich ihres Betrages, fondern auch 
darin verfchieden ift, daß fie Abweichungen und Unficherbeiten 
zuläßt, von denen die Reibung der Bewegung frei ift. Diefe 
Abweichungen fcheinen nicht von der Ausdehnung der Berührungs- 
flächen abzubängen, in weldem Falle fie der Adhäſion zugefchrie: 
ben werden fünnten; denn der Friftionsfveffizient variirte in 
gewiffen Fällen bei verfchiedenen Preffungen fehr bedeutend, ob— 
gleih die Berührungsflächen ganz diefelben blieben. Die Unſi— 
herheit, welche durch diefe Bemerkung in’eine jede Unterfuchung 
über Mafchinen oder fonftige KRonftruftionen eingeführt werben 
würde, wird jebod durch eine zweite fehr wichtige Beobachtung, 
welche ſich im Lauf jener Verfuche berausgeftellt bat, wieder be— 
feitigt. Diefelbe beftebt darin, daß durch den Heinften Stoß 
zweier in Berührung befindlicher Körper ihre Reibung in bie 
jenige übergeführt wird, welche der Bewegung entfpridt. Da 
nun im Allgemeinen eine jede Mafchine und eine jede Baufon- 
fruftion dergleichen Stößen und unmerflihen Erfdhütterungen 
unterworfen ift; fo bemerft man, daß die Reibung, welde allen 
Fragen der Statif zu Grunde gelegt werben follte, diejenige ift, 
welde die. ftetige Bewegung begleitet. Die oben angeführten 
Gefege der Reibung, welche der Bewegung entfpricht, haben ſich 
durch die Verfuhe von Morin mit einer nie vorber gefannten 
Genauigkeit und Gleihmäßigfeit heraudgeftellt; fie haben allen 
Berechnungen in Beziehung auf die Thedrie der Mafchinen eine 
unerwartete Sicherheit gegeben, und können zu ben genaueften 
und ſchätzenswertheſten Nefultaten ber praftifhen Erfahrung ge- 
zählt werben, 

E3 muß übrigens bemerkt werden, daß alle dieſe Verſuche 
unter verhältnißmäßig Heinen Preffungen im Vergleich zu der 
Ausdehnung der Neibungsflächen angeftellt find Cindem die Pref- 
fungen ungefähr 14 bis 20 Pfund auf den Quadratzoll betrugen), 
Wenn man fi der Refultate von Morin bedient, muß man auf 
diefen Umſtand Rückſicht nehmen, da die’ Verfuhe von Coufomb 
und namentlih die von G. Rennir, welche für weit größere 
Preffungen ausgeführt find, beweifen, daß der Koeffizient für die 
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Reibung der Ruhe von einer gewiffen Gränze an, welche man 
viel früher erreicht, als die Reibungsflächen durch zu flarfen 
Druck angegriffen werden, ungemein raſch wächſt. Für mandıe 
Flächen, wie 3. B. für Schmiebeeifen auf Schmiedeeifen verbrei- 
fachte fi der Koeffizient, als der Drud fih der Gränze nä- 
berte, bei welcher die Oberflächen angegriffen wurden, Man bat 
bis jet noch Feine direkten Verſuche über die genaue Ermittelung 
der Gränze angeftellt, bei welcher diefe Änderung in dem Werthe 
bes Koeffizienten anfängt einzutreten. Diefelbe marfirt fich in 
den Verſuchen von Rennie bei einigen der weicheren Metalle, 
3. B. bei Zinn auf Zinn und bei Zinn auf Gußeiſen; bei den 
bärteren Metallen jedoch, wo feine Verſuche plögli von einem 
Drude von 33,5 Pfd. zu einem Drude von 180,9 Pfd. auf den 
Duadratzoll übergehen, und der Koeffizient fih von 0,148 auf 
0,25 erhebt, verliert fih die gefuchte Gränze in der dazwiſchen 
tiegenden Lüde. Die Berfuhe von Nennie beziehen fih übrigens 
nur auf die Reibung der Ruhe. Es ſcheint wahrſcheinlich, daß 
der Koeffizient für die Reibung der Bewegung unter einer grö- 
feren Variation des Drudes Fonftant bleibt, als der für die 
Reibung der Ruhe; übrigens ift es gewiß, daß die Gränzen bes 
Drudes, bei weldhem die Berührungsflähen anfangen ſich gegen- 
feitig zu zerftören oder anzugreifen, eher erreicht werben, wenn 
die Eine derfelben in Bewegung tft, als wenn beide aufeinander 
ruhen; auch bat es ſich hinausgeftellt, daß diefe Gränzen von 
der Gefehwindigfeit der fi bewegenden Flächen abhängen. Die 
genauere Unterfuhung dieſes Gegenftandes ift befonders in Ber 
ziehung auf die Reibung der Bewegung von großer Wichtig: 
feit, und ed muß gewünfcht werden, daß die hierbei obwaltenden 
Berhältniffe durch fpezielle Berfuhe noch genügend ans Licht 
geftellt werben, 


Jubegriff der Gefege der Neibung- 


$. 136. Aus dem Borftehenden folgt, daß wenn P die per: 
pendifulare oder normale Kraft, mit welcher Ein Körper gegen 
die Oberfläche eines anderen gebrüdt wird, F die Reibung ber 
beiden Oberflächen oder die Kraft, welde parallel zu ihrer ge 
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meinfchaftlihen Berührungsebene angebradht werden muß, um 
ein Gleiten der beiden Flächen aufeinander zu bewirfen, und 
endlih / den Reibungsfoeffizienten bezeichnet, diefer Koeffi- 
zient für den Fall, wo feine fettige Subftanz zwifchen die Flä- 
chen gebracht ift, eine Fonftante Größe darftellt, und daß man 
(8. 133) 


F=fP....(109 


bat, eine Gleihung, welche in Beziehung zu der Reibung ber 
Bewegung volllommen und in Beziehung zu der Reibung der 
Ruhe näherungsmweife Gültigkeit befigt, 


$. 137. Diefelbe Gleichung findet übrigens auch dann noch 
für fettige Flächen ftatt, wenn fie bloß mit Fett abgerieben find, 
oder wenn die Gegenwart des Fettes feinen anderen Einfluß 
äußert, als die Glätte der Berührungsfläche zu vermehren, ohne 
diefelben ganz von einander zu trennen. 


Bei Flächen, welde nur unvollfommen fchlüpfrig gemacht 
find oder zwiſchen welche nur eine unvollftändige Lage von Fett 
gebracht ift, bängt der Reibungsfoeffizient von dem Verhältniſſe 
des obwaltenden Drudes zu der Ausdehnung der aneinander ges 
preßten Flächen oder von dem Drude auf die Duadrateinbeit 
ab. Diefer Werth des Koeffizienten für einen jeden Drud auf 
die Duadrateinheit ift in Beziehung zu den verfchiedenen Fett- 
fubftanzen, welche man bei den Mafchinen als Schmieren benußt, 
noch nicht durch umfaffende Verſuche genügend herausgeſtellt. 

Auf die Größe des Widerftandes F, welcher fih dem Glei— 
ten der Flächen übereinander entgegengefest, hat übrigens in 
dem vorftehenden Falle fo gut, wie in dem der vollftändig ſchlü— 
pfrig gemadten Flächen die Adhäſion oder Klebrigfeit dee 
Fettes einen Einfluß. Der Werth von F hängt mithin aud von 
der Ausdehnung der abhärirenden Flächen ab, und man fann, 
wenn S die Anzahl der Flächeneinheiten ber Lesteren und « bie 
Stärfe der Adhäſion für jede Flächeneinheit bezeichnet, mit «S 
den ganzen Betrag der Adhäſion darftellen, welcher fi dem 
Gleiten der Flächen widerfest, alfo 


F=fP-+aS.... (110) 
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fegen, worin f eine Funktion des Drudes = auf die Flächen⸗ 


einheit und « ein ſehr kleiner Faktor iſt, welcher von der Kle— 
brigkeit des Fettes abhängt. 


Der Reibungswinkel. 


Im Nachfolgenden wird angenommen, daß die Materie der 
aufeinander gleitenden Körper eine ſolche Kohäſion beſitze, daß ihre 
Theile durch die Wirkung feiner Kraft voneinander getrennt wers 
den fönnen. Die Gränzen innerhalb welcher diefe VBorausferung 
ftattbaft ift, werden fpäter angegeben werben, 


$. 138. Wenn auf die Dberflähe eines unbemweg- 
lihen ftarren Körpers vermittelft eines anderen be— 
wegliden Körpers irgend ein Drud ausgeübt wird; 
fo wird diefer Drud durch den Reibungswiberftand 
ber Derübrungsflädhen immer im Gleihgewidte er— 
halten, wenn der Winkel, welchen feine Rihtung mit 
der gemeinfhaftlihen Normalen auf den Berührungs- 
flächen einfhließt, einen gewiffen Winfel nit über- 
ſchreitet, den man den Neibungswintel diefer Flächen 
nennt. Dieſer Satz iſt richtig, wie groß auch der 
Druck ſein mag. Wenn aber die Neigung des Druckes 
gegen die Normale größer iſt, als der Reibungswin— 
kel; ſo wird jener Druck durch den Widerſtand der Be— 
rührungsflächen nicht mehr im Gleichgewichte erhal— 
ten, wie klein er auch ſein mag. 
Stellt PQ die Richtung dar, in welcher die Oberflächen 
nn zweier Körper bei Q gegeneinander gepreßt wer- 
+ Ei ben, und ift QA die gemeinfchaftliche Normale der 





— beiden Berührungsflächen in jenem Punkte; ſo 
—8 wird der Druck PQ, wie groß er auch fein mag, 
durch den Widerftand der Flächen fo Tange im. Gfeichgewichte 
erhalten‘, als feine Richtung innerhalb eines beftimmten Winfelg 
AQB, des fogenannten Reibungsmwinfels liegt, und er wird, 
wie Hein er auch fein mag, nicht im Gleichgewichte erhalten, 
fobald feine Richtung außerhalb diefes Winkels fällt, 
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Man ftelle die Größe bes Druds dur die Linie PQ bar, 
und zerlege denfelben in zwei andere AQ und RQ, von denen 
AQ gleich dem ift, mit welchem die Flächen perpendifular gegen- 
einander gepreßt werden, und RQ gleich dem ift, mit welchem 
die Flächen aufeinander zu gleiten ftreben. überſchreitet nun 
die durch den erfteren Drud AQ bervorgerufene Reibung F den 
legteren DriufRQ; fo wird der Eine Körper in Folge der Wir: 
fung der Kraft PQ offenbar auf dem anderen nicht gleiten Füns 
nen, wie groß diefe Kraft aud fein mag: ift aber die durch ben 
perpendifularen Drud AQ erzeugte Reibung F Heiner, als ber 
Druf RQ; fo wird. der Eine Körper auf dem andern bingefcho- 
ben werden, wie Hein auch die Kraft PQ fein mag. 

Bezeichnet man biernah den Drud in der fhrägen Richtung 
PQ mit P und den Rinfel AQP mit 935 fo ift der perpendiku— 
lare Drud in der Richtung AQ gleih PcosY, und mithin bie 
Reibung der Berührungsflähen gleih fPcos3, worin f den Rei- 
bungsfoeffizienten ($. 136) darftellt. Ferner ift die Komponente 
des fchrägen Drudes P in der Richtung RQ gleih Psind, und 
man fieht, daß jener fohräge Drud durch die Reibung der Bes 
rührungsflähen im Gleichgewichte gehalten wird oder nit, je- 
nachdem 

Psin$ kleiner oder größer fPcos%, 


oder wenn man auf beiden Seiten mit Pcos$ bdividirt, je— 
nachdem 
tang% fleiner oder größer f 
iſt. 
Nun ſei der Winkel AQB gleich dem, deſſen Tangente / iſt, 
fodag man, wenn derſelbe mit p bezeichnet wird, 


tansp=f 
bat. Subftitwirt man diefen Werth von f in die letzte Ungleich- 
beit; fo folgt, daß der Drud P durd bie Reibung der Berüh- 
rungsflächen im Gleichgewichte erhalten wird oder nicht, jenach— 
dem man 
tang$ feiner oder größer tanggp, 
oder jenahdem man 
3 Feiner oder größer ꝙ, 
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oder jenachdem man 


AQP kleiner oder größer AQB 
bat, 


Der Reibungskegel. 


6.139, Wenn fih der Winfel AQB um die Are AQ dre— 
— bet, ſodaß der Schenkel BQ die Oberfläche eines 
Na Kegel -BQC befchreibt; fo wird diefer Kegel der 
x — NReibungsfegel genannt. Es Teuchtet ein, daß 
irgend ein nochſo großer Drud, welder in Q auf 
die Berührungsflähen angebracht ift, durch den Reibungswi— 
derftand diefer Flächen im Gleichgewichte erhalten wird, wenn 
feine Richtung innerhalb der Oberfläche jenes Kegels Tiegt, 
und daß ein nochſo Feiner auf den Punkt Q wirfender Drud 
nicht im Gleihgemwichte erhalten" wird, wenn — Richtung 
außerhalb jenes Kegels liegt. 


Die beiden Gränzzuſtände bes Gleichgewichtes. 


$. 140. Wenn die Richtung des Drudes in die Oberfläche 
des NReibungsfegels fällt; fo wird derfelbe durch die Reibung der 
Berührungsflächen eben noch im Gleihgewichte erhalten: aber 
ber Körper, auf welchen der Drud angebracht ift, befindet fih im 
Momente des Ausgleitend auf dem anderen Körper. Bon dem 
Gleichgewichte jenes erfteren Körpers fagt man, es gränze an 
Bewegung oder befinde fih im Oränzzuftande. Wenn der 
Drud P ungehindert in einer beliebigen Richtung um den Punft 
Q angebraht werben kann; fo gibt es offenbar eine unendliche 
Menge folher Gränzzuftände des Gleichgewichtes, welche allen 
möglichen Richtungen des Drudes P in der. Oberfläche des Reis 
bungsfegels entfprechen. 

Wenn jedod der Drud P nur in derfelben Ebene angebracht 
werben kann; fo gibt es nur zwei folder Gränzzuftände, melde 
den beiden Richtungen von P entſprechen, die mit den Durch— 
fhnittslinien jener Ebene und ber Oberfläche des Kegels zuſam— 
menfallen: man nennt fie die oberen und unteren Gränzzu— 
fände des Gleichgewichtes. In dem Falle, wo die Richtung von 


$. 141. Die beiden Gränzzuftände bes Gleichgewichtes. 189 


P auf die Ebene AQB befchränft wäre, würden BQ und CQ 
die Richtungen des Drudes P fein, welche den beiden Gränzzu— 
Händen entſprechen. Eine jede Richtung von P innerhalb des 
Winfeld BQC entfpricht einem Zuftande des Gleihgewichtes und 
eine jede Richtung außerhalb diefes Winkels einem Zuftande ber 
Bewegung. 


$. 141. Aus dem Borftebenden folgt ungefehrt, daß wenn 
fih das Gleichgewicht in einem Gränzzuftande befindet, die Rich— 
tung des von den Berührungsflähen auszubaltenden Drudes in 
der Oberfläche des Reibungsfegels Tiegt. Ferner leuchtet ein, 
daß die Richtung des Drudes, welchen der erfte Körper auf den 
jweiten ausübt, auch die Richtung des Widerftandes ift, wel 
Gen der zweite Körper dem erften in der Berührungsfläche ent— 
gegenfegt, da jener einzelne Drud und diefer einzelne Widerftand 
Kräfte find, welche fih im Gleichgewichte erhalten und demnach 
gleih und entgegengefeat fein müſſen. Alles, was bisher von 
einem einzelnen Drude und einem einzelnen Widerftande zweier 
fih berübrender Flächen gefagt ift, gilt offenbar auch von der 
Refultante mehrerer folder Drudfräfte und von der Reſul— 
tante mehrerer folder Widerftände, und man Fann behaupten: 
wenn mehrere auf einen bewegliden Körper anger 
brachte Kräfte durd den Reibungswibderftand zwifchen 
der Dberflädhe diefes Körpers und der eines zweiten 
unbeweglihen Körpers, gegen welden ſich der erftere 
Rügt, im Gleichgewichte erhalten werben, und das 
Öleihgewicht befindet fih im Gränzzuftande; fo fältt 
Vie Richtung der Refultante aller jener Kräfte mit der 
Oberfläche des Reibungsfegels zufammen, ebenfo wie 
Dies auch die Refultante aller Widerftände der einzel— 
nen Punkte der Berührungsfläde thut, d. h. diefe bei» 
den Refultanten neigen fih gegen die gemeinfhaft- 
ide Normale der Berührungsflähe Cin dem Punfte, 
wo fie Die Legtere treffen) unter einem Winfel, wel— 
her dem Reibungswinkel gleich ift. 
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Steifigfeit der Seile, 


$. 142. Wenn ein gefpanntes Seil feine grablinige Rich- 
tung verlaffen und fih um eine frumme Fläche, 3. B. um den 
Umfang einer Rolle oder eines Rades biegen foll; fo fest bas- 
felbe diefer Biegung einen gewiffen Wider- 
ftand entgegen, welden man die Steifig, 
feit des Seiles nennt. Der zur lieber: 
windung biefes Widerftandes erforderliche 
Kraftaufwand läßt fih durch folgende Be- 
trachtungen ermitteln. Dan nehme an, 
das Geil P,BP, babe an feinen beiden 
Enden die Spannung P, und P, zu ertragen und vernadläffige 
für den Augenblid die bei eintretender Bewegung an der Are 
der Rolle fih erzeugende Reibung. Wenn das Seil eine Bewe— 
gung in der Richtung P,BP, annehmen fol; fo leuchtet ein, 
daf die Spannung P, größer fein muß, als die Spannung P,, 
und zwar um fo viel, ald zur Ueberwindung der Gteifigfeit des 
Seiles oder zu feiner Biegung beiB erforderlich if. Wäre feine 
Steifigfeit vorhanden, fo brauchte P, nur gleih P, zu fein, um 
bei einer unendlih Heinen Vermehrung fogleih Bewegung zu 
erzeugen; man fiebt alfo, daß der Effeft der Steifigkeit hinfichtz 
lih der Vergrößerung der Spannung P, ganz derfelbe ift, als 
ob bei nicht vorhandener Steifigkeit die Spannung P, vermehrt 
worden wäre, Aus zahlreichen Verſuchen über dieſen Gegenftand 
von Coulomb fcheint nun bervorzugeben, daß die Größe, welde 
wegen der Steifigkeit des Geiles zu der Spannung P, hinzu— 
fommt, um von der Bewegung erzeugenden Spannung P, mit 
überwunden zu werden, theilweife Fonftant und theilmeife von 
dem Betrage der Spannung P, abhängig ift, fodaß diefelbe durch 
eine algebraifihe "Formel ausgedrüdt werden fann, von wel— 
cher das Eine Glied eine Fonftante Größe und das andere das 
Produft aus einem Fonftanten Faktor in die Spannung P, dar- 
ftellt, Iſt demnady D der fonftante Theil diefer Formel und E 
der fonftante Faktor von P,; fo bat man für den Effeft der 
Steifigkeit oder für die Größe, um melde ſich gleichfam die 
Spannung P, vermehrt, den Ausdruck D--E.P,. 

Wenn das Seil bei gleiher Spannung P, über Kreife von 





$. 142. Steifigkeit der Seile. 191 


verfchiedenen Halbmeffern gebogen wurde; fo fand es fi, daß 
ber Effeft der Steifigkeit umgefehrt wie der Halbmeffer ber Kreife 
variirte; fo dag man alfo diefen Effekt durch die Formel 


——0 
darſtellen kann, worin R den Halbmeſſer des Kreiſes bezeichnet, 
über welchen das Seil gebogen wird. Hieraus geht hervor, daß 
die Steifigkeit des Seiles gerade denſelben Effekt hervorbringt, 
als wenn im Momente der erfolgenden Bewegung in der Richs 
tung BP, eine Spannung gleid) 

D-+E.P, 
fe ans ‚manage 


angebracht wäre, 

Diefe Formel kann für verfchiedene Spannungen und vers 
fhiedene Kreife immer nur auf Ein und basfelbe Seil angewen- 
det werben: für verfchiedene Seile vartiren die Konftanten D und 
E (innerhalb gewiffer Gränzen) wie Die Quadrate der Durch— 
meffer oder der Umfänge der Seile, folange diefelben nod 
neu find, und nabe wie die Potenz 3 der Durdhmeffer oder 
Umfänge, wenn die Seile ſchon längere Zeit gebraucht find, 

Hierbei kann noch bemerft werden, daß die Steifigfeit des 
Geiles ihren Einfluß auf die Vermehrung des Widerftandes nur 
in dem Punkte äußert, wo fid) das Seil auf die Rolle windet; 
in dem Punfte, wo dasjelbe fih abwickelt, wird fein Einfluß auf 
die Bedingungen des Gleichgewichtes bemerkbar. 

Endlich muß bei der Berechnung der Mafchinen, wo bie 
bewegende Kraft vermittelft eines über eine Rolle gebenden Sei- 
les angebracht ift, die Hälfte des Durchmeſſers des Sei— 
les zu dem Halbmeffer der Rolle oder zu dem perpen— 
difularen Abftande der Rihtung des Seiles von dem 
Punkte, für welchen die Momente genommen find, hin— 
zuaddirt werden, da die an dem Geile wirfende Kraft benfel- 
ben Effeft hervorbringt, als wenn fie längs der Are des Geiles 
angebracht wäre, 

Die von Coulomb über die Wertbe der Konftanten D und 
E aufgeftellten Tabellen ergeben, auf preußifhe Maaßen reduzirt, 
Die Ueberfiht der Tabelle VI, welche am Ende dieſes Werkes 
mitgetheilt ift. 
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Zuſätze zum zweiten Abſchnitte. 





Bewegung eines ganz freien Körpers, auf welden 
beliebige Kräfte angebradt find, 

Um von den verfhiedenen Eigenfchaften der Bewegung eines 
ganz freien ftarren Körpers oder eines Syſtemes von dergleichen 
Körpern, welde feft miteinander verbunden find, eine deutliche 
Borftellung zu erlangen; fo nehme man an, auf irgend ein Maf- 
fentheilhen von dem Volum m dieſes Körpers fei in beliebiger 
Richtung die Kraft P angebradt, und f fei die Zunahme oder 
—f die Abnahme, welche die Gefchwindigfeit dieſes Theilchens 
in ber Sekunde erleiden würde, wenn die Bewegung besfelben 
am Ende der Zeit t plötzlich gleihförmig würde, Bezeichnet man 
alsdann das Gewicht der VBolumeinheit des Körpers an dem Orte, 
wo fih das Maffentheilchen m befindet, mit u; fo ift nad $.95 


pie bewegende‘oder wirffame Kraft dieſes Theilchens. Nach 


dem d'Alembertſchen Prinzipe (8.103) müffen fih nun fämmtliche 
an dem Körper äußerlich angebrachten Kräfte P mit den wirffa- 


men Kräften — im Gleichgewichte erhalten, wenn man bie 


Iesteren in Richtungen nimmt, welde ihren Wirfungen bireft 
entgegengefegt find. Da der Körper, an welchem biefe Kräfte 
wirken, nad der Vorausſetzung ganz frei iftz fo hat man fi 
der in $. 6 der Zufäge zum erften Abfchnitte entwidelten For— 
meln zu bedienen, um die Bedingungen für das Gleichgewicht 
der fraglihen Kräfte auszudrücken. 
Zu diefem Ende denfe man fih durd irgend einen uuverän- 
derlihen Punft A des Raumes drei rehtwinflige Koordinatenaren 
AX, AY, AZ gelegt, und bezeichne mit 
x, 4, z die Koordinaten des Maffentheilhens m am Ende ber 
Zeit £, mit 

u, v, w die Komponenten ber Gefchwindigfeit biefes Theilchens 
in parallelen Richtungen zu den drei Aren, mit 

X 15Y152, die Koordinaten des Schwerpunftes des ganzen Kör- 
pers am Ende ber Zeit Z, mit 
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y,0,50,die Komponenten der Gefchmwindigfeit dieſes Schwer- 
punftes in parallelen Richtungen zu den drei Aren. 
Denft man fih ferner am Ende ber Zeit t durch den 
Schwerpunft des Körpers drei rechtwinflige Koorbina- 
tenaren gelegt, welche den obigen parallel find; fo feien 

72. 2,22 die Koordinaten des Maſſentheilchens m am Ende ber 
Zeit t in Beziebung zu dem Schwerpunfte, fobag man 
2=2r, +7, y=Yy, ty 2=2, +22 bat, und 

1509,20, feien bie relativen Gefchwindigfeiten diefes Theilcheng 
in Beziebung zu denen des Schwerpunftes, ebenfalls 
nad parallelen Richtungen zu den drei Aren, fodag man 
u=u, +4, v=v,+0,, v=w, tw, bat, Endlich 
feien 

X,Y, Z die Komponenten der auf das Theilchen m äußerlich an- 
gebrachten Kraft P in parallelen Richtungen zu den Aren. 


zerlegt man jest auch die wirffame Kraft — des 


Theilchens m in ihre drei Komponenten nach parallelen Richtun— 
gen zu den drei Axen, indem man die mittlere Geſchwindigkeit 
dieſes Theilchens am Ende der Zeit t mit V und die Neigungs— 
winkel dieſer Gefhwindigfeit gegen die drei Aren refp. mit «, 
3, y bezeichnet; fo erhält man für die wirffamen Kräfte des 
Theilhens m in parallelen Richtungen zu den drei Aren refp. 


„feosa, — feosß, —reos7, oder da nad $. 95 fdt=dV 
it, worin dV bie umenblid geringe Zunahme der Geſchwindig— 


feit V während des Zeitelementes dt bezeichnet, = EN ee 


ı d 
dt 


Td cosß, 7: eosy⸗ oder auch weil Veosa=u, Veosß=v, 
Veosy=aw ift, = *8. > = j 7 =. Diefe Kräfte, mit 
entgegengefesten Zeichen genommen, müffen fi mit den Kräften 
X, Y, Z im Gfeichgewichte erbalten. Da diefelben nun mit den 
lesteren refp. in Ein und denfelben Richtungen wirken; fo folgt, 
daß fih die für alle einzelnen er zunehmenden 


Rräfte a — — en: 7m F im Gleichgewichte 
13 
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erhalten müſſen. MWendet man, um die Bedingungen für das 
Gleichgewicht dieſer Kräfte auszudrüden, die vorhin erwähnten 
Formeln aus den Zufägen- zum erften Abſchnitte an; fo erhält 
man die ſechs Gleihungen 


(6-5 4) 


g dt 
— )— 
202-63 . 
(X um m y ( 25 x=0, 
z(v-E = a2 — 


Bewegung des Schwerpunktes. Was die erſten drei 
dieſer Gleichungen betrifft; ſo erhält man aus der erſten derſel⸗ 
ben, wenn man erwägt, daß u=u, tu, und daß allgemein u= 


dx dr, ,dr du d’x _d?’x d?x 
— 1 —_— —__ ı—_ 1, 1-02 i 
dt — dt + TI alfo dt dt? dt: + dt? ($. 36) if, 
1 dx, , d’z,\_ 
— zum( a re) 


Da fi die Koordinaten z,, Ya, 2, des Maffentheilheng m auf 
den Schwerpunkt des ganzen Körpers als Anfangspunft bezies 
ben; fo ift um.x, das Moment des Gewichtes um in Beziehung zu 
einer durch den Schwerpunft gehenden Are und Zumz, ift das Mo- 
ment des gefammten Gewichtes uM des ganzen Körpers in Beziehung 
zu einer durch feinen Schwerpunft gehenden Are. Da dies Moment 
gleich null ift (8.0); fo hat man Zumz,—o. Diefe Gleichung muß 
zu jeder beliebigen Zeit der Bewegung bes Körpers, alfo aud dann 
beftehen, wenn fich Die Koordinaten x, nad) Verlauf des Zeitelementes 
dtin z,+dr, verwandelt haben, ſodaß man aud Zumlz,+dx,)= 
ZSumz,+Zumda,=o bat. Hieraus und aus ber vorherge- 
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benden Beziehung folgt aber Zumdr,—0 und aud Zum“ = 
Zumu,—0. Da nun bie Iegtere Gleichung ebenfalls zu jeder 
Zeit der Bewegung des Körpers befteben muß; fo folgt in ähn- 


fiher Weife, wie vorbin, Zum r— Zum — *0. Subſti⸗ 


tuirt man dieſen Werth für Zum 55 = 
fo ergibt diefelbe 





in bie obige Gleihung; 


1 d?x 


Beachtet man nun, daß fi die Koordinaten z,, y,, 2, nur 
d’r, 
dt 2 


für alfe Maffentheilchen m fonftant iftz; fo hat man Zum —— 7: = 


di? 
ze Zum, und wenn man ben Körper überall von gleicher 


Dicgtigfeit annimmt, fo daß u fonftant ift, und das Bolum Em 
des ganzen Körpers mit M bezeichnet, 


L.=(,. 








auf die Lage des Schwerpunftes beziehen, daß alſo 





Verfährt man in bderfelben Weife mit den übrigen beiden 
der erften drei Gleichungen; fo ergeben biefelben 





——— 
eM.d’y, _uMao, 

7 die Fat. =_ZY,) ...(a) 
uMd’z, uMdw, 

g d g dt — 


Da ſich die Koordinaten &,, Y1, z, und die Geſchwindig⸗ 
feiten u,, d,, w, nur auf die Bewegung des Schwerpunftes 
beziehen, und uM das Gewicht des ganzen Körpers barftellt; fo 
geht aus dieſen Gleichungen hervor, daß fih der Schwer- 
punkt des Körpers gerade fo bewegen wird, als wenn 
die ganze Maffe des Körpers in ihm fonzentrirt wäre, 
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und fämmtlihe äußere Kräfte X, Y, Z, welde auf die 
einzelnen Theilhen des Körpers wirfen, parallel zu 
ihren Richtungen auf denfelben angebradt wären. 
Wären gar feine äußeren Kräfte auf den Körper angebradt; 
fodag man für alle Mafjentheilhen X=0, Y=0, Z=0 hätte; 
fo reduzirten fich die obigen Gleichungen, nahdem man dur 


7. bivibirt hätte, auf 


d’x, _du, __ 


— — 
di di 
az, _dw, _0, 
de dt 


Hieraus folgt durch Integration zwifchen den Gränzen 2=0 
und t=t, wenn man die anfänglichen Gefchwindigfeiten bes 


Schwerpunftes oder die Werthe von zu, Yı=p,, 
—2* für 2=0 mit U,, V,, W, bezeichnet, 
Z=n=U, 
H=o=V, 
Tı=u,=W, 


Integrirt man diefe Gleichungen nochmals zwifchen den 
Gränzen Oundb £ von t, und bezeichnet die anfänglichen Abftände 
bes Schwerpunftes von dem Anfangspunfte des feften Koordina— 
tenfpftemes mit a, 5, ec; fo erhält man 


T; =a+tTU, t, 
Yı =b-+V, t, 
,=c+Wjt. 


Aus diefen Gleichungen geht berpor, daß. unter der gemach⸗ 
ten Borausfegung der Schwerpunft des Körpers fortwährend 
mit gleihförmiger Gefhwindigfeit in einer geraben 
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Linie fortfchreiten wird, Man bezeichnet diefe Eigenſchaft mit 
dem Prinzipe der Erhaltung der fortfhreitenden Be— 
wegung. 

Wenn die auf die Theile des Körpers angebrachten Kräfte 
X, Y, A fortwährend fonftant und ihren urfprünglihen Rich— 
tungen parallel bleiben; fo fann man in die Gleichungen (a) für 
ZX, ZY, ZZ die fonftanten Wertbe P, Q, R einführen 
und die Integrationen derfelben leicht bewirken, Wären die auf 
den Körper angebrachten Kräfte z. B. die Schwere, und näbme 
man die Koordinatenebene XY als horizontal an, indem man bie 
pofitiven z in vertifafer Richtung von oben nad unten rechnete; 
fo würde man X=0, Y=0, Z=uM zu fegen haben, und 
nad gehöriger Integration die Gleihungen 

u,=U,v,=V,0w=W,+gt 

z, =a+Ut, y=b+Vjt, z,=ec+W,t+4%gt? 
erhalten. Man fieht hieraus, daß fih der Schwerpunft eines 
ſchweren geworfenen Körpers immer in einer vertifalen Ebene 
bewegen wird, in welcher er nach horizontaler Richtung mit gleich— 
fürmiger Gefhwindigfeit fortfchreitet, während er in vertifaler 
Richtung nah den Geferen des freien Falles eines ſchweren 
materiellen Punktes herabfinft. Die Bahn, welde der Schwer: 
punkt durchläuft, ift daher immer eine Parabel. 

Umdrebungsbewegung um den Schwerpunft. Was 
die Testen drei der vorhin entwidelten ſechs Gleichungen 
anlangt; fo fubftituire man darin zuvörderſt für x, y, z 
vefp. die Werthe 2, +2,, Yıt Ya, 2,422. Beachtet man 
alsdann, daß fih die Koordinaten z,, Yı, 2, nur auf. ben 
Schwerpunkt des ganzen Körpers beziehen, alfo in Beziehung 
zu den verfchiedenen Maffentheifhen m fonftant find; fo kann 


d 
man z. 8. 2(X— Te? 2(x— 7. Tr) fegen. 


Da aber wegen der drei erften Gleichungen z( — — )=0 


it; fo folgt, daß fämmtliche Glieder der Tegten drei Gleichun— 
gen, welde nad der eben erwähnten Subftitution in die Grö— 
ben z,, yy, 2, multipfizirt fein werden, verfhwinden, und daß 
fi) jene Gleichungen auf 
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m du 
(x E” e [vr — x,=0 etc, 


dt dt 
reduziren. 
Setzt man * wie vorhin uv=u, +u,= a m, 
_ dm , dy d 
4 tg wu, tur de, un 


d’x, d? d? 
beachtet, daß die Größen — — — A. Ga in Beziehung 
zucden einzelnen Maſſentheilchen des Körpers konſtant ſind, und 


demnach als Faktoren vor das Zeichen I geſetzt werben können; 
fo erhält man z. 8. 





1 d?r 1 d? 
(x-** 7 * n=IXp—— 9 7 Sumya—  Zumys ra s 
oder weil Zn) ift, 
1 d?x 
— En gr 7 
In ähnlicher Weiſe reduziren ſich die übrigen Glieder jener 


Gleichungen, und es ergibt ſi 4 aus a wenn man gebö- 
rig transponirt, 


1 d’x, y\_ f 
— Se 


1 d?z, 
— 197777. — — — * [α. -, —60 
1 
zum, Ge 7* —— dt? 2) (Vz, —2y,) 
d’x 
Da _“ % pr a) ber Differenzialfoeffizient von 


dr d } } ® 
(v. 2 — 2.93 in Beziehung zu & iſt; fo kann man bie 


a — auch ſchreiben 
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1 dl, EX2 dya\_ 
Zen I _,,)=ERy, — Yz3), 


1 d dz dx 
age Ta —— ri —=2(Zr„—Xz,), .... (0) 


zung 22 Ay _ ya =_Z(Y2,—2Zy). 

Die in diefen Gleihungen vorkommenden Koordinaten xy, 
Ya, zg beziehen ſich ſämmtlich auf das Koorbinatenfyftem, beffen 
Anfangspunft der Schwerpunft des Körpers am Ende ber Zeit 
t ift, und die Gfeichungen felbft ftellen demnad die Bedingungen 
der Umdrehungsbewegung des Körpers um feinen Schwerpunft 
am Ende ber Zeit i bar. 

Die rechten Seiten der vorftehenden Gleichungen ftellen offen» 
har die Summen der Momente der Kräfte X, Y, Z refp. in 
Beziehung zu der Are der za, der ya und ber zz bar. Wären 
nun diefe Kräfte ſämmtlich gleih null, ſodaß fi der Körper nur 
vermöge der ihm anfänglich mitgetheilten Geſchwindigkeit beweg— 
te; oder wären dieſelben von ber Befchaffenheit, dag ihre Re— 
fultante fortwährend durch ben Schwerpunft des Körpers ginge, 
ſodaß die Summe ihrer Momente in Beziehung zu den drei Aren 
ſtets gleich null wäre; fo würden fih die vorſtehenden Gleichun— 
gen auf 


d/ de dy | 
“1 _ 0%_. 3). 
Zum gu(3 de "eat )=% 
d dz, dz,\_ 
zung a) 
— — 
Zung;(& "Te 7 
reduziren. Hieraus folgt, wenn man integrirt 


dz d 
Zun (vr A 


d dr 
Zum Ta Te — —B, .... () 


d  dz 
sun (na y,2)=6, 
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worin A, B, C fonftante Größen barftellen, welche ſich während 
der ganzen Zeit der Bewegung des Körpers nicht - ändern. 

Die Produkte um um, um N —umo, um — An — 
umwz des Gewichtes um irgend eines Maffentheilchens in 
feine Gefhwindigfeiten u, v2, wa nach parallelen Richtungen 
zu den drei Aren, welde man Bewegungsgrößen nennt, bil 
ben offenbar ein Maaf für die in den Theilden am Ende ber 
Zeit t a. Kraft, und man bemerkt, daf Die Ausprüde 
Sum(n a ete. die Summen der Momente 
biefer an in Beziehung zu den Aren der za, ber 
Ya und der xy darftellen. Da diefe Aren durch den Schwerpunft 
geben; fo bat man Zumm=0, FZumyp=0, ZSumz=0 und 


d 
demnach auch Zum u —=Iumw=(, Zum ® = Sumy=0, 


Zum — — — Fumwg=0, d. h. die Summen der Bewegungsgro⸗ 


Gen ſelbſt ſind fortwährend gleich null. Dieſelben äußern dem— 
nach auf den Schwerpunkt gar keine Wirkung und ſtreben nur, 
den Körper um die drei Koordinatenaxen in der Weiſe zu drehen, 
wie Dies Kräftepaare thun würden, deren Axen mit den Ko— 
ordinatenaxen der za, Ya, za zuſammenfallen und deren Momente 
in den Ebenen der zu ya, Der xyza undder yazy refp. gleich A, B 
und C find. 

Sest man diefe drei Kräftepaare nad den in den Zufägen 
zum erften Abfchnitte entwidelten Prinzipien in ein einziges zu— 
fammen; fo findet man für das Moment diefes refultirenden 
Kräftepaares den Ausdruck 


VArFBIFCH, 


und für die Koſinus der Neigungsmwinfel, welche die Are dieſes 
Kräftepaares reſp. mit den Axen der x, der Iꝛ, und ber zz 


einfchließt, 
REN). RER B  _ A 
VAR+B?+CH” VARHB?+CE VAr+B+O 


Man fieht, daß ſowol das Moment, wie die Lage der Are 
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diefes refultirenden Kräftepaares während der ganzen Zeit der 
Bewegung. nicht geändert wird, . In diefer Eigenfchaft beftebt 
das Prinzip der Erhaltung der Imdrebungsbewegung. 

Bon welder Beihaffenbeit nun auch diefe Umdrebungsbewe- 
gung, jei, und wie, ſehr fie mit der Zeit veränderlich fein möge; 
fo kann man ſich diefelbe, dod, wenn man nur eine unendlich ge- 
singe Drebung während des Zeitelementes dt betrachtet, wie 
eine augenblide Drehung des Körpers um eine einzige durch den 
Schwerpunkt gebende Are vorftellen. Um dies deutlicher einzu- 
feben, jo beadte man, daß die Lage irgend eines Körpers im 
Raume vollfommen beftimmt ift, wenn die Lage irgend dreier, 
nicht in gerader Linie liegender Punfte desfelben gegeben ift. Da 
in dem, vorliegenden Falle der Umdrehung eines. Körpers um 
feinen Schwerpunft der Lestere feinen Drt bei dem Uebergange 
bes Körpers aus der, Einen in die andere Lage nicht ändert; fo 
folgt, daß die neue Lage des ganzen Körpers dadurd beftimmt 
ift, daß man die Drtsveränderungen angibt, welche zwei beliebige 
andere feiner Punkte erlitten haben. Kann man nun zeigen, daß 
bie Drtsveränderungen zweier folder Punkte durch eine Drebung 
um eine ‚einzige Are hervorgebracht werden können; fo ift damit 
auch dargethan, daß fih die Bewegung des ganzen Körpers durch 
eine Umdrehung um diefe Are erzeugen läßt. Da alle in jener 
Umdrebungsare liegende Punfte des Körpers ihre Lage nicht än— 
dern Dürfen, und die Are felbft durch den gegebenen Schwerpunft 
geben muß; jo erfeunt man endlich, daß fowol die Eriftenz, wie 
die Lage der fraglihen Umdrehungsare unzweifelhaft nachgewie— 
fen ift, wenn man zeigt, daß die Drtsveränderungen irgend zweier 
Punkte des Körpers durch eine Bewegung bervorgebradt werden 
fönnen, bei. welcher außer dem Schwerpunfte noch Ein befiebiger 
anderer Punft des Körpers feine Lage nicht ändert. Diefer leg- 
tere Punkt gibt alsdann die Richtung der durch den Schwers 
punft gehenden Umdrebungsare an. 

Dezeichnet, zu diefem Ende C die Lage des Schwerpunftes 
am Ende der Zeit £ und D, E die refp. Lagen irgend zweier 
Punkte des Körpers, welche beide um o von dem Schwerpunkte 
abfteben; fo feien D, und E, die Lagen diefer beiden Punkte, 
welche Diefelben in dem unendlich Fleinen Zeitelemente dt anneh— 
men... Da bei diefer Bewegung der Schwerpunkt C feine Lage 
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nicht ändert; fo wird ber Abftand der Punkte D, und E, von 
C ebenfalls gleih o fein, oder bie vier 
v Punkte D, E, D,, E, werden auf ber 


NN Dberflähe einer Kugel Tiegen, welde mit 
N\ —& ,, dem Halbmeffer g aus dem Schwerpunkte 

n 
—— * C, als Mittelpunkt, beſchrieben if. DE 
— und D,E, ſeien die Bögen zweier größten 


* Kreiſe diefer Kugel und K ihr gemeinfchaft- 
liher Durdfchnittspunft. Jetzt kann man 
fih die momentane Bewegung des Körpers pder. ben Uebergang 
des Bogens DE in die Lage D,E, in der Weife vorftelfen, daß 
fih der Körper zuvörderft um die Are KC und zwar um bie 
Winfelgröße EKE, drehe, ſodaß die Punkte D und E in F und 
G mit der Richtung des größten Kreifes D, E, zufammenfallen, 
und’ daß darauf eine zweite Drehung des Körpers um eine Are 
erfolge, weldhe in C auf der Ebene bes größten Kreifes D,E, 
perpendifular ſtehe, ſodaß enblih der Bogen FG in bie dage 
D, E, gelangt. 

Dentt man fih nun durch den Punft K eine Berüh— 
rungsebene an die fragliche Kugel gelegt, und ift KH das Per: 
pendifel auf der Tangente an dem Bogen DE im Punfte K; fo 
wird ſich dieſes Perpendifel bei der erften Drehung Des Körpers 
um die Are KC ebenfalls um eine Winfelgröße HKL=EKG 
berumdreben und in die Lage KL fommen. Bei der zweiten 
Bewegung des Körpers um die auf der Ebene CD, E, perpen- 
bifular ftehende Are wird Dagegen die Linie KL parallel mit ſich 
felbft fortrüden und in die Lage K,H fommen. Iſt nun H ber 
Durchſchnittspunkt der beiden Linien KH und K,H, melde we- 
gen der unendlich geringen Bewegung des Körpers als in Einer 
Ebene Tiegend und als gleich lang angefehen werden fünnen; fo 
leuchtet ein, daß diefer Punkt bei der gefammten Bewegung bes 
Körpers aus der Lage CDE in die Lage CD,E, ebenfowenig, 
wie der Schwerpunft C, eine Ortsveränderung erlitten hat, daß 
man alfo die Bewegung des Körpers auch dadurch erzeugen kann, 
dag man denfelben um die einzige Are CH und zwar um bie 
Winkelgröße KHK, =HKL=EKE, herumdrehet. 

Fiele die Are, um welche fi der Körper am Ende ber Zeit 
t drebet, mit ber Are des obigen mittleren Kräftepaares zufam- 
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men, welches man durch die Zufammenfegung aller Bewegungs- 
größen erbält; fo würden dieſe Kräfte durchaus fein Beftreben 
äugern, die Lage der Umdrehungsare zu ändern, und der Körper 
würde fi demnach in biefem Falle fortwährend um eine Are 
dreben, deren Lage im Raume ſich fortwährend parallel bliebe. 
Fiele die augenblidlihe Umdrehungsare des Körpers aber nicht 
mit der Are des Ffonftanten mittleren Kräftepaares zufammen; 
jo würde das Legtere bei feinem Beftreben nah Drehung auch 
die Umdrehungsare des Körpers fortwährend verändern. 


In dem erfteren Falle, wo die Umdrebungsare des Körpers 
mit der Are des mittleren Kräftepaares der Bewegungsgrößen 
zuſammenfällt, erhält man aus der erften der Gleichungen (d), 
wenn man die Koordinatenare der z, in bie Richtung der Um— 
drehungsare verlegt 


d 
Zum(1,2 dt — =A, 


während Die Momente B und C in Beziehung zu einer Drehung 
um die Aren der y, und x, offenbar gleich null find. 





Nun ift ya— 2a, 7 ‚und wenn man ben 


Abſtand des Maffentheilchens m von der Umdrehungsare mit o 
und den Neigungswinfel der Projektion von g gegen die Are 


der y, mit @ bezeichnet, ſodaß = =tango ift, 








dr dy — Yy do „do 
— pe 2 
ee a dr ee 


Bezeihnet man ferner die Winfelgefehwindigfeit des Körpers um 
feine Umdrehungsare am Ende der Zeit t mit a; fo ift offenbar 
sdi=dw oder — demnach auch 


dt’ 
d, dw 2 in bi 
hy Ta FT Subftituirt man diefen Werth in die 


vorftehende Gleichung, und beachtet, daß die Winkelgefhwindig- 
fit « allen Maſſentheilchen gemein iftz fo erhält man 


eZumgo?—=A; 
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— 
J— —— umoꝰ 


worin Dumo? einen durch die Form des Körpers gegebenen 
fonftanten Werth beftst, die Konftante A beftimmt ſich durch die 
Bedingung, daß für i=o « irgend einen gegebenen Werth «a, 
haben mirffe. Hierdurch erhält man endlicd die Gleichung 
— 
welche ausdrückt, daß ſich der. Körper fortwährend mit der an— 
fänglichen Winkelgeſchwindigkeit «, um die konſtante Umdrehungs⸗ 
axe drehen wird. | 
Für den zweiten Fall, wo die Umbrehungsare nicht mit der 
Are des mittleren Kräftepaares zufammenfällt und demnad fort: 
während eine Aenderung erleidet, behalte man das vorhergehende 
allgemeine Koordinatenfpftem bei. Bezeichnet man alsdann mit 
01502, 0, die Projektionen des Vektorradius o von dem Schwer: 
punkte bis nad irgend einem Theilchen m refp. auf die Ebenen 
der 2, Y5, %29 Yaz, und mit a, ß,y die Winfelgefchwindigfei- 
ten diefer Projektionen reſp. um die Are der z,, der y, und ber 
72; fo hat man für irgend ein Theilchen m 


dt, dyz 2 2.422 _,, 482 ß 2 „492 dz 
ir ri Try =u015 rs 27, 92°, 2: "IA 


y03?, und demnach wegen der Gleichungen (d) 
Zumag,’—A, Zumßg,’=B, Zumyo,’=C, 

oder auch, wenn man mit dt multiplizirt, 

Zumg,adt=Adt, Zumo,’Bdt=Bdt, Zumgz’ydı=Odi, 


In diefen Gleichungen find die Größen «, ß, y nicht allein 
mit der Zeit, fondern aud für ein jedes Maffentbeilhen variabel. 
Da o, ade den fehr Heinen Bogen darftellt, welchen der End- 
punft bes projizirten Bektorradius in der Ebene der 2,y, um 
den Schwerpunft befchreibt, und Jo,.o,adt=to,?adt die ſehr 
Heine Fläche bezeichnet, welche diefe Projektion in der Ebene ber 
%,Y, während des Zeitelementes dt beſchreibt; fo fiebt man aus 
der erften ber vorftehenden Gleichungen, daß die Summe aller 
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biefer Vectorflächen in der Ebene der z2%s, multipficirt mit ben 
Gewichten um der entſprechenden Maſſentheilchen, proportional 
mit der Zeit wächſt. Allgemein gebt aus den obigen Gleichun— 
gen hervor, daß wenn man in irgend einem Augenblide der Be— 
wegung fämmtliche Vektorradien auf Eine der drei Koordinaten- 
ebenen projizirt, und die Vektorflächen, welche diefe Projektionen 
in ber fehr Fleinen Zeit dt um den Schwerpunft befchreiben, ein- 
ven mit den Gewichten der zugehörigen Maffentheilhen multi— 
plizirt, Die Stimme aller diefer Produfte ftets Ein und denfelben 
Werth haben wird. Man bezeichnet diefe Eigenfchaft der Bewe— 
gung eines ganz freien Körpers, auf welchen entweder gar feine, 
oder nur ſolche Kräfte angebracht find, deren Refultante fort: 
während durch den Schwerpunft gebt, mit dem Namen bes Prin- 
zipes der Flächen. 

Betrachten wir jest noch den allgemeineren Fall, wo bie 
Kräfte X, V, Z nicht gleich null und auch nicht von der Be— 
ihaffenheit find, daß ihre Nefultante ſtets dur den Schwerpunft 
gebt, wo biefelben jedoch der Bedingung unterworfen find, daß 
die Partialfummen 


EZXy—Yıy), 22 —Xz), ZN —Zy) 


ihrer Momente, welche den Körper refp. um die Aren CZ,, CY;, 
und CX, in der Richtung von Y, nad) X,, von X, nad) Zu und 
von Zy nach Yz zu dreben ftreben, ftets konſtante Werthe behal— 
ten, welhe man refp. durch ZPp, ZQg, ZRr darftellen fann, 
indem man mit P die Refultante V XV? von X und Y und 
mit p den Abftand derfelben von der Are CZ, bezeichnet u. ſ. f. 

Es ift fhon vorhin erwähnt, dag man fi irgend eine 
unendlich Eleine Bewegung des Körpers um feinen Schwerpunft 
während des Zeitelementes dt, wobei die Koordinaten z, y, z 
itgend eines Maffentheilchens m die Infremente dx, dy, dz ers 
leiden, als eine Drebung des Körpers um eine gewiffe durch 
feinen Schwerpunft gebende Are denken fünne. Wie aus dem 
Nachſtehenden erhellet, kann man die Bewegung des Körpers, 
welde aus der Umdrehung um eine einzige Are hervorgeht, auch 
als eine gleichzeitige Drehung um die drei Aren CZ,, CY,, CX, 
nach den oben bemerkten Richtungen herum anfehen, Nimmt man 
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daher, um die fraglihe Bewegung bes Körpers während ber Zeit 
dt zu erzeugen, an, berfelbe drehe ſich zuvörderſt mit der Win- 
felgefhwindigfeit « um die Are CZ, indem die Projektionen 
aller feiner Punkte auf die Ebene YzX, den fehr Heinen Bogen 
ade beſchreiben und die Koordinaten x, und %, die Inkremente 
dx und öy’ erleiden; fo hat man offenbar ör’—ygadt und 
öy=—rzadt. Hierauf nehme man an, der Körper drebe fid 
mit der Winfelgefhwindigfeit B um die Are CY,, indem. die 
Projektionen feiner Punkte auf die Ebene NzZ, den Bogen Bdt 
befhreiben und die Koordinaten x, und za die Inkremente dr" 
und dz” erleiden; alsdann hat man dx"——2,ßdt und dz"—=xßdt. 
Endlich drehe fih dev Körper mit der Winfelgefchwindigfeit y um 
bie Are CX,, indem die Projektionen feiner Punfte auf die Ebene 
ZaYa den Bogen ydt befchreiben, und die Koordinaten y, und z, 
bie Inkremente öy”’ und ö2” erleiden; alsdann hat man dy"—zyydt 
und 62" = — yaydt. Die Infremente de, dya, dz,, welde die 
Koordinaten 2, Ya, 2, irgend eines Maffentheilchens bei der 
gleichzeitigen Drehung um die drei Aren während bes Zeitele 
mentes de erleiden, find demnach 


ds =ör" Hör" =ped— zPßdt, 


dp=dy-tHöy—mydt—azadt, 
da=d!" +" =nßdi—yydı, 


und man hat 
dx 
ren —Bz 
d 
raum 


dzz 
u u 


Für diejenigen Punkte des Körpers, welche bei diefer Dre 
bung ihre Lage nicht ändern, muß man Ia_,, N_., = 
haben, Dies ergibt zur Beſtimmung ' der fraglichen Punkte die 
Gleichungen 

eyy—Pßz, ya=ary, Brz—=yy, 
von benen je zwei bie dritte bedingen. Man fieht, daß hierdurch 


Bewegung eines ganz freien Körpers. 207 


eine gerade Linie dargeftellt ift, welche durch ben Schwerpunkt 
des Körpers geht. Auch erkennt man, daß die Koſinus der Nei⸗ 
gungswinkel dieſer Umdrehungsaxe gegen die Koordinatenaxen 
CX,, CY,, CZ, reſp. durch 


? » ß . & 

bargeftellt find. Um die Winfelgefhwindigfeit 9 zu beftimmen, 
mit welcher fich der Körper um die Umdrehungsaxe drehet; fo hat 
man für den Raum, welchen irgend ein Theilden des Körpers 
während bes Zeitelementes dt beichreibt, 
V dry tay°tdzi=dıV (aya Be)H (ra ar)?4 Ara yYa)” 

—dtV (a +B?-+y? Ca? Fy? +2?) (ya thy?tez)?. 
Multipfizirt man die obigen Werthe von da, dyg, d2a refp. mit 
y, ß, @ und abdirt diefelben zufammen; fo ergibt fi 

yıa-tßysata2z2=0, 

und demnach 

NEN BE ner ne Be 
v da? +dy? +42? = diV BR) +y?+2?)- 


Nimmt man nun an, das in Rede ftehende Theilchen Tiege 
in einer auf der Umbrehungsare perpendikular ftehenden, durch 
den Anfangspunft gehenden Ebene in einem Abftande gleih 1 
von dem Iesteren Punkte; fo hat man 29?+y3?+23?=1 und 


Vz? Fady? FA? —9dt; mithin 
3=Yya+p’+r". 


Bermöge ber obigen Werthe von 5. a und - ers 
hält man nach gehöriger Reduktion | 


dx d 2 
— — — — 
du_, 4a 


u, a —=ß(i2? +23?) —yX3ya — a Ya2a 


d d ; 
yet) —nn Inn 
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Subftituirt man diefe Ausbrüde in die Gleichungen Ce), worin 
der Vorausſetzung gemäß die rechten Seiten fonftante Werthe 
haben, führt alsdann die Integration in Beziehung zur Zeit € 
aus, und beachtet, daß die Größen «, ß, y nur mit der Zeit ver- 
änderlih, für die einzelnen Maffentheilden des Körpers aber 
fonftant find; fo ergibt ſich 





Zem’4 1) Sumyın— gemyn==t2Pp-+A, 
5 Zune +”) : Zumxyy— ZmNtSQgHB, «.(e} 


T Zum(ya? +23) — = Zumxtgz — — Sumzgyg—tIRr+C, 


worin A, B und C fonftante Größen bezeichnen. 


Nehmen wir nun an, in dem Augenblide, von welchem man 
anfängt, die Zeit t-zu rechnen, falle die Koordinatenare CZ, 
mit der augenblidlichen Umbdrehungsare des Körpers zufammen, 
fodag für diefen Augenblid B=0, y=0 ift und die Winfelge- 
fhwindigfeit « den Werth «, bat. Kerner machen wir zur Ber: 
einfachung der Unterfuhung folgende Borausfegungen: Die 
Summe ber Momente der Komponenten Z und X, welde den 
Körper um die Are CYa zu dreben ftreben, fowie die Summe 
der Momente der Komponenten Y und Z, welche den Körper 
um die Are CX, zu drehen ftreben, fei gleih null, fodag man 
(Zum —Xza)=2Qg=0 und I(Yz,—Zy)=!Rr=0 bat. 
Hierzu ift es nothwendig, daß die NRefultante aller Kräfte Q 
durch die Are CY, und die Refultante aller Kräfte R durch die 
Are CXy gehe. Außerdem fei der Körper von einer ſolchen 
Beichaffenheit, daß man im erften Augenblide der Zeit 

Zumy,2z,=0 und FSumrzz3—0 
bat. Diefe Testeren beiden Bedingungen werden dann erfüllt, 
wenn der Schwerpunft aller zur Ebene X,Y, parallelen Quer— 
fohnitte des Körpers in der Are CZz liegen; denn alsdann bat 
man für ein jeden folden Duerfchnitt, deffen Abftand vom Ans 
fangspunfte C glei 7’ ift, 
Zum, —=0 und Zumy—0; 
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mithin auch 
!Sumtz, = Iumz,:'=(0 und ! ISumy=Iumyr—0, 
und bemnad für den ganzen Körper 
Zum a3=0 und Fumyz,—0, 

Führt man diefe Bedingungen in die obigen drei Sfeihuns 
gen ein, und beachtet Hinfichtlid der beiden legteren berfelben, 
daß man für den Anfangspunft der Zeit 80, y=0, Sum Yo 
und Sumzyz,—0 bat, daß alfo die Konftanten B und C noth⸗ 
wendig gleich null ſein müſſen; ſo erhält man 


— ZumCz?+9,9— T Sumy.2,— — Zumty25=t2Pp-+A, 


y | a 
Zum(zz? +7,2)— F Zumr,y— — Zumyz2, =(, 


a B 
Zum (yg2?-+z,?) — z Sumz,2,— — Sumz,y=0. 


al |» © 


Das Moment des bei den frühern Unterfuhungen erwähn- 
ten mittleren Kräftepaares, welches man erhält, wenn man die 
Promente aller Bewegungsgrößen, von denen die Maffentheilchen 
bes Körpers belebt find, zufammenfegt, ift nun hier 


iZPp-+A, 


und man fieht, daß die Intenfität diefes Kräftepaares mit der 
Zeit wählt. Für die Kofinus der Neigungswinfel der Are die- 
fes mittleren Kräftepaares gegen die Aren CX,, CY,, CZ, 
erhält man aber refp. | 
0,0,1, 

woraus folgt, daß die Are diefes Kräftepaares fortwährend mit 
der Koordinatenare CZ, yparalfel bleiben wird, Da nun diefe 
Koordinatenare im Anfangspunfte der Zeit, der Borausfegung 
gemäß, auch bie Umdrehungsare des Körpers iſt; fo folgt ferner, 
daß die auf den Körper angebrachten Kräfte fein Beftreben äus 
fern, die anfängliche Umdrehungsare zu verrüden, und daß dem: 
nach der Körper fortwährend um bie Are CZ, rotiren wird, 

Da man biernad zu jeder Zeit 80, y=0, Fumy,2,—0 
und Sumzz2,—=0 haben wird; fo rebuziren fi die obigen drei 
Gleichungen auf Die erfte, welche, wenn er den Körper von 
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gleihförmiger Dichtigfeit annimmt, und das Trägheitsmo— 
ment Im(x,?-+ 2?) desſelben in Beziehung zu der Umdrehungs⸗ 
- are CZ, mit I bezeichnet, 


EI a=t2Pp+A 
ergibt. Da endlih für i=0, «=a, fein muß; jo folgt 
J 
Alu 
g 19 


und demnach 
er (a—a,)=t3Pp. 


Durch diefe Gleichung ift die Umdrehungsbewegung bes 
Körpers um die durch feinen Schwerpunft gehende Are CZ,, 
welche fortwährend die Umdrehungsare bleibt, vollkommen be- 
ftimmt. 

Für FPp=0 würde man au, erhalten, ſodaß in bie 
fem Falle die Umdrehung des Körpers um bie Are CZ, mit 
gleichförmiger Gefhwindigfeit erfolgte. 

Aus den obigen allgemeinen Sägen folgt, dag wenn auf 
einen Körper beliebige Kräfte angebracht find 

1. der Schwerpunkt desfelben ſich gerade fo bewegen wird, 
als. wenn die ganze Maffe des Körpers in ihm fonzentrirt und 
von Kräften getrieben würde, welche den gegebenen gleich und 
parallel find, | 

2. daß fi der Körper, unabhängig von der Bewegung fer 
nes Schwerpunftes um diefen Punkt in derſelben Weife drehen 
wird, wie er es thun würde, wenn der Schwerpunft feft wäre, 
und die gegebenen Kräfte in derfelben Weife auf ihn wirften. 

Diefes Refultat fcheint auf den erften Blick den oberften 
Prinzipien der Mechanik zu widerfprecdhen, nad welchen bie her’ 
vorgebrachten Wirfungen den erzeugenden Urfachen ſtets propor- 
tional fein müffen; denn wenn man fämmtlihe an einem Körper 
angebrachte Kräfte parallel zu ihren Richtungen an den Schwer 
punft verlegte; fo würden biefelben die fortfchreitende Bewegung 
des Körpers ganz in der früherer Weife erzeugen, ohne auf bie 
Umdrehung des Körpers um feinen Schwerpunft eine Wirkung 
zu Äußern, In dem Fall aber, wo diefe Kräfte über den Kör— 
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per in beliebiger Weife vertheilt find, würden biefelben nicht 
allein die fortfchreitende Bewegung ganz in derſelben Art, ſon⸗ 
dern auch noch die Umdrehungsbewegung des Körpers um feinen 
Schwerpunkt nad den aus den obigen Gleichungen ſich ergeben- 
ben Gefegen hervorbringen. Das Lestere ift offenbar eine weit 
färfere Wirkung, welde man von Ein und benfelben Kräften 
erhält, jenahdem man biefelben im Schwerpunfte oder in belies 
bigen anderen Angriffspunften anbringt. So abnorm diefe That⸗ 
ſache zu fein ſcheint, fo beftätigt fie bei genaueker Betrachtung nur 
bie allgemeinen Gefege über die Größe ber Wirkung in Bezie 
bung zu ben obwaltenden Urſachen. Ein Beifpiel wird dies am 
beften zeigen. 
© ſei ein Rad, welches durch bie Wirkung einer in feinem 
Mittelpunfte angebrachten horizontalen Kraft 
P auf der horizontalen Ebene DE binrofft, 
indem fih in bem gemeinfhaftlihen Berüh— 
rungspunfte D fortwährend eine Reibung 
gleich F erzeugt. Subftituirt man ftatt der 
feften Ebene DE eine im Mittelpunfte des 
Rades angebrachte, vertifal von unten nad oben wirfende Kraft 
gleih dem Gewichte „M des Rades und flatt der Reibung F 
eine Eonftante horizontale Kraft, welche ſtets in entgegengefester 
Richtung der Bewegung dur den tiefften Punft D des Rades 
wirft; fo erhält man ein ganz freies Syftem auf welches ſich 
die im Vorſtehenden entwidelten allgemeinen Refultate anwenden 
laſſen. Es wird jebod bemerkt, daß diefes neue Syftem mit dem 
zuerft bezeichneten keineswegs ibentifch ift, weil bei dem letzteren 
die Umdrehungsbewegung des Rades um feinen Mittelpunft von 
der fortfchreitenden Bewegung desfelben ganz unabhängig ift, was 
bei dem Falle eines phyfifchen Rades, welches auf einer Ebene 
hinrollt, durchaus nicht flattfindet. Für das neue Syſtem geht 
aber aus dem Obigen hervor, daß ſich der Mittelpunkt des Ra— 
des in einer horizontalen Linie und mit einer Gefhwindigfeit be= 
wegen wird, welde ein materieller Punkt von dem Gewichte 
uM durch die Wirkung einer Eonftanten Kraft gleich P—F em- 
pfangen würde. Gleichzeitig würde fi aber das Rab aud) in 
Folge der Wirkung der Kraft F um feinen Mittelpunkt drehen. 
Dächte man ſich jest die borizortalen Kräfte P und F oder 
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die einzige Kraft P—F im Mittelpunfte des Rades angebradt; 
fo würde die daraus refultirende fortfchreitende Bewegung mit 
der früheren ganz identifch fein; eine. Umdrehungsbewegung bed 
Rades um feinen Mittelpunkt würde aber nicht erfolgen. 

Um diefe Erfcheinung zu erflären, fo denfe man fi die 
Kraft Fdurd ein Gewicht F vertreten, welches an einem bieg- 
famen Faden DGF aufgehängt ift, der fih um das gegebene 
Rad fohlingt und bei G über eine Rolle geleitet if. In dem 
zufegt erwähnten Falle, wo die Kraft F in entgegengefegter 
Richtung der Kraft P im Mittelpunfte des Rades angebradt 
wäre,, würde ber Angriffspunft einer jeden diefer beiden Kräfte 
nad Verlauf irgend einer Zeit & denfelben Raum x befchrieben 
haben, und die Arbeit, welche beide Kräfte bis dahin verrichtet 
hätten, würde Pæ — Fr=(P—F)x fein. In dem erfteren Falle 
aber, wo die Kraft P am Umfange des Rades wirft, fei o 
der Winfel, um welden fih das Rad am Ende der Zeit t um 
feinen Mittelpunkt C in der Richtung DP gedrehet hat und r 
der Halbmeffer des Nades, Alsdann wird der Punkt D einen 
Bogen gleih or um den Mittelpunkt befchrieben haben, und bad 
Gewicht F wird offenbar nur um r— or gehoben fein, ſodaß 
bie Arbeit, welde in entgegengefegter Richtung der Wirkung 
von F von diefer Kraft geleiftet ift, den Werth Flr-— or) bat. 
Die Summe der von den Kräften P und F geleifteten Arbeiten würde 
demnach in dieſem Falle Pr— F(r— or) =(P—F)x+For 
fein. Da diefer Betrag an Arbeit offenbar größer ift, als in 
dem anderen Falle, wo beide Kräfte im Mittelpunfte des Rades 
angebracht find; fo erflärt fih die verftärfte Wirkung biefer 
Kräfte in dem zulegt erörterten Falle, wo neben der fortfchreis 
tenden Bewegung bes Rades auch noch eine Umdrehungsbewegung 
desfelben erfolgt, ohne Schwierigkeit. 


Dritter Abſchnitt. 





| Die Theorie der Maſchinen. 


$. 143. Die Theile einer Mafchine können in Rückſicht auf 
ihre Beftimmung in drei Klaffen getbeilt werben, von denen die 
erften die Einwirfung der bewegenden oder treibenden 
Kraft unmittelbar empfangen, die anderen Die zu ver- 
richtende Arbeit unmittelbar. ausführen und die dritten 
zwifchen jenen beiden die nöthige Verbindung berftellen oder 
die Arbeit von den treibenden nad den arbeitenden Theilen 
der Mafchine Teiten. Die erfte Klaffe nennt man Rezepto: 
ren, die zweite Operatoren und bie dritte Kommunikato— 
ren ber Arbeit. 


Fortpflanzung der Arbeit durch Mafchinen. 


$. 144. Die treibende Kraft zerfällt, wenn fie an der 
Mafchine arbeitet, erftlich in die, welche die ſchädlichen Wis 
derftände der Mafchine oder ſolche überwindet, die durch Reibung 
und andere die Arbeit nutzlos verzehrende Urfachen erzeugt 
werden; zweitens in die, welde die Bewegung der verfchiede- 
nen Theile der Mafchine fo lange befhleunigt, als die Arbeit 
der treibenden Kraft diejenige überfchreitet, welche auf die ver: 
fchiedenen Widerftände der Bewegung verwendet wirt ($. 129); 
drittens in die, welde die Nutzwiderſtände oder ſolche über- 
windet, die der Bewegung der Mafchine von den operirenden Thei- 
Yen, durch welche die Nusgarbeit verrichtet werben fol, entge: 
gengefegt werden. Hiernach theilt fih denn auch die von der 
treibenden Kraft auf die Rezeptoren entwidelte Arbeit im Aus 
genblide der Fortpflanzung erftlih in die Arbeit, melde auf 
Reibungen und andere fchädliche Widerftände der Bewegung nug- 
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108 verwendet wird; zweitens in bie Arbeit, weld,e in den. ver- 
fchiedenen fi bewegenden Elementen der Maſchine angehäuft 
wird, und von denſelben erforderlichen Falls reproduzirt wer- 
den fannz drittens in Die Nugarbeit der Dperatoren, aus 
welcher der Nugeffeft der Mafchine unmittelbar hervorgeht. 


$. 145. Die Anzahl der Einheiten der Nusarbeit, 
welche irgend eine Mafhine an ihren arbeitenden 
Theilen verrichtet, ift gerabe um die Anzahl der Ein- 
heiten der Arbeit, welde auf die ſchädlichen Wider: 
fände verwendet wird und um die Anzahl der Einhei— 
ten, welde in den fih bewegenden Theilen der Mas 
fhine während der Berrihtung der Arbeit angehäuft 
werben, Fleiner, als die Anzahl der Einheiten, welde 
bie Mafhine von der treibenden Kraft direft em- 
pfängt. Ä | 

Denn wenn SU, die Anzahl der Arbeitseinheiten darftellt, 
welche die Mafchine durh die Wirkung der treibenden Kraft 
unmittelbar empfängt, Zu die ganze Anzahl folder Einheiten, 
welche zur Überwindung der ſchädlichen Widerſtände verbraudt 
werden, ZU, die ganze Nusarbeit der Mafchine Coder dieje— 
nige Arbeit, welche die Dperatoren bei Hervorbringung bed 


Nutzeffektes verrichten) und 42 (0,?—0,?) die. Hälfte ber 


Summe aller Differenzen zwifchen den Yebenden Kräften der in 
Dewegung befindlihen Mafchinentheile im Anfange und am Ende 
des in Rede ftehenden Zeitraumes bezeichnet; fo hat man nad 
dem Prinzive der lebendigen Kräfte (Gleichung 108) 


SU, —EU, +2u+ * Sony? —09)s.... 119 


worin o, und va die Gefhmwindigfeiten des Mafchinenelementes vom 
Gewichte w im Anfange und am Ende desjenigen Zeitraumes ber 
zeichnen, während welches man die Arbeit betrachtet. Das letzte 
Glied der vorftebenden Gleichung ftellt aber aud die in dem 
fraglichen Zeitraume in den beweglichen Mafchinentheilen ange: 
bäufte Arbeit dar ($. 130), und man erfennt daher die Rich— 
tigfeit der obigen Behauptung. 
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$. 146. Wenn nad irgend einem Zeitraume immer 
biefelbe Gefhwindigfeit der einzelnen Mafchinentheile 
wiederfehrt, oder wenn die Bewegung periobifch ift; 
fo it Die ganze von der treibenden Kraft mitgetheilte 
Arbeit während jenes Zeitraumes gleih der Summe 
der verrihteten Nugarbeit und der auf die Ueber- 
windung der ſchädlichen Widerftände verwendeten 
Arbeit. 

Denn da die Gefhwindigfeiten v, undo, im Anfange und am 
Ende des fraglichen Zeitraumes, für welchen die Arbeit beftimmt 
wird, einander gleich fein follen; fo hat man Zw (v3? —v,?)=0, 
und daher | i 

U, =2U,+2%,... (113) 
Es Teuchtet ein, daß auch das Umgefehrte dieſes Sates 
wahr ift. 


$. 147. Wenn fih die treibende Kraft einer Ma— 
[hine während der ganzen Bewegung mit dem Nutzwi— 
derftande und den ſchädlichen Widerftänden im Gleich— 
gewichte befindet; fo ift Die Bewegung der Mafdine 
gleihförmig. | 

Denn in dieſem Falle hat man nad) dem Prinzipe ber vir- 
tuellen Gefhwindigfeiten ($. 127 und 128) ZU, =IU,+ Fu 
und daher wegen Gleichung (112) 

Sul?’ —v,)=0, 

woraus folgt, daß unter den vorausgefegen Umftänden die Ge- 
hwindigfeiten v, und ©, irgend eines fih bewegenden Maſchi— 
nenelementes im Anfange und am Ende eines jeden beliebigen 
Zeitraumes ſich gleich feien, oder daß die Bewegung eines jeden 
ſolchen Efementes gleichförmig fei, 

Das Umgefehrte dieſes Sages hat offenbar ebenfalls Gül- 
tigfeit, 


Der Model einer Mafchine, welche mit einer gleich: 
förmigen oder periodifchen Bewegung arbeitet. 


9148, Der Model einer Maſchine in dem Sinne, 
m welchem diefer Ausprud in dem vorligenden Werke 
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gebraucht wird, ift Die Beziehung zwifhen derjenigen 
Arbeit, welde von der treibenden Kraft. auf die Res 
zeptoren fortwährend entwidelt wird, und Derjenigen, 
welde an den Dyeratoren als Nugarbeit fortwährend 
zum Borfheine fommt, nachdem: die Bewegung ber 
Mafhine den Zuftand der Gleihförmigfeit erreidt 
bat. Iſt ein folder Zuftand der Gleichförmigkeit nicht 
möglih und die Bewegung der Mafdhine periodifd; 
fo wird unter ihrem Model die Beziehung verftanden, 
welhe zwifchen der Arbeit der treibenden Kraft und 
der Nugarbeit der Mafhine während einer jeden Pe- 
riode, an deren Endpunften fih diefelben Geſchwin— 
digfeiten wiederholen, ftattfindet, 


Der Model irgend einer Mafchine ift demnad Die befondere 
Form, welde in Beziehung zu dieſer Mafchine die GTeichung 
(113) annimmt. Da derfelbe von der Arbeit Fu abhängt, wel- 
che auf Reibungen und andere ſchädliche Widerftände Der Bewe- 
gung verwendet werden muß; fo ergibt er für eine jede Mafchine 
ben durch diefe Urfachen berbeigeführten Verluſt an Arbeit, und 
bildet demnah ein Mittel zur Bergleihung des Aufwan- 
bes an treibender Kraft, welder bei verfchiedenen 
Mafhinen zur Hervorbringung gleicher Effekte erfor- 
derlich ift. | | 

Während der befondere Model für eine jede verfehieden kon— 
ſtruirte Mafchine verfchieden iſt; fo giebt es doch einen allgemei- 
nen algebraifhen Charakter oder eine allgemeine Formel, unter 
welche alle Model von Mafchinen Cin den meiften Fällen und 
mit gewiffen Einfchränfungen) gebracht werben können. Diefe 
Formel ift die folgende, Ä 


U,=A.U,+B.S,....(119 


worin U, die von ber treibenden Kraft bei der Befchreibung 
des Raumes S hervorgebrachte Arbeit, U, die an den Operato- 
ren verrichtete Nusarbeit bezeichnet und A und B zwei Konftan- 
ten find, welche von der eigenthümlichen Konftruftion der Ma- 
fine, das heißt von den Dimenfionen und Verbindungen ihrer 
Theile, von deren Gewichten und den NReibungsfoeffizienten ber 
verfchiedenen aufeinander gleitenden Flächen abhängen. 
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Es würde nicht fhwer fein, die vorftehende Form des Mo- 
deld unter gewiffen angenommenen Brdingungen allgemein zu 
entwideln. Da jedod der Model einer jeden befonderen Mafchine 
im Laufe des Werfes unabhängig beftimmt und bisfutirt werben 
muß; fo wird es beffer fein, den Lefer auf die befonderen Mo: 
del zu verweifen, welche auf den fpäteren Seiten entwidelt wer: 
den. Man wird bemerken, daß faft alle Model in der vorhin 
angenommenen Form enthalten find, und daf fi die Modiftfas 
tionen, welchen diefelbe unterworfen ift, bei der Diskuffion eines 
jeden einzelnen Falles von felbft herausftellen. 


$. 149. Es gibt indeffen noch eine wichtige Ausnahme von 
diefer allgemeinen Form des Models, welde eintritt, fobald fich 
Naſchinentheile ganz oder theilweife in Füffigfeiten bewegen. 
Jene Formel behält nur da Nichtigkeit, wo die Widerftinde, 
welhe die Mafchinentheile der Bewegung entgegenfegen, wie bie 
der Reibung, den Drudfräften porportional, oder wo fie ganz 
Ionftant find. Sind andere Widerftände verhanden, welhe, wie 
die Widerftände der Flüffigfeiten, in denen Mafchinentheile eins 
getaucht find G. B. wie der Widerftand der Luft) mit der Ges 
Hwindigfeit der Bewegung variiren; fo müffen, wenn biefelben 
beträchtlich find, nody andere Glieder zu dem Model abdirt wers 
den. Diefer Gegenftand wird bei dem Widerftande der Flüffige 
fiten näher unterfucht werden; es mag bier nur noch bemerft 
fin, daß wenn fih die Mafchine, welche dem Widerftande der 
Slüffigfeit während einer Zeit T unterworfen ift, gleichför— 
mig bewegt, und man vorausferen fann, daß der Widerftand 
der Klüffigfeit wie das Quadrat der Gefhwindigfeit V varrürt, 
die zur Ueberwindung dieſes Widerftandes erforderliche Arbeit, 
wie die Größe V?.S oder wie V3.T, da S=VT ift, variirt. 
Brzeichnen alfo U, und U, refp. die Arbeiten an dem Rezeptor 
und dem Operator während der Zeit T; fo nimmt der Model 
in diefem Falle die Form 


U, =A.U,+B:V.T+V3T, ..+ (115) 
an, 
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DerModel einerMafchine, welche mit einer befchlen: 
nigten oder verzögerten Bewegung arbeitet. 


$. 150. In den beiden vorhergehenden Paragraphen ift an- 
genommen, daß die Arbeit U, der treibenden Kraft gerade fo 
groß fei, ale es zur Überwindung ber nüglihen und ſchädlichen 
Widerftände in immer gleihen oder periodifchen Zeiträumen 
notbwendig ift, fodaß die ganze Arbeit auf diefe Widerftände ver- 
wendet wird und gar Feine in ben fih bewegenden Mafchinen- 
theilen, wenigftens nicht für die ganze Dauer einer jeden vollen 
Periode, angehäuft werden fann. Nimmt man nun aber an, 
jene Gleichheit höre auf, und die Arbeit U, der treibenden Kraft 
überfchreite das zur Überwindung der nüglichen und ſchädlichen 
Miderftände erforderlihe Maaß; fo wird fi die Bewegung ber 
ganzen Mafchine befchleunigen und in den beweglichen Theilen 
derfelben wird eine gewiffe Menge von Arbeit angehäuft werben. 
Um die in den früheren Fällen mit U, bezeichnete Arbeit, welde 
gerade zu der Überwindung aller Widerftände erforderlich ift, 
von der Iegteren zu unterfceiden, welde einen Überfchuß über 
die Widerftände enthält; fo bezeichne man diefe mit U’. Kerner 
fei U,, wie früher, die Nugarbeit, welche durch einen gegebenen 
Raum S, verrichtet wird, und welche immer als diefelbe ange: 
fehen werden fann, wie fih aud die Geſchwindigkeit der Ma 
ſchine während der Befchreibung des Raumes S, änderen möge; 
endlich fei S, der Raum, welchen der Angrifspunft ber trei- 
benden Kraft in derfelben Zeit befchreibt, in welcher der Angriff 
punft des Nuswiderftandes den Raum S, durchläuft. 


Da nun U, die Arbeit if, welche am Rezeptor verrichtet 
werden muß, um gerade die Widerftände zu überwältigen, und 
U’ die Arbeit bezeichnet, welche auf den Rezeptor durch bie 
treibende Kraft wirklich entwickelt wird; fo ift U’ — U, der Über: 
ſchuß der treibenden Kraft über die, welche von den Widerſtanden 
aufgerieben wird, und daher gleich der in der Maſchine während 
der betrachteten Zeit angehäuften Arbeit ($. 130) oder gleich 
der Hälfte der während biefer Zeit gewonnenen lebenden Kraft 
(8.129). Bezeichnet man alfo mit o, die Gefchwindigfeit irgend 
eines Elementes der Mafchine, deffen Gewicht w ift, in dem Au⸗ 
genblicke, wo die Arbeit U’ begann, und mit v, die Geſchwindig⸗ 
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feit des Elementes, als jene Arbeit vollendet war; fo hat man 
(nach $. 129) 
0,2 zen. | 
Nah Gleihung (114) war aber U,=AU,+BS,; man 
erhält alfo 


U-A.U,+B.S,45, 2000 ’—0%).... 110 


Wenn die Arbeit U’ der treibenden Kraft, ftatt die zur 
Überwindung der Widerftände erforderliche Arbeit U, zu über- 
Ihreiten, Fleiner gewefen wäre, als die letztere; fo würde durch 
den Raum S, feine Arbeit angehäuft, fondern fortwährend ber: 
gleichen verloren fein, und man hätte (nad. $. 129) die Be- 
jiehung | 

U, -U= 2 200,02"), 
ſodaß auch in dieſem Falle 

VU_U, =z. Zu(y?—n,9) 
wäre, 

Die Gleichung (116) findet demnach ſowol auf den Fall 
einer verzögerten, wie auf ben einer befchleunigten Bewegung 
ber Mafchine Anwendung und ift der allgemeine Ausdrud für 
den Model einer Mafchine, welche mit einer veränderlichen Be— 
wegung arbeitet. Während die Koeffizienten A und B des Mo- 
dels von der Reibung und anderen direften Widerftänden abhän- 
gen, ift das Teste Glied von allen diefen Widerftänden ganz 
unabhängig, und wird einzig dur die Gefhwindigfeiten der ver- 
fhiedenen in Bewegung begriffenen Elemente der Mafchine und 
durch deren Gewichte beftimmt. 


Gefhwindigfeit einer Mafchine, welche mit einer 
veränderlihen Bewegung arbeitet. 


$. 151. Die Gefhwindigfeiten der verfchiedenen Theile oder 
Elemente irgend einer Mafchine find offenbar durch gewiſſe 
unveränberlihe Beziehungen miteinander verbunden, welche 
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man durch algebraifche Formeln darftellen kann, ſodaß diefe Be 
ziehbungen, obgleich verfchieden für verfchiedene Mafchinen, doch 
für Ein und diefelbe Mafchine unter allen Zuftänden der Bewe— 
gung ſich gleich bleiben. Bei fehr vielen Mafchinen wird diefe 
Beziehung dur ein Eonftantes Berhältnig ausgedrüdt. Bezeich— 
net man bei einer ſolchen Mafchine das Fonftante Verhältniß der 
Gefhmwindigfeit o, irgend eines Elementes zu der Geſchwindig— 
feit V, des Angriffspunftes der treibenden Kraft mit 2, ſodaß 
man 9, —ıV, hat; fo wirb für zwei beliebige andere Wertbe 
v, und V, und vo, von V, auch 2»,=3V, fein. Durch Sub: 


ftitution diefer Werthe von v, und o, in die Gleichung (116) 


wird dieſelbe 
V-AU+BSIHH, VrV 9ER...) 


worin Zw? die Summe aller Produfte aus dem Gewichte eines 
jeden einzelnen Elementes in das Duadrat des Verbältniffes A 
feiner Gefhmwindigfeit zu der des Angriffspunftes der treiben 
den Kraft darftellt. Für Ein und biefelbe Mafchine ift demnach 
diefer Koeffizient Zwr? eine konſtante Größe; für verfchicdene 
Maſchinen ift er verfchieden. Derfelbe ift von den nüslichen 
und fhädlichen Widerftänden gänzlih unabhängig, und wird nur 
durch die Gewichte und Dimenfionen der in Bewegung befindli- 
hen Maffen und durch die Art und Weife, in welcher biefelben 
miteinander verbunden find, beftimmt. 

Durh Transformation ergibt fih aus ber vorftebenden 


Gleichung 
U—A.U,—B.S 
Ver ES |, ....(118) 


eine Gleichung, durch welche die Geſchwindigkeit Ve des Angriffs⸗ 
punktes der treibenden Kraft gefunden werden kann, nachdem 
ein gegebener Betrag an Arbeit U’ von ber treibenden Kraft 
verrichtet und ein gegebener Betrag an Nugarbeit Uy verzehrt 
worden ift, wobei natürlih auch die Gefchwindigfeit V, jenes 
Angriffspunftes in dem Augenblide des Beginnes der Arbeit U 
gegeben fein muß. | 

Es Teuchtet ein, daß die Bewegung der Mafchine um fo 
gleihmäßiger fein wird, je größer die durch zwA? bdargeftellte 


8.152. Gl. (119) Koeffizienten des Models einer Maſchine. 221 


Größe if. Diefe Größe, welche für Ein und dieſelbe Mafchine 
in allen Zuftänden ber Bewegung ſich gleich bleibt und nur für 
verfchiedene Mafchinen andere Werthe annimmt, und welde die 
Eine Maſchine von der anderen in Beziehung auf die Beftän- 
digfeit ihrer Bewegung, unabhängig von allen aus der Natur 
der nüslichen und fhädlihen Widerftände entfpringenden Betrady- 
tungen, unterfcheidet, kann ſchicklich der Koeffizient für bie 
Gleihmäßigfeit der Bewegung genannt werden. Die Be 
wegung der Mafchine wird defto gleihmäßiger fein, je größer 
diefer Koeffizient und je größer die beiden anderen Koeffizienten 
A und B (vorausgefest, daß fie pofitiv feien) gemacht werben. 


Beftimmung der Koeffizienten des Models einer 
Maſchine. 


$. 152. Man ermittele zuvörderſt die Beziehung zwiſchen 
dem Drucke P, der treibenden Kraft und dem Nutzwiderſtande 
P,, welche in dem Gränzzuſtande des Gleichgewichtes bei 
dem vorherrſchenden übergewichte von P, ftattfindet. Dieſe 
Beziehung wird fih in allen Fällen, wo die von Ps unabhängi- 
gen fonftanten Widerftände der Bewegung im Vergleich zu P, 
fein find, durch Formeln darftellen Taffen, von denen Folgendes 
die allgemeine Form ift: 

P,=P,9,+9,....(119 


Hierin bezeichnen D, und ©, gewiffe Funktionen der Reibung 
und der anderen fohädlichen Widerftände in der Mafchine, von 
welchen bie lestere verfchwinbet, wenn bie Widerftände verſchwin⸗ 
ven, die erftere aber einen reelen Werth behält. Stellen alfo 
©, (0) und ©, (0) die Werthe jener Funktionen für den Fall 
dar, daß die ſchädlichen Widerftände verfhwinden; fo hat man 
8,0) =0 und DB, (0) — einer beftimmten endlihen Größe, 
deren Betrag von der Konftruftion der Mafchine abhängt. Iſt 
ebenfo P, (0) der Werth der Kraft P,, welche mit ber gegebe- 
nen Kraft P, im Gleichgemwichte fein würde, wenn feine fchädli- 
hen Widerftände vorhanden wären; jo folgt aus ber Testen 
Gleichung 
P,(O=P,.9,(0). 
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Nimmt man nun an, die Bewegung der Maſchine fei- gleich: 
förmig, ſodaß P, und P, fortwährend an derfelben im Gleich— 
gewichte find, bezeichnet alsdann mit S, irgend einen vom An- 
griffspunfte der Kraft P, befchriebenen Raum, oder die Pro: 
jeftion diefes Raumes auf die Richtung von P, und mit 5 
den entfprehenden Raum oder deſſen Projektion, welcher von 
dem Angriffspunfte ber Kraft P, befchrieben wird; fo hat man 
nah dem Prinzipe der virtuellen Gefhwindigfeiten ($. 127, 128) 


P,(0)S,=P,.S,, | 
und wenn man biefe Gleihung durch die vorftehende dividirt 


___ 8 
I=7.0 ....(120 


Multiplizirt man dieſe Gleichung mit der Gleichung (119; fo 
ergibt ſich 


— + [ers sn 
das ift 


— Ö, 
u,=[5|-U+®; .S, ....(121) 


Dur die Tegtere Gleihung ift der Model der Maſchine gege 
ben, fodaß die Konftante A aus Gleichung (114) durch En 
und die Konftante B durch Dz dargeftellt wird, 

Die vorftehende Gleichung ift allgemein für jeden Werth 
von S; abgeleitet, wofern nur bie Kräfte P, und Pz fonftant 
find ‚und die Bedingung für das Gleichgewicht in dem Gränzzu⸗ 
ftande fih durch eine Gleichung von der Form (119) darftellen 
läßt; fie gilt daher auch noch für einen unendlich Heinen 
Werth von S,, fobald die auf die Mafchine wirfenden Kräfte 
veränderlich find, 

Endlich fieht man, daß unter dieſer VBorausfegung der Mo- 
def, für die. veränderlihe Bewegung immer durch die Gleichung 


(116) dargeftellt if, worin die Koeffizienten A und B die vorhin 
bemerften Werthe haben. 
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Allgemeine Bedingung für den Gräuzzuſtand bes 

Gleichgewichtes eines Körpers, auf weldhen mehrere 

Kräfte in derfelben Ebene wirfen, unb welcher um 
eine zylindrifche Axe drehbar ift. 


$. 159. Wenn mehrere Kräfte P,P„,Pa.:., welche 
in berfelben Ebene auf einen um eine zylindrifche Are 
drebbaren Körper wirfen, fih in dem Gränzzuftande 
des Gleihgewichtes befinden; fo ift Die Richtung bes 
Viderftandes der Are gegen den Halbmeffer in dem 
Durhfhnittspunfte diefer Rihtung mit dem Umfange 
der Are unter einem Winfel geneigt, welder dem Rei— 
bungsmwinfel gleich fommt. 

Denn da die Kräfte P,,Pa,Pz,... eben im Begriffe find, 
die Are des Körpers auf ihren Lagern zu breben;z 
fo würde auch ihre Refultante R, wenn diefelbe für 
alle übrigen Kräfte an die Stelle gefegt würde, 
eben im Begriffe fein, die Are auf ihren Lagern zu 
dreben. Hieraus folgt, daß die Richtung diefer Res 
fultante R nicht durch den Mittelpunft C der Are 
gehen fann: denn thäte fie dies; fo würde die Are 
in der Richtung eines Halbmeflers oder perpendifular gegen 
ihre Lager gedrüdt und fünnte von jener Refultante durchaus 
nicht gedrehet werden und mithin aud nicht in dem vorausges 
festen Momente der eintretenden Bewegung fein. Die Richtung 
von R muß alfo feitwärts von C liegen, fodaß die Are in einer 
Rihtung RL gedrüdt wird, welche fih gegen die Normale oder 
den Halbmeffer CL Cin dem Punkte L, wo die Richtung von R 
den Umfang der Are trifft) unter einem Winfel RLC neigt. 
Da nun die Kraft R, welche die Are in L gegen ihre Lager 
preßt, auf dem Punkte ift, ein Gleiten der Are auf ihren La- 
gern herbeizuführen; fo geht aus $. 141 hervor, daß die Neis 
gung RLC der Richtung von R gegen die Normale CL glei 
dem Reibungsmwinfel für die Are und ihre Lager fein muß. Nun 
ift aber der Widerftand der Are offenbar der Refultante R aller 
auf den Körper angebradten Kräfte P,P,,Pz.+.. gleih und 
entgegengefest, und es folgt demnach, daß auch die Richtung LR 
diefes Widerftandes unter einem Winkel gleih dem Reibungs- 
winfel gegen CL geneigt ift. 
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Das Nad ander Welle 


$. 154. Die auf das Rad an der Welle vermitterlft 
vertifaler Seile angebradten KräfteP,.und P, befin- 
ben fih in dem Gränzzuftande des Gleichgewichtes bei 
vorherrfhendem Übergewidhte von P,; es foll eine 
Beziehung zwiſchen P, und P, angegeben werden, 
Es fei 
P, die am Umfange des Rades wirkende Kraft, 
P, die am Umfange der Welle wirkende Kraft, 
W das ganze Gewicht des Rades und der Welle, 
a, der Halbmeffer CA des Rades, 
a, der Halbmeffer CB der Welle, 
oe der Halbmefler CL der Zapfen der Welle, | 
p der Reibungswinfel für die Zapfen auf den Lagern, 
D und E die Konftanten für die Steifigfeit des Seiles P,B aus 
der Formel des gs. 142, 


Nimmt man zur DVereinfahung der Rechnung an, daß bie 
vertifalen Kräfte P,, P, und W in Einer Ebene 
liegen, welche auf der Richtung ber Are ber ee 





der der beiden Zapfen einen gleichen Drud zu er: 
p tragen bat und man baher flatt diefer beiden Za- 
v” pfen nur einen einzigen zu betrachten braucht; fo 
Yeuchtet ein, daß die Richtung LR des Widerftandes des Zapfen- 
Yagers an ber nah P, zugefehrten Geite bes Mittelpunfs 
tes C liegt, und gegen die Normale oder den Halbmeffer CL 
in dem Punfte L, wo fie das Lager und den Zapfen durch— 
fchneidet, unter einem Winfel CLR geneigt ift, welder gleich 
dem NReibungswinfel p ift. Bezeichnet man diefen Widerftand 
mit R; fo find die Kräfte P,, P, das Gewicht W und der Wi- 
derftand R Kräfte, welche einander das Gleichgewicht halten müſ— 
fen. Nad dem Prinzipe der Gleichheit der Momente ($. 7) bat 
man alfo, wenn man zuvörberft die Steifigkeit des Seiles bei B 
vernacdhläffigt und beachtet, daß man die Richtung des Gewichtes 
W als durch C gehend annehmen Fann, 


P,.CA=P,.CB-+R.Cm. 
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Hätte in dem Gränzzuftande des Gleichgewichtes P, ſtatt P, 
vorgeherrfcht; fo würde R an die andere Seite von C gefallen 
fein und man hätte die Beziehung P,.CA=P,.CB—R.Cm, 
ſodaß alfgemein P,.CA=P,.CB+R.Cm die Bedingung für 
das Gleichgewicht der Kräfte P,,P,,W,R barfteflt, worin das 
Zeichen + oder — zu nehmen ift, jenachdem ſich P, in der obe— 
ren oder unteren Gränzlage befindet. 

Nun it CA=a,, CB=a,, Cm=CL.sinCLR=osing 
und R=P,+P,+W, worin das Zeichen — oder — zu wählen 
ift, jenachdem das Gewicht des Nades und der Welle mit den Kräften 
P, undP, in derfelben oder in entgegengefegter Richtung wirft, d. h. 
jenachdem die Kräfte P, und P, vertifal nad unten (wie in 
der. Figur) oder vertifal nah oben wirken. Hiernach wird bie 
obige Gleichung für das Voxherrſchen der Kraft P, 


P,a,=P,;a,+(P,-HPz+W)osinp ober 
P,(a,—osinp)=P,(a,+esinp) +Wosing. 


Nun ift der Effeft der Steifigkeit des Seiles BP, nad) $. 142 
vderfelbe, als wenn die Spannung Diefes Seiles von P, auf 


D-+E.P, 
(3) 
Werth ftatt P, in bie vorftehende Gleichung; fo fommt 
D - P, 


vermehrt würde. Setzt man daher dieſen 


P, (a, —osin = (Pr+ )(a,-+esin p)tWosing, 


oder wenn man gehörig reduzirt, 


P=P,(1+ JE + — OH, — 


a, —osinp — osin ꝙ „(122 


welches die gefuchte Beziehung zwifhen P, und P, in dem 
Gränzzuftande des Gleichgewichtes iſt. 


sin und sing find in allen Fällen ungemein Hein; 
1 2 
man kann daher ohne merflihen Einfluß auf das Refultat alle 


Glieder vernachläffigen, welche höhere Potenzen von diefen Grö— 
gen, als die erfte, enthalten. Führt man unter Berüdfihtigung 
19 
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diefes Umftandes bie in ber vorftehenden Gleichung angedeuteten 
Divifionen aus; fo reduzirt ſich diefelbe auf 





E /ı 1 . D 1. 1,W\., 
Da eng ++, )ernr] 
*) ...+ (123) 
*) Die obige Gleichung PR =P,9,-+-Rpsing, 


e D 4* J 
worin P, für p. + fteht, hat immer Gültigkeit, wofern nur R bie 


abfolute Größe des Widerftandes des Zapfenlagers oder die abfolute Größe 
der Refultante von P,, Pz und W darftellt. Wirken nun die beiden Kräfte 
P, und P, vertifal nah oben; fo find zwei Fälle zu unterfcheiben: 

1) Wenn PR, +-P;>W; fo ift die Refultante von P,, P, und W, 
R=P,-+-P; —W. Diefe Borausfegung führt die vorftehenden Formeln (122), 


(123) und alle nachftehenden Formeln, welche daraus abge: 
leitet find, mit ſich und entfpricht dem Falle, wo bie Kräfte 
P, und P, ftart genug find, um die ganze Maſchine zu 
heben und ihre Are von unten gegen die Lager zu prei: 
fen. Diefelbe gehört namentlid dem gewöhnlichen Falle an, 
wo das Rab an ber Welle durch Subftitution von a, —@; 
zu einer Rolle wird (f. $. 158 ff.), weil das Gewicht der 
Rollen im Vergleich zu den Spannungen des Geiles in den 
meiften Fällen fehr gering ift. 

Die obige Bedingung P,+P3 > W oder P, —+-P,—W>o, 





ober eigentlich 
a ei 2 


D-E.P, 
a; 


welche ftattfinden muß, wenn bie Gleihungen (122) und (123) mit den daraus 
gezogenen Folgerungen Richtigkeit haben follen, entwidelt fih, wenn man für 
P, ben Werth aus Gleichung (122) fubftituirt, in die folgende : 


D+EP 
(+) w oe 


(Pr+ m )(ı+8)> w. 


2) ift der Fall zu unterfcheiden, wo W>P,--P,. Alsdann ift die Re: 
fultante von P,, P, und W nidt R=P,-HP;,—W, 
fondeen R=W—P,—P,, und man hat den Fall, wo 
die Kräfte P, und P, nicht ſtark genug find, um bie Ma: 
fhine zu heben, und io’ diefelbe vermöge ihres größeren 
Gewichtes mit der Are von obengegen die Lager gebrüdt 
wird. Unter diefer Vorausſetzung wird aber die Funda 
mentalgleihung 


Pi 4 =P;a,-+(W —P, — P,) osinp ober 

N P, «a —=P,a, —(P, —+-P, — W)gsing 
Um nun für diefen Fall die Gleichungen (122), (123) und 
die daraus folgenden zu erhalten, fo bemerft man, daß man in allen Gleihun: 
gen, melde unter der erfteren Vorausfegung entwidelt find, nur —gsinp ſtatt 
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$. 155. Der Model für bie gtesnförmige Bewe⸗ 
gung des Rades an der Welle. 


Aus der Gleichung (122) erhellet, daß für den Fall des 
Rades an der Welle die Gleihung (119 ftattfindet, wenn man 


+esinp zu fegen braucht, um biefelben für die jegige Bebingung umzuformen. 
Hierdurch würde fih für die Bedingung W>P,--P, aus ben Gleidjungen 
(122) und (123) 


ee D-(-—W)osing 





P=P,(14+-- )a Feng T a, tesinp (1220) 
a [Gt dete Halte 
....(123 3) 


ergeben. Subftituirt man in die Bedingung W—P,-+H-P, oder W—P,—P,>0, 
oder eigentlich 


w-n (PR +TE2)>0 


für P, feinen Werth aus der vorftehenden Gleichung (122 2); fo vebuzirt ſich 
diefe Bedingung auf 


w> (+) ( En) ober auf 
w> (P,.+-+8®) (1+%). 


Jenachdem alfo W < oder > (p.+2E#®)(1 +2) ift, tritt 


der erfte oder zweite der eben erwähnten beiden Fälle ein, und bie Are ber Ma: 
idine wird entweder von unten oder von oben gegen die Lager gepreßt. Wäre 


gerade W — (P+ DER ER, fo ergibt die Gleichung 
ı 
PR, =P,.3,%+(P,+P; —W)osinp, welhe eigentlich 


2a=|Pı+ —S --P,+ —— u -w| osin ꝙ 


if, 


D-+-EP;, 
P,a= [Pt] a; 


Da unter diefer Vorausſetzung die Are in den Lagern ſchweben wird; fo vers 
ſchwindet der Widerftand der Reibung gänzlich. 
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* a,-+esing 
de N ei 
„+ two tW)orp | 
Ar —esınp 

fest. 

Beachtet man nun, daß ©, (0) den Werth von ©, bar: 
ftelft, fobald die ſchädlichen Widerftände verfhwinden, das Heißt 
bier, ſobald — und E=0 werden; fo hat man 


2 ‚= 
und daher * 
=(1+ ja. a, tesinp _ — — 
ER) a, 0, —osinp 5 IE 
a 


* 
Hiernach wird die Gleichung (121) oder der Model für das Rad 
an der Welle, 
— —-sinp DH +W)esing 
U=u,(142 Er — slim / 
Ain⸗ 


„(12h 
a, —_sinp 


Vernachläſſigt man * Glieder, welche höhere Dimenſionen, 
als die erſte, von den Größen zn, sing * enthalten; 
1 

fo ergibt ſich 


U — + + Jesing + = ++ +7 5 Jesing] 
... (125) 


$. 156. Der Model für die veränderlihe Bewer 
gung des Rades an der Welle, 

Wenn die Beziehung zwifchen P, und P, nicht diejenige ift, melde 
“ Einem der beiden Gränzzuftände des Gleichgewichtes entſpricht; 
fo wird die Bewegung fortwährend befchleunigt oder verzögert 
werben, und die Arbeit wird ſich entweder fortwährend in ben 
in Bewegung begriffenen Mafchinentheilen anhäufen, oder es wird 
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fih die bereits angehäufte Arbeit fortwährend erſchöpfen, bis die- 
felbe ganz verzehrt und die Maſchine zur Ruhe gebracht if. Der 
allgemeine Ausdrud für_den Model in dieſem Zuftande der ver- 
änderlichen Bewegung ift nad Gleihung (116) 


U=AU,-+BS, +2 Zu(u?—0,?). 


Bezeichnen nun in dem vorliegenden Falle ded Rades an 
ber Welle V, und V, die Gefhmwindig- 
feiten des Angriffspunftes von P, im 
Anfange und am Ende des Raumes S, 
und a die Winfelgefhwindigfeit des Ra- 
des und der Welle, und nimmt man an, 
daß die Kräfte P, und P, durch Ge— 
wichte vertreten werben, welche an ben 
beiden Seilen aufgehängt find; fo hat 
man, da die Gefchwindigfeit des An— 
a,V 
a 


griffspunftes von P, durch dar⸗ 
1 


geſtellt ift, 
| a, V,\? 
Zuo,’=P, Va?+P,(22) +a’u, I tatun),, 








worin J, das Trägheitsmoment bes Rades, J, das der Welle, 
u, das Gewicht der Bolumeneinheit des Rades und u, das Ge- 
wicht der VBolumeneinheit der Welle bezeichnet ($. 75). Zwov,? 
ftellt nämlich die Summe aller Produfte aus den Gewichten ber 
einzelnen fich bewegenden Elemente in die Quadrate ihrer Gefchwin- 
digfeiten dar, und nah $. 75 ift «?u,J, diefe Summe in Bezies 
dung zu dem Rade und @?u,Jy diefelbe in Beziehung zu der Welle: 


Nun hat man aber au) V,=aa,, alfo «= N und baber 
1 





2 
— EHER OR 
1 1 1 
—V (Fre ’+-P,a tert Fade), 
N * 


Ebenſo hat man 
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Zuv.?—=V.? P,a,’+P, — +u2J; 2); 
2 2 a,? ’ 
folglich 
2 
Zul) ‚a,°+P, 222, +4J, +u2J, =), 
1 
Subftituirt man diefen Werth in die allgemeine Gleichung 
(11695 fo erhält man für den Model der Mafchine in dem Zu: 
ftande der veränderlihen Bewegung 


nat (126) 
a? 


worin A und B die bereits beftimmten Koeffizienten find (Glei—⸗ 
hung 124 oder 125) und ua chlade Feud Hide ben 
Koeffizienten Zwar? für die Gteihmäßigfeit ber Bewegung 
($. 151, Gleihung 117) darftellt. 

Wenn fowol das Rad, wie die Welle einen’ vollen Zylinder 
bildet und die Breite des Rades —b, und die Länge der Welle 
—b, gefegt wird; fo bat man nad) $. 85 

J, =4nb,a,* und J,=4nb,a,*. 
Bezeichnen ferner W, und W, refp. die Gewichte des Rabes 
und ber Welle; fo ift 


W,=na,’b,u, und W,=za,?’b,u, 


| 1 
V=AU-+BSI+ 3, V?-Vı „(ae 


und daher 
#3, =4W,a,’ und I, =4W,a,°?. 
Hiernach kann der Koeffizient für bie a der Bewegung 
durch 
Zul P,a, Be en Ri A Q,° 
a,° 
oder durch 


| — 
Zor=P,+44W, +P:+4W,(22) —— 


dargeſtellt werden. 


$. 157. Beſtimmung ber durch einen gegebenen Raum 
erlangten Geſchwindigkeit, wenn die Beziehung zwi— 
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{hen den Gewichten P, und P, nicht die dem Gränzzu— 
ande des Gleichgewichtes entſprechende ift. 


Der Raum, durch welchen fih das Gewicht P, bewegt, 
während es von der Gefchwindigfeit V, zu V, übergeht, fei S,. 


Bemerkt man nun, daß U’=P,S, und U,=P,S,=P, —— Sr® 


it, fubftituirt diefe Werthe in die Gleichung (126) und tert 


diefelbe für V, auf; fo ergiebt fich flatt der allgemeinen Glei— 
dung (118) 


P,a,—A.P,a,—Ba 
2— 2 1.71 222 1 
N BL rn ar Keen 2 
oder wenn man biefelben Subftitutionen, wie bei Gleihung (127) 
vornimmt und das Berhältnif 2 mit m bezeichnet, 
1 


0 P,—A.P,m—B 
VY=V4298 [www]. 


Die Wolle, 


$. 158. Wenn der Halbmeffer der Welle gleih dem bes 
Rades angenommen wird; fo entteht aus dem 
2 1Rade an der Welle eine Rolle. Sept man da⸗ 
I in Gfeihung (122) a,=a,=a; ſo erhält 
man für die Beziehung zwifchen den KräftenP, 
und P, im Gränzzuftande des Gleichgewichtes bei 
einer Rolle, wenn die Seile parallel ſind, 


— ‚(+ 3) Bam 2 sing ‚G +W)e sing 


a—osinp 
und die Gleichung (124) ergibt für den Model 


14-sinp D+(+W)osing 


Gel) BE —)-+S, — 130) 





——— 
1— —sinp 


worin das Zeichen + 5 — zu nehmen ift, jenachdem bie Kräfte 
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P, und P, vertifal nad unten wirfen, wie in der erften ber 
feitftehenden Figuren, ober vertifal nad) oben, wie in der zweiten. 


Vernachläſſigt man die Dimenfionen von — sing unbe", welche 


höher find, als die erſte; fo ergibt fih durch die Gleichungen 
(123) und (125) 


P,=P, [14 2 — + 11H + D)esinp|...130 
uf 2er] SD 42 + Wosing]...i2 


Ebenfo wird der Model für die veränderlihe Bewegung, wenn 
man in Gleihung (126) a,=a, und J,—=o ſett, 


U—AU,-+BS, + v.-v PL +P,+4W.....(133) 


und die Gefhwindigfeit bei der veränderlichen Bewegung (Glei— 
dung 128) ift durd die Gleihung 
P,—A.P,—B 
Z — = 2 
v, =V4298, PR. rw | 130 
beftimmt, worin A und B die Werthe der Koeffizienten aus dem 
Model für die gleichförmige Bewegung (Gleichung 125) haben. 


Syftem ans Einer feften und Einer beweglihen Holle. 


$. 159. Im vorftehenden Paragrapbe (Gleichung 131) ift 
WU gezeigt worden, daß die Beziehung zwifchen den 
Spannungen P, und P, der beiden parallelen 
Theile eines über eine Kolle gehenden Seiles im 
Gränzzuftande des Gleihgewichtes bei dem vor: 
berrfchenden Übergewichte von P, dur einen Aus- 
drud von der Form P Ep. bargeftellt wer⸗ 
ben kann, worin a und 5 Konftanten bezeichnen, 
welche von den Dimenfionen der Rolle und ihrer 
Are, von ihrem Gewichte und von der GSteifigfeit 
des Geiles abhängen. In diefem Ausdrude hat 5 


einen verfehievenen Werth, jenachdem die Spannung bes über 
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eine Rolle gehenden Seiles mit dem Gewichte diefer Rolle in 
einerlei Richtung (wie bei der erften Rolle des feitwärts darge— 
flellten Syſtemes) oder in entgegengefegter Richtung wirft (wie 
bei der zweiten Rolle); man bezeichne diefe beiden Werthe von 
b mit 5 und b,. Nun leuchtet ein, daß ehe das Gewidt P, 
vermittelt eines in der Figur bargeftellten Syſtemes aus Einer 
feften und Einer beweglichen Rolle geboben werben fann, ber 
Zuftand des Gftihgewichtes für eine jede Rolle ein Gränzzuftand 
fein muß, wie in dem vorhergehenden Paragraphe angegeben if, 
ba beide Rollen im Begriffe fein müffen, fih um ihre Aren zu 
drehen, ehe die Hebung bed Gewichtes P, erfolgen fann. Sind 
daher T und £ die Spannungen der beiden Theile des Geiles, 
welches über die bewegliche Rolle gebt; fo bat man 


P,=aT+b und T=at-+b,. 
Nun tragen die Spannungen T und 2 zufammen das Ge- 


wicht P, und aud das Gewicht der beweglichen Rolle, welde der 
feften Rolle gleich angenommen wird; man bat demnach 


T+t=P,-+W. 
Um aus biefen drei Gleichungen T und 2 zu eliminiren, abdire 
man auf beiden Seiten der zwiten dieſer Gleichungen aT und 
multipfizire mit a; bierdurd ergibt fich 

ali+a)T=a’(T+t)+ab,=a?(P,+W)+ab,. 

Multiplizirt man die erfte Gleichung mit (I+a); fo fommt 
(1+a)P,=a(1+a)T+ b(ii-+a)=a°’(P tW) rad, +blte), 
und bieraus folgt 


= a?W-+b(i--a)+ab 
P, — re —R (135) 


Wäre nun weder Friktion noch Steifigkeit vorhanden; ſo 
würde a offenbar —=1 werben (ſiehe Gleichung 131) und dem⸗ 


nad würde nn werden. Die Koeffizienten des Models 
($. 152) find daher 


u aW-+b(1-Fa)-+tab, 
—— und Bfeιιαν9α, 
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und hieraus folgt für ben Mobel der gleihförmigen SORGEN 
ber beweglichen Rolle 


2 
—— S.....C36 
(Dieſer Model kann auch aus Gleichung (135) direkt ab» 
geleitet werden, wenn man mit S, und S, die Wege bezeichnet, 
welde P, und P, in berfelben Zeit befchreiben „ und beachtet, 
dag alsdann S,—=2S, if. Multiplizirt man alsdann beide Sei- 
ten der Gleichung (135) mit diefer Tegteren Gleichung; fo kommt 





—* a? a W-+b(1--a)+tab 
PS, =2(77,) Pass + (een) 28, 





worin P,S,=U, , P,S,=TU, und 2S,=S, if.) 

Der Model für die veränderliche Bewegung dieſes Syſtemes 
ergibt fih mit Hülfe der Werthe für die Koeffizienten A und B 
leicht aus der allgemeinen Gleihung (116). 

Wäre das Syſtem der beiden Rollen dergeftalt angeordnet, 

daß über eine jede ein befondereg Seil ginge, wie 
in ber feitftehenden Figur bargeftellt iftz fo hat man, 
wenn man mit 2 die Spannung bed zweiten Theiles 
bes über die bewegliche Rolle gehenden Geiles, an 
welhem P, aufgehängt ift, und mit T die Span- 
nung bes erften Theiles des über die fefte Rolle ges 
_ benden Seiles, an welchem P, aufgehängt ift, be 
>> zeichnet, 

RT T=aP,+b, PR +i+W=T. 

Multiplizirt man die Teste diefer Gleichungen mit a und 
addirt fie alsdann zu ber erften;. fo kommt 


P,U+0J)+Wa=Ta+b=a?P;,+l-+a)b, 
und hieraus folgt 
* w 
Pr=(177)Pa+b-77u,....13M 
und für den Model (Gleichung 121) 


U—=2 (+6 TS: 2... (138) 
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Da ber Koeffizient des zweiten Gliedes des Models diefes 
legteren Syſtemes Heiner ift, ald der des vorhergehenden Syftes 
mes (Gleichung 136) Cindem die Größen a und 5 wmefentlich po⸗ 
fitiv find); fo leuchtet ein, daß vermittelft dieſes Syſtemes eine 
gegebene Duantität Arbeit U, mit einem geringeren Kraftauf- 
wande U, verrichtet oder ein gegebenes Gewicht P, auf eine 
gegebene Höhe mit weniger Arbeit gehoben werben kann, als 
mit dem früheren Spiteme, ein Bortheil, welcher nicht bloß 
dem Umftande zuzufchreiben ift, daß das Gewicht der beweglichen 
Rolle in dem vorftebenden Falle der treibenden Kraft zu Hülfe 
fommt, während basjelbe in dem anderen Falle der treibenden 
Kraft entgegen wirft, da er au dann noch, wenn aud in ger 
tingerem Grade, ftattfinden würde, wenn die Rollen ohne Ge— 
wicht wären. 


Syftem aus Einer feften und mehreren beweglichen 
Nollen. — NRollenzug. 


$. 160, Es fei ein Syſtem von n beweglichen und Einer 
m feften Rolle gegeben, welche, wie in ber Figur 
dargeftellt ift, dergeſtalt miteinander verbunden 
ſind, daß über eine jede bewegliche Rolle ein 
beſonderes Seil geht. Die Spannungen der 
beiden Theile des über die erſte bewegliche Rolle 
gehenden Seiles ſeien T, und t,, die Span⸗ 
nungen der beiden Theile des über die zweite 
bewegliche Rolle gehendes Seiles feien T, und 
t,, und fo fort. Nimmt man nun der Berein- 
fahung der Rechnung wegen alle Rollen von 
gleihen Dimenfionen und Gewichten und alle 
Seile von gleicher Steifigkeit an; fo hat man 





T,=at,+b, und T,+W=T, +t.. 
Hieraus folgt durch Elimination von t, 


nn Ye. 
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Bezeichnet man die Koeffizienten biefer Gleichung mit und 
B; fo wird dieſelbe 


T,=aT,+P. 
Ebenfo findet fi 
T,=«aT, +ß; 
T, =«aT, +B, 
T,=«T,+ß; 
T.-, =aT, +B, 
T,=eaP,-+P. 


Multipfizirt man dieſe Gleihungen, von ber zweiten an 
fangend, refpeftive mit a, «?, ad,....a"!, addirt Diefelben 
alsdann und hebt die gleichen Glieder auf beiden Seiten ber 
ie, gegeneinander auf; fo erhält man 


T,=a P,+B+aß+0?B+....+0"-'B, 
oder wenn man bie geometrifche Progreffion auf der rechten Seite 
fummirt, 





T,=e"P,+4( ZF)....(140) 


Subftituirt man hierin für «und B wieder ihre Werthe aus 
Gleihung (139) und rebuzirt gehörig; fo kommt 


1,=(74,) P+Wa+ [14 () ] 
Nun hat man 
P,=aT,+b, 
d. i. nach der vorftehenden Gleichung 
P,=a(} 2) P,+ta(Wa-tb,) 1- (=) ]r-- 141) 


Bemerkt man nun, bag wenn feine Reibung und GStei- 
figfeit vorhanden wäre, die Größe a gleih der Einheit und 


(-) =@ werden würde; fo ergibt fih nad Gleichung 
(121) für den Model diefes Syftemes 


—— -) Uı+ jaWa+sn|i -() — —UV — 
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$. 161. Wenn ein jedes Seil mit dem Einen Ende ſtatt 
an einem feften Gegenftande, an einem beweglichen 
Balken, welcher das zu hebende Gewicht trägt, be- 
feftigt wäre (eine Anordnung, wie fie in der Fi- 
gur dargeftellt if); fo würde man unter Beibe- 
haltung der früheren Bezeichnung 


T,=et,+b, atNW,+b=T,, T,=T,+,+W 
haben, worin T,=P, if. Addirt man dieſe drei 


Gleihungen und Töft die Endgleihung für £, 
auf; fo kommt | 


(ne 


eine Gleichung, worin das Zeichen b nicht mehr erfcheint, indem 
ber fonftante Theil des Widerftandes, welcher die beiden Span 
nungen t, und t, zu gleicher Zeit behaftet, mit verfchwinbet, 
a 


a+1 








fowie man T, und T, eliminirt. Segt man =a; fo hat 
man 

t, ⸗at. W, 
und auf eine ähnliche Weiſe 

t,=at, — — w, 


....(143) 


t. Sat. ——W, 


a 
BE — | - z W, 


Eliminirt man zwifchen biefen Gleichungen, ebenfo wie zwi— 
Ihen den analogen Gleihungen bes vorhergehenden Paragraphs, 


und beachtet, daß hier 4 durch -——W vertreten iſt; fo ergibt 
ſichh | 
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. (144) 


HZ) 


Addirt man auch die Gleihungen (143) zufammen; fo 
fommt 


t. t Pt. P. + welt ++ +) — W. 


Nun wird dag Gewicht P, von den Spannungen t,, ta 
tg... der verfchiedenen an dem Balken befeftigten Seile getra- 
gen. Begreift man alfo unter P, das Gewicht des Balkens 
mit; fo hat man 


u +, tut. ti ta —P;, 
u +, +t,+.... +4, =P,—t. 


t, +t, +. .. .+t, =P,—t;. 


Setzt man diefe Werthe in die vorhergehende GTeichung; fo 
wird biefelbe 


alfo 


und 


P,—n=aP, 1) NEN, 
und hieraus folgt 
W=d—oP, tat, + nEV, 


Durch Subftitution diefes Werthes in Gleichung (144) er⸗ 
gibt ſich 


=) P,tat, + EM Met 


a\a—I 
Hieraus folgt durch Transpofition und Reduktion 
| W 1—a"\. 
(1—.e*) t, =d-gen1P,+—ne—a(7—)]; 


alſo 


—— 


Nun iſt a = , alfo * 214 —, ferner 
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1 4 


——1 


7IN — 
— — 


Bart: Ba 


— — 








Hiernach hat man 


Ip, 


Pi ISBORR._.) BESHIESEEN) er — 
a. a 1 
—— 
Nun iſt 
T,=P,=at,+b, 
das ift nad) der vorftehenden Gleichung 


—— aa .... (145) 
& [3 

Für den Fall, wo feine Reibung und Steifigfeit vorhanden 
wäre, würde mana=1, atfo(1+—) —1=2" —1 haben; demnach 
ift ber Model für die gleichförmige Bewegung (Gleichung 121) 


nat sur 


++ (146) 
Der Flafchenzug. 


$. 162, Wenn in einem jeden der beiden Kioben oder Blöde 
A und B diefelbe Anzahl Rollen angebracht find, welche fih um 
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befondere Mittelpunfte drehen, und von denen bie Halb⸗ 
meffer der Rollen des Klobens B halb fo groß find, als 
die Halbmeffer der entfprechenden Rollen des Klobens 
A, und wenn Ein und dasfelbe an dem oberen Kloben 
befeftigte Seil der Reihe nad über fämmtlihe Rollen 
gefchlungen ift, wie dies die Figur zeigt; fo Teuchtet 
IR ein, daß die Theile 1, 2, 3,... des Geiles, welde 
’_ VI zwifchen ben beiden Kloben liegen und beren ebenfo 
— „viele, als Rollen, vorhanden find, einander parallel fein 
"und den Drud des an dem unteren loben aufgebängten . 
Gewichtes P, unter ſich theilen werden. Ferner erfennt 
man, daß der Drud P, auf die Spannungen jener 
Theile gleihmäßig. vertheilt werden würde, wenn feine Nei- 
bung der Aren der Rollen auf-ihren Lagern und feine Steifigfeit 
des Geiles ftattfände, weil es zum Beftehen des Gleichgewichtes 
alsdann nothbwendig wäre, daß die Spannungen des Geiles zu 
beiden Seiten Ein und derfelben Rolle immer einander gleich 
wären. Unter diefer VBorausfegung würde alfo die Spannung 





eines jeden der gedachten Theile des Seiles Te. fein, wenn n 


Rollen verbanden wären, und ein Drud P,=—P,, an dem 


freien Ende des Geiles angebracht, würde hinreihen, um bas 
Gleihgewicht im Gränzzuftande zu erhalten. Da diefe Voraus: 
fegung in der Wirflichfeit jedoch nicht ftattfindet; fo ergibt ſich 
die Bedingung für das Gleichgewicht des Flafchenzuges auf fol- 
gende Weife. 

Wenn T,, T,, Tz,,... die wirklichen Spannungen der vor- 
bin bemerften Theile des Seiles im Gränzzuftande des Gleichge— 
wichtes bei dem vorberrfchenden Übergewichte von P, bezeichnen; 
fo hat man 


P,=4T,+5,, T,=«,T,+b,, T=a,T,+b, 

etc. etc. T„_,=a,T,+br, 
worin a, Ayyerıy Dis day... gewiſſe Eonftante ‚Koeffizienten 
bezeichnen, welche von den Dimenfionen der Rollen und der Steir 


figkeit des Geiles ‚abhängen und durd die Gleihung (131) ber 
fimmt find. Da ferner das Gewicht P, durch die parallelen 
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Spannungen der verſchiedenen Theile des Seiles getragen wird; 
ſo iſt auch 


P, T, HT ++... +7. 


Man bemerkt, daß die Anzahl der vorftehenden Gleichungen 
um Eine Einheit größer ift, als die Anzahl der Größen T,, 
T,, Ta... Tu; die Legteren fünnen demnach ſämmtlich eliminirt 
werben, fodaß eine Beziehung zwifchen dem zu bebenden Ge— 
wichte P, und ber zum Heben erforderlihen Kraft P, übrig 
bleibt, woraus der Model des Spftemes beftimmt werben kann. 


Um die Rechnung zu vereinfachen und biefelbe der gewöhn— 
lichen Form des Flafchenzuges anzupaffen, bes 
achte man die folgende Anordnung der Role 
Yen. Statt daß diefelben, wie in der vorher- 
gehenden Figur bdargeftellt ift, verfchiedene 
Durchmeffer haben und in derfelben Ebene 
liegen, nehme man diefelben, nad) der feitite- 
henden Figur, alle von gleichem Durchmeſſer 
und nebeneinander Tiegend an, wie bies bei 
dem gewöhnlichen Flafchenzuge ftattfindet, Die 
Unbequemfichfeit bei der letzteren Einrihtung 
befteht darin, daß das Geil aus der Ebene 
irgend einer Rolle des Einen Klobens in bie 
Ebene der entfprechenden Rolle des anderen 
Klobens in ſchräger Richtung übergeben muß, 
ſodaß die Theile des Seiles zwifhen den Kfoden nicht wirklich 
einander parallel find und die Summe ihrer Spannungen nicht 
genau gleich dem zu hebenden Gewichte P,, fondern etwas grö- 
fer if. So lange indeffen die Kloben nicht fehr nahe aneinander 
liegen, ift die Ablenfung des Geiles unbeträchtlih und der Feh— 
fer, der dadurch in die Rechnung eingeführt wird, kann vernach— 
(äffigt werben. Nimmt man daher die Theile Des Seiles zwifchen 
den Kloben als parallel und die Durchmeffer aller Rollen, fowie 
ihre Aren als gleih an, vernachläſſigt ferner ben Einfluß bes 
Gewichtes einer jeden Rolle behuf Vermehrung ber Reibung 
an ihrer Are, da dieſe Gewichte in dem vorliegenden Falle im 
Vergleich zu den Spannnugen bes Geiles Fein find; jo werben 
16 
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bie Koeffizienten a), @y, Qgy..., ebenfo wie bie Koeffizienten 
bi, da, da ,... einander gleich fein und man hat 
P,=aT,+b, T,=aT,;,+b, T,=aT,+b, dan) 
etc. etc. T,_,=aT,+5b, u 


ferner 
P,=T,+T, +T,+....+7.. 


Multiplizirt man die Gleichungen (147), von der zweiten 
anfangend, nacheinander mit .a, a?, ad,...a"-ı und abbirt 
biefelben; fo ergibt fih, wenn man bie gleichen Glieder auf bei- 
ben Seiten wegläßt und die geometrifche Neihe auf der rechten 
Seite (wie bei Gleichung 140) fummirt, 


P,=at nl, 


a—1 
Addirt man bie Gleichungen (147) und bemerft, daß 
DHL H+.. +Tn=P, 
und bag mithin 
P+T,+T,+..+7,_,=P,+P,—T, 
iſt; fo fommt 
PR, +P;,—-T,=aP,+nb. 


Durch Elimination von T, zwifchen diefer und ber vorher⸗ 
gehenden Gleichung erhält man 


Pı=arfp, (ap, —ndı+ EL, 
und hieraus folgt 





_ a" (a—1) nba"” b 
Tg 6 


Um den Model für die gleichförmige Bewegung zu beftim- 
men, fo bemerft man, daß wenn feine Reibung und Steifigfeit vor⸗ 
banden wäre, a=1 um * sn für dieſen Werth von a 


ein Bruch von der Form 2 werden würbe, beffen wahrer Werth 





$. 162. Gl. (150) Blafchenzug 243 


fih durch befannte Methoden zul ergibt (denn wenn man Zãh⸗ 
ler und Nenner des gegebenen Bruches mit a—1 devidirt; fo wird 


a" — 
derſelbe a — deſſen Werth für a=1 offenbar 


* if). Hiernach hat man für den geſuchten Model (vergl. 
$. 152) 


a" (a— 1) na" b b - 
une 20,42 --—4]8,...49 

Hierbei ift feine Rückſicht auf die Arbeit genommen, welde 
erforderlich ift, um das Geil zu beben, welches gleichzeitig mit 
dem Gewichte P, in die Höhe fteigt. Aus $. 60 gebt hervor, 
daß die zur Hebung des Seiles (von weldem verfchiedene Theile 
auf verfhiedene Höhen gehoben werden) erforderliche Arbeit dies 
felbe ift, als wenn die ganze gehobene Seilquantität mit Einem 
Zuge auf eine Höhe gehoben wäre, .bie gleich der ift, um welde 
ihr Schwerpunft gehoben ift., Nun ift die Länge bes gehobenen 
Seiles gleih der Gefammtlänge der einzelnen Theile, welche 
zwifchen zwei Lagen von P,, die um den Naum S, voneinans 
der abftehen, Tiegend gedacht werden Fünnen, ſodaß dieſe ganze 
Länge durch nS, und ihr Gewicht durch unS, dargeftellt wird, 
wenn das Gewicht eines laufenden Fußes des Seiles bezeich— 
net. Da ferner der Schwerpunkt dieſes Seilgewichtes zwiſchen 
der erften und zweiten Lage von P, offenbar um 45, gehoben 
iftz fo folgt, daß zu der Hebung desſelben eine Arbeit gleich 


2 
4unS,? oder da S,—=nS; iſt, gleih & E 5 erfordert wird, 


Addirt man dieſe auf die Hebung des Seiles zu verwendende 
Arbeit zu der, welche auf die Hebung des Gewichtes P, ver— 
wendet werden müßte, wenn das Geil ohne Gewicht wäre; fo 
erhält man für den Model des Flafhenzuges 





en DH —— 2 ]5.+#8,°....50, 


Eine folhe Korreftion für das Gewicht des Geiles kann 
auch mit dem Model der übrigen Rollenſyſteme vorgenommen 
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werben, Uebrigens ift der Einfluß des Gewichtes des Sei— 
les auf die Vermehrung ber Arbeit behuf Überwindung der 
Reibung an den Rollen unbedeutend und Fann in dieſer Beziehung 
außer Acht gelaffen werben. 


Der Model einer zufammengefesten Mafchine. 


$. 163. Angenommen, die Arbeit einer Mafchine werde 
dur eine Reihe von Elementen, welche eine zufammengefeste 
Mafchine bilden, von dem Einen auf das andere fortgepflanzt, 
bis diefelbe von dem Rezeptor aus den Operator erreidt. 
P ſei der Drud, unter welchem die Arbeit am Rezeptor auf 
das erfte Element der Mafchine verrichtet wird, P, der Drud, 
unter welchem diefelbe von dem erften auf das zweite Element 
der Mafchine übertragen wird, P, der, unter welchem diefelbe 
von dem zweiten auf das dritte Element übergeht u. f. f. und 
endlih P. der Drud, unter weldem die Arbeit von dem Tegten 
Elemente am Operator auf den Nutzwiderſtand übertragen wird. 
Da nun ein jebes Element der zufammengefegten Mafchine eine 
einfache Mafchine iftz fo wird man finden, daß fih die Be 
ziebung zwiſchen den Drudfräften, welche auf ein ſolches Efe- 
ment im Gränzzuftande des Gleihgemwichtes angebracht find, in 
alle den Fällen, wo der Drud, unter welchem die Arbeit ge- 
fhieht, im Vergleich zu dem Gewichte diefes Efementes groß 
ift (ſ. 8.166), unter der ‚Form ber Öfeihung (119 8. 152 dar- 
ftellen läßt, 

Bezeichnet man daher mit @,, @,, Qyy...; By, by, by, 

. gewiffe Konftanten, welche durch die Formen und Dimenfio- 


nen ber einzelnen Elemente und burd bie ſchädlichen Widerſtände 
gegeben ſind; ſo hat man 


P=a,P,+b,,P,=a,P,-+b,, P,=a,P,+b, 
etc. etc. P,_ ,=a,P,-+b,. 


Eliminirt man zwifchen biefen n Gleichungen dien—1 Grö⸗ 


gen P,, P,, P,,.--Pa-,5 fo erhält man eine SEINE von 
der Form 


P=aP,+b,.... (151) 
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worin 
a=a, 4,45 ...4, Und 


b=a, 0; Ay, DatQ, 02... _26u- +... ta,5,+b, 
ift. 

Wenn der einzige ſchädliche Widerftand, deren ein jedes 
Element unterworfen ift, nur in der Reibung befteht, und man 
bezeichnet den NReibungswinfel in Beziehung zu einem jeden bie- 
fer Elemente mit 95 fo find die Größen a,, b,, Ay, ba,.».» 
Funktionen von ꝙ. Entwidelt man diefelben daher nach ber 
Maclaurinfhen Formel in Reihen, welche nad den Potenzen von 


p fortfchreiten; fo erhält man bei Vernachläſſigung der höheren 
Potenzen von p 


.... (152) 


d 
a,=a, 04 (GE) 0.9, d,=5,04 (ZA) 0:9, 


d 
a,=4,0+(7%) (0).9> b,=5,0)+ (522) (0) . 9, 
etc., etc., 
worin a,(0), 5,0, a2(0), 52(0),... bie Werthe von a,, 


u da db 
Bi, Gy, da,... für p=0 und 3)0. 29. or ER 


Werthe ihrer Differenzialkoeffizienten ebenfalls für g=0 bar: 
ftellen. 
Setzt man 


da, Ib; 
20) 0.9= 0. (N 


(422) 0.9=,0.0, (73) 0: 9=5:0.Bn, 
etc. , eic., 
fo ift 
a,=a,().A-+ep), d,=b,N.C+B,); 
a,=a,().d+0),;, d,=b,(W).A-+ Pe); 
eic., etc., 
worin ars Bıs &as Bay... den Faktor ꝙ enthalten und daher 


ungemein Hein find. Subftituirt man diefe Werthe von a, 
Gy5... in ben Ausdruck für a und vernachläffigt die Glieder 
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welche höhere Dimenfionen von @,, &ags +». ., ald Die erfte enthaf- 
ten; fo fommt 


a=a, (0).a,(0)...0,(0). (1-40, +a,+ay-+..4-0,)....(153) 
Nun ift der NKoeffizient des erften - Gliedes des Models 
. ; a . — 
(Gleichung 121) durch 55 dargeſtellt, worin a den Koeffizien⸗ 


ten des erſten Gliedes der Gleichung (119 vertritt; ſubſtituirt 
man daher den Werth von a aus Gleichung (153) in die allge— 
meine Gleihung (121) und beachtet, daß 


a(0)=a, (0).a,(0)....a,(0), alfo 
arte ++... 


iſt; fo erhält man für den Model einer zufammengefesten Ma— 
fhine von n Elementen 


U=(1+0,+0,+03+...+0,)U,+5S,....(150 


worin U die am Rezeptor, U, die am Operator verrichtete 
Arbeit, S den vom Angriffspunfte der treibenden Kraft befchrie- 
benen Raum und 5 eine Konftante bezeichnet, welche durch Glei— 
hung (152) beftimmt ift. 


5. 164. Bedingungen für das Gleichgewicht zweier Sräfte 
P, und P,, welche in derfelben Ebene auf einen Körper angebracht 
find, der um eine feite Axe von gegebenen Dimenfionen drehbar ift. 


In Figur 1 wirken die Kräfte P, und P, auf entgegenge- 
Fig. 1. gi, fegten Seiten der Are, 
f beren Mittelpunkt C ift, 

und in Figur 2 auf ders 
felben Seite. Sft im er: 
fteren Falle JR und im 
weiten RJ die Richtung 

| : der Refultante von P, 
14 und P,; fo wird die Are 
in ben beiden Fällen nach den Richtungen diefer Linien gegen 
ihre Lager gebrüdt werben. Nimmt man an, bie Kräfte P, und 
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P, ſtänden in beiden Fällen in einer ſolchen Beziehung zu einan- 
der, daß der Körper im Begriffe wäre, fih in ber Richtung zu 
dreben, nach welder P, wirft; fo würde aud, wenn man jene 
Kräfte durch ihre Refultante erfegte, diefe Nefultante im Begriffe 
fein, eine Drehung: des Körpers in der Richtung von P, berbei- 
zuführen. Demnad liegt die Richtung JR der Refultante im 
erfteren Falle mit P, auf derfelben Seite des Mittelpunftes 
C der Are und im lesteren Falle auf der entgegengefjesten 
Seite, und in beiden Fällen ift fie gegen der Halbmefler CK 
im Punkte K, wo fie die Are, fehneidet, unter einem Winfel 
CKR gleich dem Reibungswinfel ($. 153) geneigt, Der Wider: 
ftand der Are wirft offenbar in beiden Fällen in der entgegenges 
festen Richtung der Refultante von P, und P, und ift ihr 
gleih. Bezeichnet man denfelben mit R, fällt von C aus auf 
die Richtungen von P,, P, und R die Perpenbifel CA, =a,, 
CA,=a,, und CL=); fo bat man nad dem Prinzipe ber 
Gleichheit der Momente, da P,, P, und R Kräfte im Gleich— 
gewicht find 
P,a,=P,;,a,-+}R. 


Wäre P, flatt P, vorberrfchend geweſen; fo würde R Cin 
beiden Fällen) auf die andere Seite von C gefallen fein, ſodaß 
man alsdann für die legte Gleichung 


P,a,+/R=P,a, 
hätte, 


Jenachdem alfo P, in der oberen oder unteren Gränzlage 
des Sleihgewichtes ift, hat man 


P,s,—-P, a,==+4R, 
und wenn man vorausfegt, daß A mit dem Zeichen 4 oder — 


genommen werde, jenahdem P, im Begriffe ift, Bewegung zu 
erzeugen oder überwunden zu werben; fo fann man allgemein 
P,a,—P,a,=HR.... (155) 

fegen. 

Da nun der Widerftand der Are gleich der Refultante von 
P, und P, iftz fo hat man, wenn man in beiden Fällen den 
Winkel P,IJP, zwifchen den po fitiven Richtungen jener Kräfte 
mit ı bezeichnet, (8. 13) 


248 Gleichgewicht um eine zylindrifche Are. 8.164. Gl. (156) 


R=/ P,?’FP?T2P,P,cos:. 
Subftitwirt man diefen Werth von R in bie vorhergehende 
Gleichung und quadrirt .auf beiden Seiten; fo kommt 


(P,a,—P,a,)’=3?(P,?+P,?-+2P,P,cos:), 
oder wenn man transponirt und mit P,? bividirt, 


P,\? P R 
(Pt) 1) -2(71) 00 2tmn)—=—(ast—) 
Löſ't man diefe Gleichung für 1 auf; fo ergibt fich 

2 


P, __(a,a,+4?cosı)+YV (a,a,+22cosı)?— (a, ?—A?(a,?—i®) 


P, a, -4* 

oder 

Pr... (a, a,-t+2?cosı)+7V (a)? -ta,’+2a, Q, 6081) —)?sin?s 
= 


Dezeichnet man nun den Halbmeffer der Are mit o und den 
Reibungswinfel CKR mit 95 fo ift &=CL=CK.sincKR— 
esinp. Zieht man in beiden Figuren die gerade Linie A, A, 
und bezeichnet biefelbe mit L; fo ift 


a,’-+a3’—2a,a,cosA,CA,—=L?. 


Da aber bie Winkel bei A, und A, rechte find; fo find die bei- 
ben Winfel A,JA, und A,CA, zufammengenommen gleich zwei 
echten, oder A,LCA,tHı=r, folglih A, CA,=r-—ı und 
cosA,CA,=—eosı, Hieraus folgt 


L’=a,?-+a,?-+2a, a, cosı. 


Subftituirt man dieſe Werthe von L? und A in die vorberges 
bende Gleichung; fo ergibt diefelbe 


2 .sin?p) to si 2_—_. 02 sin? ı sin? 
pP, g9sindı.sin -Pa.... (156) 


a2 — 02 sin? ꝙ 


Die beiden Wurzeln ber obigen Gleichung find durch die 
pofitiven und negativen Werthe von A gegeben; fie entfprechen 


baber (Gleichung 155) den beiden Gränzzuftänden des Öteichge- 
wichtes. Diefe beiden Werthe von A find übrigens durch bie 
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pofitiven und negativen Werthe von ꝙ gegeben: fegt man daher 
voraus, daß Y poſitiv oder negativ genommen werde, jenadhdem 
P, vorherrſcht oder nachſteht; fo kann das doppelte Zeichen durch 
das pofitive erfegt werben. 

Die vorftehende Beziehung zwifchen P, und P, leiſtet offens 
bar den Bedingungen der allgemeinen Gleichung (119) ein Ges 
nüge, und man erhält daher nad Gleichung (121) für den Mos 
dei des vorliegenden Syſtemes 


— a ). aı ar I; (57) 


a,2— o?sin? 


Wenn die Glieder, welche höhere Potenzen von (2-)sing, 
1 


als die erſte, enthalten, wegen der Kleinheit dieſer Größe ver 
nachläffigt werben; fo bat man 


P,=[(22)+ (25) sing ]P, .... (158) 
u=|14(27-)sinp]d; 2... 159) 


$. 165. Beftimmung der Refultante R von mehre- 
ren Kräften P ‚P2,P3>... Dur die Größen diefer Kräfte 
und die Kofinus ihrer Neigungsmwinfel gegeneinander. 
Die Neigungswinfel ITAC,IBC, etc. der verfehiedenen Kräfte 
P, P,, etc. gegen irgend eine in ihrer Ebene 
gegebene Linie CA feien refp. @,,&y, &g,... umd 
—n die Neigungswinkel dieſer Kräfte gegeneinander 
r, 1a feien vefp. L,25 135 8a35 ++, ſodaß bierunter immer 
Diejenigen Winkel verftanden werben, welde die pofitive Richtung 
irgend einer Kraft mit der pofitiven Richtung einer anderen bil- 
det; alsdann hat man ü 
ZAIB=/1IBC— /TAC, das ift 
4120, —0a,, alſo aud 
C0OSt,, = c0Sa, .cosa, + Sina, .sin«,, 
und ähnlich cosı,, —=cosa, .cosa; + sine, .sin«,, 
COSt,, = C0St, . C0S%, + Sine, ‚Ssinez, 


+ + + + + + + + + * + + 
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Nun ift nah Gleichung (9, $. 11- 


R?=(P,cosa, +P,cosa,+P,cosa,+...)? 
+(P, sine, +P,sine, +P, sine, + ...)?. 


Entwidelt man die Duabrate auf der rechten Seite, addirt bie 
Refultate und beachtet, daß cos’«-+-sin?a«—1 ift; fo fommt 


R?=P,?+P,?+P,?+...+2P,P,(cosa, .cos«,-+sine, -sin«,) 
+2P,P,(cose, .cosa,-+-sine, .sine,)-+ ..., 
das ift nach ben obigen Beziehungen 


R’=P,?+P,?+P,?+...-+2P,P,cos ta t2P,P,cosı,, +... 
+2P,P,cos1;-+...-+ etc..... (160) 


$. 166. Bedingungen für das Gleichgewicht dreier Kräfte P,, 
P,, P;, welche in berfelben Ebene auf einen Körper angebracht 
find, der um eine feſte Age drehbar ift, wenn die Richtung der 
Einen Kraft Pz durch den Mittelpunkt der Are geht und das 
Syſtem beim vorherrfchenden Übergewichte von P, im Gränzzu: 
ftande des Gleichgemwichtes fich befindet. 


as 130423 Seien bie Neigungswinkel der Richtungen der 
Kräfte P,, P,, P, gegeneinander, a, 
und a, die Perpendifel von dem Mit- 
telpunfte ber Are auf P, und P,, 
und A das Perpendifel von demfelben 
Punfte auf die Refultante R der drei 
Kräfte P,,P,, P, Da die Reful 
2 tante Renach $. 153 dem Widerſtande 
— der Axe gleich und entgegengeſetzt iſt; 
ſo hat man durch das Prinzip der Gleichheit der Momente 


P,a,—P,a,=ıR; 





benn P, gebt durch ben Mittelpunkt der Are und bat demnach 
in Beziehung zu diefem Punkte Fein Moment, 

Subftituirt man hierin ben Werth von R aus Gleichung 
(160); fo kommt 
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P,a)-Pgag=ıy P,2+-P324-P32+-2P, Pgcosı2+2PyPgcosı,3 +2P3P3c0S13. 
Duadrirt man auf beiden Seiten und transponirt; fo erhält man 
P (ar? EN 2P, [P,za,a, +? (P,cosı,„.+P,cosi,,)] 

—=—P,?a,?+3?(P,’+P,°+2P,P, cost,,). 


Wird diefe quadratifche Gleihung für P, aufgelöft, und 
vernachläffigt man alsdann die Glieder, welche höhere Potenzen 
von A, als die erfte, enthalten; fo ergibt ſich die Gleichung 


P,a,’=P,a,a, 
P2?(a,?+07?+2a, a,0004,5) +P3?0,2+2PzPza, (0300815401 005123), 


oder wenn man (wie in $. 164).die Verbindungslinie der Fuß— 
punfte der Perpendifel a, und a,, d. i. 


Va,?’+a,?-+2a,a,cosı,,„=L, 


ferner die Funftion 
a, (a,C0St,3+a, C08S1,,)—=M 


fest, und für A feinen Werth osinp fubftituirt, 
P,=(22)jP +8 /Pa’L’FP,?a,7F2P,PaM...C161) 
Dezeichnet man (wie in $. 152) den Werth von P, für den 
Fall, dag die ſchädlichen Widerftände verfehwinden oder dag p=o 
ift, mit P, (0); fo hat man 
P, D=(z = | 
auch hat man nad dem Prinzipe der virtuellen Gefchwindigfeiten 
P,C9.S,=P,.8,." 
Eliminirt man zwifchen diefen beiden Gleichungen P, (0); J er⸗ 


gibt ſich 
— 
Multiplicirt man mit dieſer Gleichung (161); fo kommt 
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BSP, 
1*2 


Subſtituirt man nun U, für P,S,, U, für P,S, und beachtet, 

daß S,= 18, ift; fo erhält man für den Model des Spfte- 
1 

mes die Gleichung 


u,—u,+ ing eine, / U. UpL2+2UPıS,M(2 Le ‚(162) 
Wenn P, im Vergleich zu P, fo Fein if, daß bei der Ent- 
wickelung der Wurzelgröße in Gleichung (161) die Glieder ver- 
nachläffigt werden können, welche höhere Potenzen von 52, als 
2 
die erfte, enthalten; fo wird jene Gleichung 


P= (2) P,+ ET P(P.L+P, 1)... 63) 


welche auch unter ‚Die a 


°,=(2)(itz 


sing) P+ (2 M) (2 )P, sing 
gebradht werden Tann, 


Beachte man nun, daß bie Richtung der Kraft P, fortwäh- 
rend durch den Mittelpunft der Are gebt, daß fi mithin ber 
Angriffspunft diefer Kraft niht bewegt, und diefelbe daher aud 
nicht arbeitet, wenn fih der Körper durch das Übergewicht 
von P, drebetz fo fiebt man, daß in diefem Falle die Bedingun- 
gen der Gleichung (119 CH. 152) erfüllt find, und daß demnach 
der Model des Syftemes durch 


u=(1422 sin Q )u.+(N) ()P,-S, sing... 16% 
dargeftellt wird, 





$. 167. Bedingungen für das Gleichgewicht der bei- 
ben Kräfte P, und P,, welde auf einen Körper ange: 
bracht find, der um eine eylindrifche Are drehbar iſt, 
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wenn man auf Das Gewicht des Körpers, welder um 
feine Are als fommetrifh vorausgefegt wird, Nüd- 
fiht nimmt. 

Da der Körper um feine Are fommetrifh iſt; fo liegt fein 
Schwerpunft in diefer Are, und fein Gewicht bringt benfelben 
Effeft hervor, ald wenn es fortwährend durch den Mittelpunkt 
der Are wirkte. In diefem Falle ftellt die Kraft P, in Glei— 
‚Hung (161) das Gewicht W bes Körpers und die Winfel 1, g5t25 
ftellen die Neigungen der Kräfte P, und P, gegen die Bertifale 
dar. Demnach hat man bier 





P,= GP re / PHP, WITH W?a,?....(165) 
Ebenso findet man nad Gleihung (162) für den Model 


uU U,2L342U,WS,M (2 vwas 2412..(166) 


Wenn P, im Vergleich zu W fehr groß iſt; fo ergeben bie Glei— 
dungen (163) und (164) 


Pı=(2) (142 sinp)Pa+(2; 3) (7) Wsing.... 167) 
=(1+- 


2. sing) Un+ (7 WS, sing... (168) 





8.168 Eine Mafchine, auf welche zwei beliebige Kräfte 
P, und P, angebracht find und welche um eine zylindrifche Are 
drehbar ift, Zaun mit dem geringften Kraftaufwande in Bewe 
gung gefett werben, wenn bie Nichtungen ber Kräfte parallel 
find und auf derfelben Seite der Axe liegen; Dies fett jedoch 
voraus, daf das Gewicht der Mafchine felbit fo Llein fei, daf 
fein Einfluß auf die Vermehrung der Neibung vernachläffigt 
werden kann. 


Denn bezeichnet man das Gewicht einer folden Mafchine 


mit W, und vernadhläffigt alle Glieder, welche W sing enthalten; - 
fo folgt aus Gleihung (166), daß der Model 
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U=TU, ( 1 sing ) 
iſt. 

Sind nun die Abſtände a, und a, von. dem Mittelpunkte 
ber Are gegeben, in welchen die Kräfte P, und P, wirfen fol- 
len; fo ſieht man aus ber vorftehenden Gleichung, daß die Ar- 
beit: U,, welde am Rezeptor verrichtet werden muß, um am 
Operator einen gegebenen Effeft U, bervorzubringen, umfo ges 
ringer ift, je Feiner Lift, 

L bezeichnet aber den Abftand A, A, ber Fußpunfte ber 

Sig. 1. Sig. 2. Perpendifel CA, und CAs 

von einander, ein Abftand, 
welder offenbar am Flein- 
ſten ift, wenn P, und P, 
auf Derfelben Seite der Are, 
wie in Figur2, wirken und 
wenn CA, und CA, in 
derfelben geraden Linie [ie- 


gen, das ift, wenn P, und P, einander parallel find, 





5. 169. Eine Maſchine, auf welche zwei gegebene Kräfte P, 
und P, angebracht find, welche um -eine zulindrifche Are drehbar 
ift und deren Gewicht mit in Betracht gezogen wird, Fann mit 
dem geringften Sraftaufwande in Bewegung gejett werden, wenn 
die beiden Kräfte auf derfelben Seite der Axe wirken und wenn 
die Richtung der treibenden Kraft Pı gegen die Vertifale unter 
einem gewiſſen Winkel geneigt ift, welcher noch näher zu beftim- 
men bleibt, 


Wenn P, das Gewicht der Mafchine darftellt, und der Schwer: 
punft derfelben in den Mittelpunkt der Are fällt; fo ift ihr Mo— 
bel nach Gleichung (166) 


si ; 2 
U=U,+ 2 / UL: +2U,P;S,M (2) + Ps°S1® a 


Hiernach ift die Arbeit U), melde am Rezeptor verrichtet 
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werben muß, um eine gegebene Leiftung U, am Operator bervor- 
zubringen, um die Größe 


esinp EFT ET TUT 
er / U L?-+2U, P; S; M(Zr)+P3° S,? ag? 


größer, als diejenige Arbeit, welche zu dieſem Ende verrichtet 
werden müßte, wenn gar feine Reibung vorhanden wäre. Die 
Mafhine kann demnach mit dem geringften Kraftaufwarnde bie 
Leiftung U, bervorbringen, wenn die vorftehende Funktion ein 
Minimum if. Subftituirt man in derfelben für L? wieder 
feinen Werth a,?+a,?-+2a,a,cost,,, für M feinen Werth 


0,(a,c081,3+a, cosı,,) ($. 166) und fegt s.(22)=8;; 


fo wird dieſelbe 

GR ı = a — 

"10, Ug?(a,?--a3?-+ 2a, a,0084,3) + 2UzP3Sza; (azc0s2, 3}; co8123) + Py?S, ?a,? 
... (169) 


Nun nehme man an, es fei der perpenbifulare Abftand a, 
vom Mittelpunkt der Are, in welchem die Nugarbeit U, verrid- 
tet wird, und der Neigungswinfel ug, ihrer Richtung gegen bie 
Vertikale, ebenfo wie der Raum Ss, durch welchen diefelbe vers 
richtet wird, gegeben, ſodaß diefe Arbeit in jeder Beziehung be- 
ſtimmt if. Ferner fei der perpendifulare Abftanda,, in welchem 
die treibende Kraft angebracht ift, und demnach aud der Raum 
S,, durch welchen diefelbe wirft, gegeben; es wird verlangt, 
die Neigung 4, der treibenden Kraft P, gegen die Richtung 
der Nugarbeit oder gegen die Richtung der Kraft P, dergeftalt 
zu beftimmen; daß die obige FZunftion (169) ein Minimum wird 
oder daß die Mafchine die Nugarbeit U, mit dem geringften 
Kraftaufwande hervorbringen kann. 

Faßt man in diefer Funktion alle Glieder zufammen, melde 
unter den vorftehenden VBorausfegungen nur fonftante Größen 
enthalten, und bezeichnet ihre Summe mit C; fo wird die Funk— 
tion 


F 


een? FPrS20054 FC. 


a, üg 
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Da hierin 
C=TUz?a?+TU,? UP Sat ensaHRiS dig? 
—=U,?3?+@? (v2; AH ZU Pre Hz 00819 +P3°8° ) 


oder weil Us=P,S, und = 


C=Pz?Sa?ag? +(P,?-+2PzP, cos +P3?)Sı? aa? 
ift und daher für einen jeden Werth von cosı, eine pofitive 
Größe bleibt; fo wird die vorftehende Funktion ein Minimum, 
wenn 
2a U; (Ugcosyua-+P3 Sa cos 1,3) 

ein Minimum wird. Setzt man hierin U,—=P,S, und bividirt 
durch den Fonftanten Faktor 2a, a3UzS2; fo folgt, dag man für 
die obige Funktion ein Minimum erhält, wenn der Ausdruck 


Pa cos Uↄa-- P, cosuꝶ 
ein ſolches iſt. 
Bon dem Mittelpunkte C ziehe man die Linien Cp,, Cp; 
p, parallel zu ben Richtungen der Kräfte P,, P,, 
/ und während Cp, und CP, ihre Lagen unverän- 
bert beibehalten, nehme man an, der Winfel p, CP, 
oder az wachſe fo lange, bisP, eine ſolche Lage 
erreicht, in welcher die Bedingung 





P; COS 1a + P, COS 43 = einem Minimum 


erfüllt wird. 
Nun it 9, CP, =p,Cp,—prCP, oder = — 12. 
Subftituirt man dieſen Werth für 4,35 fo wird Die Bedingung 
P3cost a +P,cos(y3— 13) =einem Minimum, d. i. 
P,cos tat P3 cos 1,2. Cos a3 + Pz sin 1,9. Sin3 = einem Minimum 
oder 
(P3+-P; cos 33) c0S113 + Pasiniz,.sinyg einem Minimum, 
Dividirt man durch die Eonftante Größe P,+P,cosı, und 
fest die fonftante Größe 


P, sin 
_ AsSineg 22 2 1 
P,+P; COSig3 tangy; 
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fo fommt die Bedingung 
c0S4y3 + Singztangy= einem Minimum, 
oder wenn man mit cosy multiplizirt, 
C0S494.C08Y-+8in:,z.SsinF=cos(1,;, —y)=einem Minimum. 
Hieraus folgt aber 
4a —y=nr oder 1,9 =a-+yY, das ift 


P, sin: 

42=a-taro.tangl pp) .... (170 
Um alſo der Bedingung des Minimums zu genügen, muß 

der Winkel p, Cps folange vergrößert werden, bis er 1800 um 
jenen Winkel y überfchreitet, deſſen Tangente De 
it. Hiernach findet man die Richtung und Lage der Kraft P,, 
wenn man die Linie 9sC bis q verlängert, den Winfel gCr=y 
madt, Cm perpendifular auf Cr errichtet und ihre Länge gleich 
bem perpendifularen Abftande a, macht, welchen die Richtung der 
Kraft P, vom Mittelpunfte der Are haben fol. Wird darauf 
mP, dur den Punkt m parallel zu Cr gezogen; fo erhält man 
die verlangte Richtung der Kraft P,, welche in diefer Lage die 
Mafchine mit einem geringeren Kraftaufwande bewegen wird, 

als in irgend einer anderen Richtung rund um die Are herum. 
Da der Werth des Winfeld oder PR Cp,, welder der 
Bedingung der größten Krafterfparung oder des geringften Wi- 
derftandes entfpricht, nothwendig größer ift, als zwei rechte; fo 
folgt, daß P, und P, zur Erfüllung jener Bedingung beide an 
derfelben Seite der Are angebradt werden müffen. 
Es ift alfo für die vortheilhaftefte Einrihtung einer 
Mafhine, welche fih um eine zylindriſche Are brebet 
(welches aud ihr Gewicht fei), eine nothwendige Be— 
dingung, daß die treibende Kraft am derjelben Seite der Axe 
angebracht werde, an welcher der Widerftand überwunden oder 
die Nutarbeit verrichtet wird. Eine zweite Bedingung für 
die größte Krafterfparung an einer folden Mafdine 
ift Die, daß fih die Richtung, in welder die treibende 
Kraft angebraht wird, unter einem Winkel .,,, deffen 

17 
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Tangente burd die Gleichung (170) beftimmt iſt, gegen 
die Bertifale neige. 

Wenn 1330 ift, oder wenn die Nusarbeit in vertikaler 
Richtung verrichtet wird; fo hat man y=0, alſo «,,=xr, ww 
raus folgt, daß in diefem Falle die treibende Kraft ebenfalls 
in vertifaler Richtung und an derfelben Seite der Are wie die 
Arbeit angebracht werden muß. 


Wenn =; oder wenn die Arbeit in horizontaler Rid- 


tung ausgeübt wird; jo bat man angy= pr. und baber 


— er 
49a =r-arc.tang (PR) . 


Die treibende Kraft muß alſo in diefem Falle an berfelben 
Seite der Are, wie die Arbeit, und unter einem Neigungswinfel 
gegen ben Horizont angebraht werden, deffen. Tangente gleih 
dem Gewichte der Mafchine, dividirt durch den arbeitenden Drud 
if. | : 

Da der Winfelı,, größer ift, aldn, und Heiner ift, ale; 


fo ift cosı,, negativ, und aus ähnlihen Gründen ift auch cost; 
in gewiſſen Fällen negativ. Hieraus geht hervor, daß die Funk 
tion (169) unter gewiffen Bedingungen nicht bloß ein Minimum 
in Beziehung auf die Neigung der treibenden Kraft, fondern 
auch in Beziehung auf den Abftand a, ihrer Richtung von dem 
Mittelpunfte der Are zuläßt. Nimmt man zur Unterfuchung die 
fes Yegteren Minimums den Raum S,, welchen der Angriff 
punft der treibenden Kraft bei Hervorbringung des Nutzeffektes 
U, beſchreibt, als gegeben an, und fubftituirt deshalb in jener 
Funktion für Sza, den gleichen Werth S,az (8.166); fo ergibt 
fih, wenn man das Differenzial der gedachten Funktion in Ber 
ziehung zu a, gleich null fest, nach geböriger Rebuftion 


U,°+2U,P,S,cos4,+P,°S,? 


U2?cosı,2+Uz3P3S, cosıa °°°° Am) 


a,=— 


Nimmt man ftatt des Raumes S, den Raum S, als gege— 
ben an, und fubftitwirt in der Funktion (169) für S, a, den glei 


8. 170. Gl. (172) Die Rolle, wenn die Seilenden nicht vertikal find. 259 


hen Werth Sza,; fo ergiebt das Differenzial in Beziehung zu 
a, gleich null gefest, 


P,az 
P3cos:,u.+ Pz3c0S123 ' 


Man findet leicht, daß wenn die Werthe von ı,, und 4, 
aus Gleichung (170), in die vorftehenden Ausdrücke von a, ſub⸗ 
ſtituirt, für a, einen pofitiven Werth liefern, dieſelben in den 
beiden Fällen einem wirflihen Minimum der Funktion (169) 
entfprehen und die Bedingungen der größten Krafterfparung in 
Beziehung auf die Richtung der treibenden Kraft vollkommen 
beſtimmen. 


a — — 


$. 170. Die Rolle, wenn die Spannungen des Seiles auf 
beiden Seiten nicht vertikal gerichtet find. 


In dem Falle, wo die beiden Enden des über die Rolle ge- 

ri henden Seiles einander nicht parallel find, können 
| die Beziehungen aus $. 158 nicht angewendet 
werden, und man muß behuf Aufftellung der Be— 
dingungen für das Gleichgewicht der Spannungen 
im Gränzzuftande zu der Gleichung (167) feine 
Zuflucht nehmen. Bezeichnet man das Gewicht 
der Rolfe mit W, ihren Halbmeffer mit a, und 
beachtet, daß die Wirkung der Gteifigfeit bes 
Seiles auf die Vermehrung der Spannung P, 
diefelbe ift, ald wenn die Spannung Pa gleich 


P; (1+ 2) + > ($. 142) geworben wäre; fo 


% hat man 





P,=|1 148 sing | [P. ( +24 tz 7 Wsing oder 


=(1+ ) (144 Zysin p)ertz +3 Neono a Sr esing 
oder auch 


(144 )(1+, + sing + + (4 — Meano]. (172) 
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Hierin ftellt L die Sehne AB des von dem Seile umſpann⸗ 
ten Bogeng dar, M ift =a?(cosı,3 +C0s3), !ıg und 12, bes 
zeichnen die Neigungen von P, und Pz gegen die Bertifale. 
Diefe Neigungen werden durch die Winfel P,EP, und P,FP; 
oder durch deren Nebenwinfel gemeffen, jenachdem die entfpre- 
chenden Kräfte P, und P, nad unten, wie in ber Figur und 
ebenfo wie das Gewicht der Nolle, oder nah oben wirfen, fo: 
daß, wenn beibe Kräfte aufwärts wirfen, ihre beiden Kofinug 
negativ werden umb damit auch der Werth von M negativ wird, 
während, wenn mur Eine Kraft aufwärts wirft, auch nur das 
Eine Glied des Werthes von M negativ wird. 

Subftituirt man diefen Werth von M, beadtet dabei, daß 
L=2acos: ift, wenn 2: den Reigungsiwintel P,JP, ber beiden 
Seilenden gegeneinander bezeichnet (ſodaß —— BE, und 
vernadhläffigt die Glieder, — Produkte aus zweien der ſehr 


kleinen Größen * und —sing enthalten; fo ergibt fi 


P, — Si, 


2 acosı 


U, =(1+ * + cosusing Urt] ren ent], 


2 a c08ı 


.... (173) 


Die letztere Gleichung ift der Model für die Rolle, wenn 
die beiden Enden des Geiles gegen die Bertifale und gegen ein- 
ander geneigt find. 


$. 171. Die Rolle vom kleinſten Widerftande. 


Eine bloße Anfiht des Models (173) Iehrt, daß der Kraft- 
aufiwand zur Hervorbringung einer beftimmten Nusarbeit U, 
vermittelt einer Rolle um fo geringer fein würde, je größer 
ihr Halbmeffer a ift, wennnicht gleichzeitig mit diefem Halb» 
meffer ihr Gewiht W wühfe, Wenn die Dide der Rolle als 
fonftant angenommen wird, und ihre übrigen Dimenfionen diefel« 
ben Berhältniffe zueinander behalten; fo wird ihr Gewicht W 
wie das Quadrat des Halbmeffers a variiren, und es wirb offen- 
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bar einen gewiffen Werth von a geben, für welchen der Werth 
von U, aus Gleichung (173), der einem gegebenen Werthe von 
U, entfpriht, ein Minimum wird, das heißt, es wird gewiſſe 
Dimenfionen der Rolle geben, unter welchen fie mit dem gering- 
ften Kraftaufiwande gebraucht werden fann. Um diefe Dimenfio- 
nen zu beftimmen, fo fege man W=ca?, Gubftituirt man die- 
fen Werth für W in die Gleihung (173), dividirt diefelbe durch 
S,, beachtet dabei, daß bier U,—=P,S,=P,S, ift, und diffe- 
renziirt alsddann zweimal in Beziehung zu @3 fo ergeben ſich für 
den Werth von a, welder einem Minimum von U, entipricht, 
die Bedingungen 

a Au - z (E-+2ocos..sinp)Pa- + u 2 mn — — 


2 cosı 


1 dU 2 ' 2D 
5 —7 (E-F2ecos:ı.sinp)P,—+ 7720. 


Dieſelben werden durch den Werth 


— 2[(E+2gcos:.sinp)P,+DJeos: ,, (174) *) 
cE(COS!,3+C0S1,,3)Ssinp 
erfüllt, 





*) Aus der vorftehenden Formel (174) folgt für das Gewicht der Rolle vom 
Heinften Wiberftande 
2/(E-++2gcosı.sing)P,—+-D] cos ı 


wm e (C08 44,34 C08 223) sin ꝙ 
— 2 acosı D-+EP, 4 cos? p 
— osin ꝙ (cos 43 cos 123)" a 0843 +tC0s4; ? 


ein Werth, welcher den Umftänden nad) — ober <-}r, fein wird. 


Außerdem bemerkt man, daß biefe Formel nur dann angewandt werden Fann, 
wenn cos 3 + C08 g eine pofitive Größe ift: denn da alle übrigen darin vor: 
fommenden Größen durchaus pofitiv find; fo würde man für einen negativen 
Werth von cos273 cos i20 aud einen negativen Werth für das Gewicht W 
und für den ‚Halbmeffer a eine imaginäre Größe erhalten, mas unmoͤglich ift. 
It nun aber der für W fic ergebende Werth größer, ald —— = +-P,; fo 
fieht man, daß alsdann die Bedingung nicht mehr erfüllt ift, unter welcher in 
$. 166 der Werth der Wurzelgröße P,?L + P3?a,?-+2P,P,M P,;M nähe: 


zungäweife gleich PL+P,T- gefegt ift, in welchen Ausdrüden P, für W 
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$.172. Wenn beide Seilenden unter demfelben Winkel gegen 
die Vertikale geneigt find, und auf entgegengefegten Seiten berfel- 
ben Liegen; fo hat man 2,5, =t1g33=1, 00St,3 400813, =2cosı, 
und die Gleihungen (172) und (173) werden 


D--EP 
und P, für Rene fteht. Man würde alfo für den Fall, daß P,>P; 
wäre, jene Wurzelgröße auf eine andere Weife entwideln müffen. Führt man 
zu diefem Ende die Beziehungen bes 88. 167 wieder ein; fo ift jene Wurzelgröße 


A= 
Vrza, Y>HPgaz)"HPga, )?+2(Pza, Paaz)coss,+2(Pza,/Pga,)cosız3+2(Pza,)(Pgay )cosi,; 


Hierin bezeichnen &42, ds, und 5 die Winkel, welde die pofitiven Richtun 
\ gen ber Kräfte P, und P,, P, und P,, P, und P; 

B ‚7 Miteinander einfchließen, ſodaß diefe Winkel ſaͤmmtlich 

/ <a find. Bon diejen drei Winkeln find immer nur 
zwei willkuͤrlich und ber dritte ift durch diefe beiden 


* \ 3 — es ſind hierbei aber zwei beſondere Faͤlle zu 
—VJOe unterſcheiden. Wenn man naͤmlich die poſitiven Rich⸗ 
— J⸗ ch bie poſi 


tungen der drei Kräfte P,, P,, und P, an Ein und 
7 denfelben Punkt O trägt; fo Liegt die Richtung ber 
dritten Kraft P,, erftens, entweder zwiſchen den po 

/ fitiven Richtungen der beiden anderen Kräfte P, und 

P, oder auch zwifchen deren Verlängerungen , wie Die 

ı /n P, die Lagen P‘g bezeichnen, oder die dritte Kraft P; 
fällt, zweitens, zwifchen die pofitive Richtung der Einen 

und die Verlängerung ber anderen ber beiden Kräfte P, und P,, mie Die 


durch die Lagen P“, bargeftellt iſt. Man fieht leicht, daß man für den erften 
Fall immer 






cos 42 = 08 2,3 · COS dag — ain 2,3 - BIN 24 
und für den zweiten Ball immer 

C08 43 = 008213 .C08 a3 4 sin 215 · SiN 223, 
alfo allgemein, mit Unterfheidung der beiden gedachten Fälle 

60842 C08 413 . cos 1a, F-sin 445 - Sin 225 


hat. Fällt die Kraft P, gerade in die Richtung von P, ober Pz; fo gilt bie 
Formel für den erften Fall: fällt fie gerade in die Verlängerung von P, ober 
P,; fo gilt die Formel für ben zweiten Fall. 

Sept man diefen Werth für cos2,, in bie Wurzelgröße A und fubftituirt 
für (P,a,)? und (P,a,)? die gleich bedeutenden Ausdrüde Pza,)? cos? 3-t+sin?z3) 
und (P,a,)? (cos?233 4 sin? 233); fo läßt fich biefelbe unter die Form 


A ⸗V (Pza, cos iis -Prae 008133 + P3a,)?—+ (Paa; sin usa Paa; sin 135)? 


bringen, auf welche man den erften Ponceletichen Kehrfag anwenden kann, wel 
her im Anhange bewiefen if. Will man es unentfchieden Laffen, welches der 
beiden Quadrate unter dem Murzelzeichen das größere fei, und ſich demnad In 
dem ungünftigften Falle mit einem Zehler von etwa & begnügen; fo fann man 
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E .,2 j D,We. 
r, =(1+ + cosı.sinp)P.+ a tz sinp....(175) 
| E,2 D We. 
u,( 14 + cosı.sinp JU,+( — —esinp)S 1 (176) 
Der Halbmeffer der Rolle vom Fleinften Widerſtande 


A=0,826(P,a,cost,s+Pza2C08 433+Pza, )-+0,828(P;a, sin 3 FP2a28ines) 


fegen. Iſt jedoch der abfolute Werth von Pya, cosıı3 + Pr A7C08 tat Pyaı 
> P; a, sinta £ Pzazsin 223; fo hat man mit mehr Genauigkeit 


A—-0,96 (Pza; costs 4- Pꝛua cos 123 + Pz3a,)+0,4Pza, sin ıı s-F-Pzazsin 233), 


und wenn umgekehrt der abfolute Werth von P,a, sinus P,a, sin 223 
> P,a, 008434 P2a, eos 23 + Pza, wäre, 


A—0,96(P;a, sin y3 FPsazsin i23)-+0,4 (Pzaı cos, sa+-P;a; cos4,3+-P3a,). 
Unter ber erfleren VBorausfegung, wo 


P, a, Ccos t3 — P, d, Cc0S st P, a > P, aı sin 113 P, a, sin [723 oder 
i 
P,> = [a, (Ein iis — cos h3) + a, (Faint⸗ —c0822;)]Pz 
ift, Hat man alfo näherungsmeife 
A= [0,96 (a, cos43-+ @2 cos 123) + 0,4 (a, sinds a, sin 223)] Px+ 0,96, P;. 
Subftituirt man diefen Werth für die Wurzelgröße in Gleihung (161); fo 
erhält man ftatt (163) eine andere Näherungsformel, aus welcher fi) denn aud) 


leicht der Model (Gleihung 164) ableiten läßt. 
Für die Rolle, wo a —=a,—a ift, bat man 


A= a[0,96 (cos43 + cos 123) 0,4 (sin 443 Sin 223) ] P,-+0,96 @P;. 
Hierdurch wird die Gleihung (161) | 


2414 — [0,96(cost, 3} costz3)-+0,4(sins, 3 Fsintzs)] P2-4-0,96 gsinp Py, 





oder wenn man 0,96 (cos a eos las) + 0,4 (sin 43a sin 3) B fegt, 
r=d+ B) Pa+0,06 HR p,. 


Rimmt man nun bei der Anwendung auf —— gi die Steifigkeit des 
Seiles Ruͤckſicht, fubftituirt demnad) P,(1+-)+ — für P, und fest 
P;—W, gleich dem Gewichte der Rolle; fo erhätt man flat Gleichung (172) 
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ober von ber größten Krafterfparung ift in biefem Falle 
nad) Gleichung (174) 


a=y/-| ing +20080 P,+ D ]....a7m 








esinp 





E esingp D 0,96 W , 
=) (4 )a+ + Jesin 
oder wenn man bie Probufte von 2 und * in osinY vernachlaͤſſigt, 

E sin D 0,965W „ 
(14 +) + + 2 esing, 
und demnach für den Mobel, ftatt Gleihung (173‘, 

— E _-.esin D 096Wosinp 
le Er 1 EU nn 9 
Verfährt man nun zur Beftimmung des Halbmeflers der Rolle vom kleinſten 
Widerſtande ebenſo wie im vorſtehenden Paragraphe, indem man W— ca? und 


= a =o ſetzt; fo ergibt ſich für diefen Halbmeffer ftatt des Ausdruckes (174) 
1 


_, /EFeomg.BAR4D_, 1 D-+EP, __\ 
a=\/ eg = V one +BB3), 


worin B— 0,96 (cos 413 + cos 233) + 0,4 (sin: ı3 TFiinz,) 





ift. 
Diefe Formeln find für die Vorausfegung entwickelt, daß 


E D 
W> (in az — 00843 F Sin 293 — 005293) [P3 ( 1 + )+ | 
ſei; wäre 


W <(sinzz3 — 0082373 sin 293 — cos 43)| Pa (4 + —) +]; 


fo brauchte man in den vorftehenden Formeln nur 0,4 ftatt 0,06 und 0,96 ftatt 
0,4, aljo | 

B=0,4 (cos 273 + c0s233) + 0,96 (sin 213 F sin 23) 
zu ſetzen. 

Die Zweibeutigkeit von FF sinzzg bezieht ſich bierbei immer auf die befon= 
bere Lage der Richtung der Kraft P, oder der Vertifalen gegen bie Richtungen 
der Spannungen P, und P,. Außerdem ift noch darauf zu achten, daß die 
beiden Glieder der nah dem Ponceletfchen Lehrfage entwickelten Wurzelgrößen 
durhaus pofitiv feien, d. b., daß (cos 43-4 cos) Pa, +Pz3 >> 0 und auf 


sin ijg Fsinig; > 0, worin P, für P, (+4)+ und Pz für W 


ſteht. Sollte es ſich ereignen, daß Eine diefer beiden Größen negativ würbe; 
fo hätte man diefelbe mit dem entgegengefegten Zeichen zu nehmen, ſodaß ſtets 
nur ber abfolute Werth von (coszıg-+-coszg)Pa+-Pz und sin 2) Foin igz 
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$. 173. Wenn bie beiden Enden bes über bie Rolle gehen» 

ben Geiles in derfelben horizontalen Linie liegen, 
” fodaß die Rolle von der Spannung bes Seiles 
feinen Drud erleidet und nur z eigenes Ges 





wicht zu tragen hatz fo HH ı=—- 7 und bie cosı 


enthaltenden Glieder verfchwinden aus ben — Gleichungen. 
Man bemerkt übrigens, daß ſich in dieſem Falle das Gewicht, 
welches auf der Are der Rolle laſtet, um das Gewicht des Sei⸗ 
les vermehrt, welches die Rolle zu tragen hat. Iſt alfo bie 
Länge bes von der Rolle zu tragenden Geiles glei s und das 
Gewicht eines jeden laufenden Fußes des Seiles gleih u; fo 
wird das auf der Are der Rolle rubende Gewicht durch W-tHus 
ausgedrückt. Subftituirt man biefen Werth ftattW in Gleichung 
(176) und fegt cosı=0; fo erhält man 


U,=(1+ Ju, + D+W-+us)esing]S, .... 178) 


Die Rolle vom EHeinften Widerftande wird in dieſem Falke 
ebenfo wie in $. 171 beftimmt, indem man W==ca? fest und 
für a bifferenziirt. Der Werth von a, welcher ben Bedingungen 
Zu=o und n>o ein Genüge leiſtet, ift hier 


_, /ITEPB,F+D — 
=, C +48)... 179) 


$, 174. Nimmt man an, es feien n gleiche Rollen gegeben, 
von denen eine jede dieſelbe Länge s 
eines Seiles zu tragen hat, und be- 
zeichnet mit U, die Arbeit, welde 
von der Spannung des Geiles (bei 
der Befchreibung bed Raumes S,) 
verrichtet ift, nachdem dasfelbe über 
> die nte oder letzte Rolle gegangen 

ift, und mit U, die Arbeit, welde 





in Rechnung kommt. Hierzu gehört unter anderen ber in der Note zu $. 154 
erörterte befondere Fall, 10 215 = Zg3 = r und Pz entweder < oder > 2Py iſt. 
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auf das Seil entwidelt ift, ehe es über bie erfte Rolle ging; fo 
hat man nad $. 163, Gleichung 152, 154 und 178, wenn man 


höhere Potenzen als bie erfte von 22,2 sin vernadläf- 


figt und bemerkt, daß bier 
4 =4, =ee=i + 
4 (V=a;,(0)= etc. =1, 


E 
0; =0) —— — 


b, =, =eie=— D+W+usesing] 
ift, | 
E n | : 
U,=(14n )U,+ 2 D-+HW-+u9)esinglS,, 


oder wenn man das ganze Gewicht des von allen Rollen zu 
tragenden Seiles mit w bezeichnet, da alsdann uns—=w ift, 


u,=(14”)u,+ I mD+@W-+wsing]S; -... C180) 


Bei den vorftehenden Gleichungen ift vorausgefegt, daß ob- 
gleich die Richtung des Geiles zu beiden Seiten einer jeden 
Rolle fo nahe horizontal fei, daß man cosı=o fegen fünne, das 
Seil fih doch fo weit um die Rollen biege, daß ſich feine Ober 
flähe dem Umfange derfelben anfchmiege und demnad den gan 
zen Wibderftande erzeuge, welcher der Steifigkeit zufommt. 
Wäre jedoch die Spannung fo groß, daß das Geil wie ein 
unbiegfamer Stab auf den Rollen ruhete; fo muß in den obigen 
Gleichungen E=o und D=o gefest werden. Der Halbmeſſer 
der Rolle vom Feinften Widerftande (Gleihung 179 würde in 


diefem Falle en 
—r/ #8 
=V c ....(181) 


werben. 
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$. 175. Wenn das Eine Ende des über die Rolle gehenden 
Seiles eine horizontale und Das andere eine vertifale 
Richtung hat; fo wird der Eine der beiden Winkel 


tja oder t55 (Gteihung 173) gleich 7 und ber ans 


dere gleich o oder m, jenachdem die Spannung bes ver⸗ 
tifalen Geiles nad) unten oder nad) oben gerichtet ift, 
ſodaß cosı,s„-+eosı,,—=+1 wird, worin das Zeichen 
— oder — zu nehmen ift, jenachdem die an dem vertikalen Seile 
angebrachte Kraft nad unten oder nad oben wirkt. Außerdem 


wird in diefem Falle ($. 170) ı—z und cos = Ip und man 
erhält nach Gleihung (173) 





pP, (144 ey sinp)P,+ —(D+ 7e-sinp).. (182) 
u=(1+ =+ NL sing )Uy+ —(D + 78 sinp)S,.183) 


Der Halbmeffer der Rolle vom Heinften Widerſtande (Glei⸗ 
hung 174) ift in diefem Falle durch die Gleichung 


_, /ITEBRFD 0 
ey 2 +2P,]....d8D 
beftimmt *). 








*) Nach der Note zu $. 171 hat man, wenn bie treibende Kraft P, ho⸗ 
zizontal und ber Wiberftand P, vertifal wirkt: 


1. wenn P, vertifal nah unten wirkt, 
B=0,96 (cos + c0s0-+- )on (ein * — sin )—= 0,96+0,4—1,36, 
alfo 





Van ER | 4.36 P.). 


esin@ 
2. wenn P, vertikal nad oben wirkt, 


B=0,96( 00:5- +eosm )+0,4(sin- Heinz) =-0,96-40,4=—0,56, 


alſo 


268 Der Mobel eines Syſtemes von Rollen, 8.176. 


$. 176. Model eines Syftemes von Rollen, über 
beren legte das Seil vertikal herabhängt, während es 
von den übrigen horizontal getragen wird, 
‚U, fei die Arbeit, — von der treibenden Kraft bei 
* u Beſchreibung des 
Raumes S, auf 
das Seil auge 
übt wird, ehe es 
horizontal über 
die erfte Rolle ge- 
— 3 leitet iſt. Das 
Seil gebe über n folder Kollen Br nehme alsdann, nachdem 
es über eine andere Rolle von verfchiedenen Dimenfionen geler- 
tet ift, eine vertifale Richtung nach unten an. Bezeichnet man 
mit U, die Nugarbeit, welche bei’Befchreibung des Raumes S, 
verrichtet wird, nachdem das Seil unmittelbar in die vertikale 
Richtung übergegangen ift, und mit w, die Arbeit, welche auf 
das Seil ausgeübt wird, ehe dasfelbe vor der Testen Rolle bei 
Syſtemes ankommt; fo hat man nad Gleihung 18H) 


D--EP, 
— -Vor (FI esin@ =0588,). 
Ferner wenn die treibende Kraft P, vertilal und ber Widerſtand P, ho: 


rizontal wirkt: 
3. wenn P, vertifal nad unten wirkt, 








B= 0,96(c0s0 + cos z)- 0,4(sin 0— sin z)>06 + 0,4= 1,36 
(da sinyg—sinzgz nicht negativ werben darf); alfo 


DEF, 
=“ c\ osingp -+1,36B,)) 


4. wenn P, vertifal nad) oben wirkt, 
B=0,96(c0sn-}-cos 3 )+04(sior-tin FF =-08 


alfo 
eV ante een) 0,5683). 
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(14 4 VE np)U,+ (P+sinp)S,. 


Ferner hat man nad Gleichung (180), wenn man den Halb: 
meffer einer jeden ber Rollen, welche das Seil horizontal fort 
leiten, mit a,, den Halbmeffer ihrer Are mit E,, ihr Gewicht 
mit W, bezeichnet und dabei bemerkt, daß hier U, die Arbeit 
ber treibenden Kraft und u, die des Widerſtandes ifl, 


u,=(1+ u, + —[RD+@W, +0), sing]S,. 


Eliminirt man zwifchen dieſen beiden Gleichungen die Größe w, 
und vernadläfftgt höhere Potenzen, als die erfte, von * etc.; fo 
fommt 
Br 1 n oY 2. 
= 1 +E(Z 4 =) + sinplU, 
Se 
en ra n =+[ a? rt ]sing|S, 
....(185) 
$. 177. Wenn die beiden Seilenden parallel find, und 
man bezeichnet ihre gemeinfchaftliche Neigung gegen 
die Bertifale mit v', fodaß 2,,—2,,—r ift; fo hat 


man nah Gleihung (172), da bier L=2a und 
M=2a? cos!’ wird, wenn man Glieder von mehr 


als Einer Dimenfton in = und —* vernachläffigt, 


ale ——— 








.... (186) 
au 1 ++ 28 sin „lu, + SH 4 )esinp]S, 
.... (18 


in welchen Gleichungen? größer oder Heiner, ald I und daher 


270 Die Reibung eines ftehenden Zapfens. $. 178. 


au cosı’ pofitiv oder negativ zu nehmen ift, jenachdem bie 
Spannungen ber Seile nad unten oder nad) oben wirken. Wenn 
die Spannungen vertifal gerichtet find; fo bat man entweder 
!=0 oder =n, jenahdem diefelben nach unten oder nad oben 
wirfen, fodaß alsdann cosY’—=+1 ifl. In diefem Falle ftim: 
men bie vorftehenden Gleichungen mit den Gleichungen (131) 
und (132) überein. Wenn die parallelen Spannungen horizon: 
tal find; fo hat man (= und bie in cos. multiplizirten 
Glieder verfhwinden aus den obigen Gleichungen. 


Die Keibung eines ftehenden Zapfens. E 


$. 178. Wenn eine vertifal ftehende Welle auf einem Zapfen 
rubet, fo fei W der gefammte Drud, welden 
die Stirnfläche des Lesteren in paralleler Rich— 
tung zu der Are der Welle auszuhalten hat. Be— 
zeichnet man ben Halbmeffer eines folhen 30 
pfens mit 0,5 fo ift mo,? feine GStirnfläde 
— der Druck, welchen eine Einheit die— 
fer Fläche zu tragen hat, und wenn man ben Reibungskoeffizien⸗ 
ten (8. 133) gleich f ſetzt; fo ftellt a die Kraft dar, welde 
1 
parallel zur Stirnflähe des Zapfens angebracht werben muß, 
um bie Reibung einer jeden folhen Flächeinheit zu überminden. 
Nun feien die punftirten Linien in der feitftehenden 
Figur die äußerſten Umkreiſe eines ungemein 
fhmalen fonzentrifhen Ringes von der Stirnfläde 
bes Zapfens und o und o+Ao die entfprechenden Halbmeiler; 
alsdann wird die Fläche diefes Ringes durch le + A 0)? — ne” 
oder durhr(2e.Ae+A0?), =n(2p+Ao)Ae ober, ba AP 
gegen o ungemein Hein if, dur 2re Ag ausgebrüdt. Da bie 


Reibung für eine jede Einheit diefer Ringfläche —* beträgt; 
r 


‚Zune 
1 








und 











ſo iſt die ganze Reibung auf dieſer Ringfläche gleich 


A 
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nu eAe und das Moment diefer Reibung in Beziehung 





zu dem ———— des Zapfens oder der Axe 42 —* o? A. 


* 


Die Summe der Momente der Reibungen aller —* Ring⸗ 
flächen, welche die ganze Stirnfläche des Zapfens bilden, iſt dem⸗ 
nach 





— 
0,” 





2W ; 
-Uze: Ao, das ift 
0, 


[1 
2W 2W 
- fra to 0=4Wfo .... (188) 
0 


Hieraus folgt, daß die Reibung des ftebenden Za— 
pfens der Umdrehung der auf demfelben rubenden 
Maffe denfelben Widerftand entgegenfegt, als wenn 
der ganze von der Stirnflädhe des Zapfeng zu tragende 
Drud in Einem Punfte vereinigt wäre, welder um 
zwei Drittel der Länge des Halbmeffers des Zapfens 
von deſſen Mittelpunfte abfteht. 


Wenn I den Winfel bezeichnet, um welchen fi der Zapfen 
drehet; fo ift 30,9 der Raum, welchen gleichzeitig der zuletzt 
erwähnte Punkt befchreibt, und demnach ift die Arbeit, welde 
auf den bafelbft wirfenden Widerftand W/ verwendet ift, wäh— 
rend fih der Zapfen um den Winfel 9 drehet, gleih$o, Wf9. 
Die für eine ganze Umdrehung des Zapfens zu entwidelnde Ar- 
beit ift daher 


4n0,fW ....(189 


$.179. Wenn der Zapfen hohl ift, oder wenn feine Stirn» 
flähe eine ringförmige Fläche bildet, fo fei 
o, der Äußere und o, ber innere Halbmeffer. 
Die Fläche diefes Ringes wird alsdann durch 
(0,?— 05°) ausgedrüdt, und man bat für den 
Druck auf eine jede Einheit dieſer Fläche 





W [3 [7 ’ 
—— und für die Reibung auf einer 
n(09?—05*) j g auf 
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ſolchen Flaͤcheneinheit — En Für die Reibung auf einer 


jeden elementaren — erhält man, wie vorhin, den Aus: 


drud a 20 und für die Summe ber Momente der 
1 2 


Reibungen aller Elemente der Stirnflähe des Zapfeng 


— — —— 
ER, —* oder *W — 
02 

Bezeichnet man den mittleren Halbmeffer des Zapfens, alfo 
die Länge Je, to.) mit 7 und die halbe Breite des Ringes, 
d. i. 4, go) mit 5 rt und ,=r—. Gub 
flituirt man diefe Werthe für o, und eo, in den vorftehenden 
Ausdruck; fo wird berjelbe 


(HD —(r— DE] _ aa [Er i +21 | 
le] De 


fr[1+4 (-) ] W .... 190) 


Hieraus folgt, daß die Reibung eines ring förmigen 
ſtehenden Zapfens dieſelbe Wirkung hervorbringt, als 
wenn der ganze Druck in einem Punkte vereinigt wäre, 

IN? 
welcher um | 144(—) ] von dem Mittelpunfte bes 


Zapfens abfteht, wenn r den mittleren Halbmeffer und 
I die halbe Breite des Ringes bezeichnet, 


Man fieht, wie im vorhergehenden Paragraphe, daß bie 
ganze Arbeit, welche bei einer volftändigen Umdrehung bee 
Zapfens zur Überwindung der Reibung erforderlich ift, durch 
bie Formel 


un E 4 (4)] W....c90 
dargeftellt wird. 


$. 179. 973 


$. 180. Beftimmung des Models eines Syftemes von zwei Kräf: 
ten, welche auf einen um eine fefte Are drehbaren Körper anges 
bracht find, wenn fich der Angriffspunkt der Einen diefer Kräfte 
gleichzeitig mit dem Körper herumbeiwegt, wobei jedoch der per: 
pendifulare Abftand ihrer Nichtung von dem Mittelpunkte der 
Are ftets derfelbe bleibt. 


ERDISUEER, bie Kräfte P, und P,, anftatt fortwährend 
biefelbe Lage gegeneinanber zu behalten (wie Dies 
. bisher vorausgefegt wurde), änderen fortwährend 
ihre relative Lage, indem fih der Angriffepunft 

von P, mit dem Körper herumdrehet, wobei die 

Richtung diefer Kraft ftets denfelben perpendifula- 

ven Abftand a, von ber Are behält, während die 
Richtung und der Betrag von P, unverändert bleiben. 

Da biernah der Punft A, fortwährend feine Lage ändert; fo 
leuchtet ein, daß auch der Abftand A,A, oder L immer andere 
Werthe annehmen wird, fodaß der Werth von P, (Gleichung 
158) ununterbrochen variirt. Nun ift Die Arbeit, welche unter 
diefem veränderlihen Drude während einer ganzen Umdrehung 

27 


vonP, ausgeübt wird, nad) $. 51 durd Die Formel U, = -[P,a,d9 
0 





PR 


ausgebrüdt, wenn I den Winfel A,CA bezeichnet, welcher nad) 
irgend einer Zeit von dem Perpendifel CA, um C befchrieben 
ift, und es ift au a,3 der Raum S, welden in derfelben Zeit 
der Angriffspunft A, der Kraft P, durdlaufen hat. 

Subftituirt man daher für P, feinen Werth aus Gleichung 
(158); fo erhält man 


2% 
L\. 
U, —/p, )+GH)sinr]a, ds 
0 
2rn 2n 
= Pa 422 fp,.1as 
0 0 | 


18 
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2n 


d. i. da fi P,a,d3=U, ift 


27 


U,=u,+2 P,.Lds.... (192) 
1 
0 


Nimmt man die Kraft P, als fonftant an; fo ift 


1 2x p 27 1 2r 
— — — 
uf” ‚Ld$ a, — P,u,. — 


Nun if L=A, A,=V a,°+a,?+2a, a,cos3, alfo 





2# 2r 
ı 1L49= / @’+a’+2a, 2,008 9)3d3 
0 0 


a, 


———— er cos4)% a3 


4142 


27 
Varta te 
2% | — | 
= / atza / [1+(3+ =) coss as naͤherungsweiſe, 
wenn man höhere Potenzen, als die erſte, von (+2) 
vernachläffigt, da der Werth diefer Größe in allen Fällen kleiner, 
als die Einheit iſt. Integrirt man den vorſtehenden Ausdrud 


zwifchen den Gränzen O und 2”; fo verſchwindet das zweite ' 
Glied, und man hat 


ar. 


27 
Se fe; 
— / —— — ‚27 näherungsweiſe; 
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mithin 


Be — 7 — 


da 2na, der Raum iſt, durch welchen ſich der Angriffspunkt der 
konſtanten Kraft P, bei einer jeden Umdrehung bewegt. Hier— 
durch wird bie Gleichung (192) in dem Falle, wo P, konſtant ift 


U,=T, [1-+esinp Vertze] 2... (193) 


$. 181. Wenn die Kraft P, in der Spannung eines Sei- 
les befteht, welches fih auf eine Trommel von dem Halbmeffer 
a, aufwindet Cwie bei der Winde); fo erzeugt die Steifigkeit 
des Geiles denfelben Effekt ($. 142), als wenn ftatt P, die Kraft 


Pr oder (14 -)Pe+ 


wirfte. 
Nimmt man nunP, als fonftant an, und bemerft, daß U, 
2nP,a, ift; jo hat man nad Gleihung (192) 
? 2r 
U,=P, a, | + MR Las |. 
0 


Subftituirt man in diefe Gleihung den vorftehenden Werth von 
P,; fo fommt 


U,=a, (14 u ann f La9] 
0 


Führt man die angebeutete Multiplifation aus, und vernad)- 


Yäffigt, da — immer fehr Hein ift, das Probuft biefer Größe 
2 


in eng, fo ergibt fi 
1 


2 
U=Pza,(14-)[27+ ar S Las | +2nD, 
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und wenn man, wie vorhin, integrirt, 


U=U, (1+—_) [1-Hesing VMA +2zD. 


Muftiplizirt man dieſe Gleichung mit n, und bezeichnet alsdann 
mit U, und U, die Arbeiten, welche von ben Kräften P, und 
P, während n Umdrehungen entwidelt find, ftatt Daß diefe Grö- 
fen vorhin die Arbeiten bei Einer Undrehung darftellten; fo er- 
hält man für den Model des Spitemes die Formel 


U =U (1 + —) ( 1-+osinp Vats a )+2nnD. „.(194) 


$. 182. Wenn die Größe (Zi +22) nicht fo Mein 
2 1 


ift, daß die Glieder der Binomialentwidelung, welche böbere 


Potenzen, als die erfte, von derfelben enthalten, vernachläffigt wer: 
2n 


den dürfen; fo kann der Werth des beftimmten Integrales f Lds 


0 
auf folgende Weife ermittelt werden: es ift 


2n 27 
Jertarta 10089)?d9= State 2a _083)]?d3 


In 
| 3 
Slartant-inapinzz| Bu9= (a; —* in, 39. 
p 
Segt man — ie, fo ift 


Ca, +a,)? 


f Lat tenf (1 sin? z)'as. 
0 0 


Nach der Theorie ee: beftimmten Integrale ift allgemein 
ai 
f F(z).da=n [ Finz).dz, 


2 
n 
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alfo aud 


27% 7 
Jr sin: z)a9=2fa-r sin?) d$, 
0 0 


und daher 
22 7 
S Ld9=2(a, +a,) f (1—k? sin? 9) 49. 
U 0 


In dem vorftehenden Integrale erfennt man eine elliptifche Funk: 
tion ber zweiten Art, und es ift aus ber Theorie diefer Funktio— 
nen befannt, daß 


nr 


f d—k2sin9)d9s—2 far sin?9)d$—2E, (b) 
0 0 


if, wenn E,Ck) die vollftändige elliptifche Funktion der zwei— 
ten Art bezeichnet, deren Model k= Va — iſt. Man findet 


die Werthe dieſer Funktion, welche —— Werthen von k 
entſprechen, in einer biefem Werfe angehängten Tabelle, und hat 
nad dem Borftehenden 


Sras=ia, +0,).E,(W. 
0 


27 
Subftituirt man diefen Ausdrud für fı Lds in die Gleichung 
0 


(192); jo wirb diefelbe 

sin 2. 1.1 . 
U  Alatap)-Eıh).Pa=UrtnapP Eh. +2 )osing, 
d. i. da 2ra,P,—T, ift, 


U=T, 148, @.(E +) sing |... (195) 
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$. 183. In den feitftehenden Figuren ift die auf Schiffen 
= gebräuchliche Winde dargeftellt. Sie 
i beſteht aus einem Schafte CC, wel- 
—— ber auf den größeren Theil AD 
feiner Länge durchbohrt ift. Diefe 
Deffnung enthält den oberen Theil 
einer fehr ftarfen Spindel AB, de 
ren unteres Ende im Zimmermerfe 
bes Schiffes befeftigt if. Das Stüd 
CC, durch deſſen oberen Theil die beweglichen Arme der Winde 
geſteckt find, drehet fi auf der Spindel AB, 
indem fein Gewicht von dem Kopfe der Spin- 
bel getragen wird, und das Tau fich aufden 
mittleren Theil CC aufwindet. Die Span 
nung des Taues wird durch den Geitenwi- 
derftand der Spindel aufgenommen. Hier 
nach vereinigen fih an der Winde die Wi— 
derftände des ftebenden Zapfens und ber Are, 
ſodaß der gefammte Widerftand, welcher ſich ihrer Bewegung 
entgegenfegt, gleich der Summe der Widerftände ift, welche ein- 
zeln der Are und dem ftehenden Zapfen zufommen, und die ge 
fammte Arbeit, welche erforderlich ift, um die Winde in Bewe— 
gung zu fegen, gleich der Arbeit ift, welche erforderlich fein 
würde, die Winde auf dem Zapfen zu dreben, wenn feine Span- 
nung des Taues vorhanden wäre, plus der Arbeit, welche erfor 
berlich fein würde, wenn auf dem Zapfen oder dem Kopfe ber 
Spindel gar feine Reibung ftattfände, 

Bezeihnet nun U, die Nusarbeit, welde bei n Umdre— 
bungen von dem Taue verrichtet wird; fo ift die Arbeit, welde 
von der treibenden Kraft verrichtet werden muß, um diefe Nug 
arbeit zu überwinden, wenn auf dem Kopfe der Spindel feine 
Reibung vorhanden wäre, nad Gleichung (194 


(1 +2.) [t+esnp Ya +]. +2naD, 


worin a, die Länge des Hebelarmes und a, den Halbmeffer dee 
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Theiles der Winde bezeichnet, auf welchen fih das Tau aufwin- 
bet. Ferner ift nach $. 178 die Arbeit, welche. der Reibung auf 
dem Kopfe der Spindel für n Umbehungen entfpricht, 


nano, fW, 


worin W das Gewicht des beweglichen Theiles der Winde und 
o, den Halbmeffer des Kopfes der Spindel bezeichnet. 

Hieraus folgt, daß die Arbeit U, der treibenden Kraft, 
welche auf die Winde entwidelt werden muß, um in n Ilmbre- 
bungen die Nugarbeit U, bervorzubringen, 


U, =(1 +) [te sin Vi \n-+enm-Haı fW .... (196) 


ift, eine Formel, worin der Model für die Winde befteht. 
Hierbei ift vorausgefegt, daß behuf Bewegung der Winde 
eine einzige Kraft P, an einem einzigen Hebelarme angebracht fei. 
In der Wirklichkeit werben jedoch mehrere foldhe Kräfte an ver- 
fhiedenen Armen angebradt, wenn die Winde zur Hebung Des 
Ankers in Thätigfeit gefegt wird. Diefe Kräfte können übrigend 
mit Ausnahme eines einzigen noch näher zu befchreibenden beſon— 
beren Falles, nad) den Prinzipien des Parallelogrammes ber Kräfte 
und der Gleichheit der Momente immer in eine einzige Neful- 
tante zufammengefegt werden, und dieſe Refultante ift es, welche 
alsdann für P, an die Stelle gefegt werben muß; aud hat man 
für a, ben perpendifularen Abftand der Richtung diefer Reful- 
tante von dem Mittelpunfte der Umdrehungsare in bie obigen 
Formeln einzuführen. 
Der erwähnte befondere Fall, in welchem mehrere an der 
' Binde angebrachte Kräfte feine Refultante haben, oder nicht 
durch eine einzige Kraft erfegt werben können, ift der, bei wel— 
hem die Kräfte in zwei Reihen getbeilt werden fünnen, von 
benen eine jede eine Refultante hat, und bei welchem dieſe bei- 
den Refultanten der Größe nad einander gleich find und auf 
entgegengefesten Seiten von dem Mittelpunfte an Ein und der— 
felben durch den Mittelpunkt gehenden geraden Linien in gleichen 
perpendifularen Abftänden nad entgegengefegten Richtungen wir: 
fen, oder wenn ſich fämmtliche an der Winde angebrachte Kräfte 
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auf ein Kräftepaar reduziren. (S. die Zufäge zum erften Ab- 
ſchnitte). 

Nimmt man nun an, dieſe Kräfte ſeien in die beiden gleichen 
Kräfte R, und R,, welche das reſultirende Kräftepaar bilden, 
zufammengefegt, und werden durch diefelben vertreten; fo wirfen 
auf die Winde fünf Kräfte, nämlich die beiden Kräfte R, und 
R,, die Spannung P, des Taues, der Seitenwiderftand R am 
Umfange der Spindel und der Reibungswiderftand fW auf dem 
Kopfe der Spindel, welcher als in einer Kreislinie vom Halb: 
meffer 30, ($. 178) auf der Oberfläche des Spindelfopfes kon— 
zentrirt und gleihmäßig vertheilt angefehen werben fan. Diefe 
Kräfte find miteinander im Gleihgewichte. Trägt man diefelben 
daher parallel zu ihren gegenwärtigen Richtungen an einen ein- 
zigen Punkt; fo würden fie auch um diefen Punkt im Gleichge— 
wichte fein (S. Nr. 6 des Anhanges zum erften Abfchnitte). 
Nachdem die Kräfte fo verlegt find, werden R, und R, in ber: 
jelben geraden Linie und nach entgegengefegten Richtungen wirfen; 
dieſelben werden alfo, da fie der Größe nach gleich find, für ſich 
im Gleichgewichte fein. Ebenfo werden die einzelnen Elemente 
des Reibungswiderftandes ZW auf dem Kopfe der Spindel, welde 
ſämmtlich in dem Abftande Fo, rings um den Mittelpunft der 
Are herum ungebracht gedacht werden können, in der Wirklichkeit 
eine unendlihe Menge von Kräftepaaren, und nachdem fie alle an 
einen einzigen Punkt getragen find, eine unendliche Menge von 
Kräften bilden, von denen je zwei in berfelben geraden Linien 
liegen, nad entgegengefegten Richtungen wirfen und einander 
gleih find, fodag auch Die aus dem Reibungswiderftande am 
Kopfe der Spindel hervorgebenden Kräfte für fih im Gleichge— 
wichte find. Hieraus folgt nun, daß aud die beiden Kräfte R 
und P, für ſich im Gleichgewichte fein, aljo der Größe nad 
gleih und der Richtung nach gerade entgegengefegt fein müffen. 
(Man fieht, daß die beiden Kräfte R und P, in der Wirklichkeit 
in dem vorliegenden Falle ebenfalls ein Kräftepaar bilden wer— 
den, wie es auch nah Nr. 6 der Zufäge zum erften Abfchnitte 
fein muß, da, die Kräftepaare R,, R, und fW nur durd ein 
anderes Kräftepaar R,P, im’ Gleihgewichte erhalten werben 
können.) Man bat bier alfo 
BR=P, 
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Da nun die Richtung der Kraft R in dem Punkte, wo fie 
den Umfang der Spindel trifft, mit der Normalen oder dem 
Halbmeffer diefes Umfanges den Reibungswinfel p bilden muß 
($. 153); fo ift ihr Moment in Beziehung zu der Umbrehungs- 
are (vergl. $. 154) 

—=Rosinp=P,esing, 


und man hat, da das Moment einer jeden der treibenden Kräfte 
gleih P,a,, das der Kraft P, gleih P,a, und das des Rei- 
bungswiberftandes auf dem Kopfe der Spindel gleih $o,/W 
it, nah dem Prinzipe der Gleichheit der Momente 


2P,.a,=P;a,;,+P,esinp-+$o,fW, 
D-+EP, 
a 


2 


an die Stelle von P, fest, und das in — und osinp multi⸗ 
2 
plizirte Glied vernachläffigt, 


Pa, =Paa(14+2-)(142-sinp)+D+30,/W. 


Multiplizirt man dieſe Oleihung mit dem Winfel 9, um welchen 
fih bei erfolgender Bewegung das Syſtem gedrehet hat, und 
bemerkt, daß 


2P, :@,9=2P,.S,=U;, P,.4,9=P,.S,=TU, if; 


oder wenn man wegen ber Steifigfeit des Taues P,+ 


jo fommt 
— E 0. 
u=(1+-) (14 &-sinp)U. +9 D+Ee,/W, 
und nad n Umdrehungen, wofür $=2nz ift, 
= E oe. 
u,=(1+ u) (i — sing JU,+2nr(D+3g,fW)...C197) 


Dies ift offenbar der kleinſte Werth, welchen der Model 
(196) annehmen fann, da er dem Werthe von a, =w in jener 
Formel (196) entfpricht, außerdem bemerkt man, daß der Werth 
von U, aus Gleichung (LIT) jederzeit Fleiner ift, als der aus 
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1 1 1, 
Gleichung (196), da immer eV tn ift. 


Hieraus geht hervor, daß der Kraftverluft durch Reibung 
um fo Heiner wird, je größer a, ober in einem je weiteren Ab— 
ftande P, angebracht wird, daß diefer Verluſt aber am Fleinft- 
möglichen ift, wenn bie Kräfte rund um bie Winde bergeftalt 
vertheilt werden, daß fie fih auf ein Kräftepaar rebuziren, 
indem dieſer Fall einem unendlih großen Werthe von a, in 
Gleichung (196) entfpricht. Diefer Fall, in welchem fih die auf 
die Winde angebrachten Kräfte auf ein Kräftepaar rebuziren Taf 
fen, tritt offenbar dann ein, wenn diefelben paarweife um bie 
Are vertheilt find, ſodaß die beiden Kräfte eines jeden Paares 
einander gleich find und an entgegengefegten Seiten von bem 
Mittelpunfte in demfelben perpendifularen Abftande wirken, alfo 
ſelbſt ein Kräftepaar bilden. Diefe ſymmetriſche Vertheilung 
ber Kräfte um die Are herum ift alfo für Die Arbeit die gün- 
ftigfte, fowie fie für die Erhaltung der Spindel, melde den Drud 
jener Kräfte zu ertragen hat, die vortheilhaftefte ift. 


$. 184. Der Model eines Syftemes von drei Kräften, welche 
an einem um eine zylindrifche Are drehbaren Körper angebracht 
find, wenn zwei von diefen Kräften, welche einander parallel fein 
follen, ihre Nichtung nicht änderen, während die Nichtung der 
dritten fich fortwährend um die Axe in bemfelben perpendifula: 
ren Abftande herumbewegt. 


Wenn P, und P, die parallelen Kräfte und P, die ſich her— 
wa umbewegende Kraft ift; fo fälle man von 

I dem Mittelpunfte C der Are die Perpens 

Kl difel CA,, CA,, CA, auf die Richtungen 
6 AR der Kräfte, und bezeichne mit 3 die Nei- 
>] 5° gung ber Tinie CA, gegen CA, in irgend 
| einem Augenblide der Umdrehung der Kraft 
P,. Angenommen, die vorherrfchende Kraft 

fei P,, und P, ftrebe das Syſtem in berfelben Richtung herum- 
zudrehen wie P,,P, dagegen in entgegengefester Richtung. ft 
nun R die Refultante von P, und P, und r ber perpendikulare 


Pn vr 
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Adftand CA ihrer Richtung von C; fo kann man, ohne daß da⸗ 
durch die Bedingungen des Gleichgewichtes und mithin die Ar- 
beit von P, während ber ganzen Drehung geändert würden, R 
für P, und P, an die Stelle fegen. Hierburd erhält man flatt 
des Syſtemes von drei Kräften Eines von zwei Kräften P, und 
R, von welden R der Richtung nad gegeben if. Der Model 
Diefes Syſtemes ift demnach durch Gleichung (192) oder durch 
die Formel 


2 
U, =U,+ TE /R.Ld$....c199) 
1 « 
0 


bargeftellt, worin U, die Arbeit von R, und L den Abftand AA, 
der Fußpunfte der Perpendifel » und a, bezeichnet, ſodaß 


L?’=a,?+r?—2a,rcos?#=(a, —rcos3)?+r? sin? 3, 
alfo 
R?L?=(Ra, —Rrcos9)?-+-R?r? sin? 
ift. Man hat aber, weil R die Refultante von P, und P, ift, 
R=P,+P, und Rr=P,a,—P;a,, 
demnach | 
R?L?=[(P;+Pz)a—(Pza3—Pza3)c0s3)]?-+(Psa,-P2a,)’sin’s. 
Iſt nun 
a,>ry 2 ober 
Ra,>Rry 7 oder 
P,+Py)a,>(P,a, —Pza,) VT. 
ſo iſt auch, weil 
1=sin?$-+cos?3 und 
1 > 2sin$cos4 oder>sin24, alfo 
2 > sin? $-+-2sin cos 3-+-c00s? 9 ober >(sind+-cosP)? und daher 
V?rzsindtcost il, 
a,(P,+P,)> (P,a,—P;a,) (sin $+ cosY) 
Hieraus folgt denn auch, daß alddann 


284 Arbeit einer treibenden Kraft, deren Angriffspuntt $. 184. @1.(200) 
a (Pz+Pz)— (P,a,—P,a,)cos$3>(P,a,—P,«,)sins. 
ift, 


Der Werth von R?L? wird daher, da diefe Vorausfegung 
faft immer flattfindet, dur die Summe der Quadrate zweier 
Größen dargeftellt, von welchen die erftere in jedem Augenblide 
der Umdrehung oder für jeden Werth von 9 größer ift, als bie 
zweite. Zieht man daher nach dem Ponceletfchen Lehrfage (ſ. die zweite 
Note im Anhange) die Duadratiwurzel aus; fo erhält man fehr nahe 


RL==0,96[(P3+-Pz) a) — (P3a3—Pz a3) cos 9] 40,4 (Pz a, — P, a.) sind 
oder 


RL=0,96(P;+P,)a; — (P3a—P3az)(0,9 6cos$+—0,Asin9)...C199) 
Hiernad hat man alfo 


I 12 I 
[ıas=0s. Sruss+- P, 44 49 
G; Gg 
0 0 0 


$ 
= Se a3 — Pz a3) (0,96 cos 9 — 0,4sin 9 d9, 
0 


das ift 


Na 3 
U 
0 0 


-...(200) 


Wenn P, und P, fonftant find; fo wird das integral auf der 
rechten Seite 


+ 
gleih (P,a —P,a,) f 0,966089—0,Asins)ds, 
0 


d. i., da / 0s9.49=sind und /--sind.d$=cos$—1 ift, 
0 0 

gleih (P,a,—P,a,)(0,96sin#+0,4c0osI — 0,4), 

Beachtet man nun, daß 
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P,a,—P, — 9 -Fa09 Us Ur 


und daß 
U,=Rry=P, Ag $—P, 4%=U, —U, iſt; 


und ſubſtituirt dieſe und die vorſtehenden Größen in die Glei— 
chung (198); fo wird dieſelbe 


U,=U,— U, +esinpX 
U, , U,\_(U,-U; 

\o.00(G+02) ( — )0,96sin9-+0,40059—04,)|..200 
Macht man für n ganze Umdrehungen der Are 3—=2nn; fo fommt 
U. i U, , U, 
U,=U,—U,+gsinp.0,96 (734 =) 

oder wenn man gehörig reduzirt, 
fx, 0,96.esing\r, (4 _0,96.esing 
u,=(1r 22 )U, (1-8) 0,....202 


wodurd der Model des Syſtemes bargeftellt wird *), 





*) Die vorftehenden Formeln find unter der befonberen Vorausſetzung entwik⸗ 
kelt, daß in dem Ausdrude für L? a —rcos$®<rsin$ fei. Wäre umgekehrt 
a, —rcos$<rsind; fo wird man in der Ponceletfhen Näherungsformel für 
NY (a, —rcos$)?+-r?sin?$ leicht die entiprehenden Koeffizienten flatt ber 
im Zerte gewählten 0,96 und 0,4 fubftituiren. Es wird hierbei jedoch immer 
vorausgeſeht, daß a, wenigftens > r, fei, ſodaß a, —rcos# ftets pofitiv ift. 
Wäre dagegen a, <r; fo feße man 


L—= a?-+r?— 2a, rcos$—(r — a, c08 9)? —+-a,?sin?$ und daher 
R2L2—(Rr—Ra; c0s$)2-+-R2a; 2sin2I—[(P303—Pga3)—(P3-+-Py)a, cosd]2 
— (Pz + P,)2a,2 sin?%, 


ein Ausbrud, aus welchem fi alödann die Quadratwurzel wiederum näherungs- 
weiſe nach dem Poceletfchen Lehrfage ziehen läßt, und mwelder, wenn r—a, cos$ 
>ajsind oder r>a,y 2 ift, ftatt Gleihung (201) die Formel 


U=%—W+gsinpX 


Jose u) _ 


und für m Umdrehungen, durch die Subftitution von $—2nm, ftatt (202) die 
Formel 
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$. 185. Wenn die Kraft P, durch die Spannung eines 
Seiles vertreten wird, welches fih auf einen Zylinder oder eine 
Trommel aufwindet; fo muß auf die Steifigkeit Des SeilesRüd- 


U, —=lU;, — W+ e sin p „0,96 





V—U, 
a, 


= 0,96 .esing 0,96.o sin 
— ( * a )U- (1- a )U 
ergibt. 
Auf folgende Weife läßt fi der Werth der Gleichung (198) 


N 
u=%u-04T- RY astrI_%a,r0059.d9 
0 


allgemeiner und in aller Strenge finden. Gubftituirt man ftatt 9 ben Werth 
a—#; fo hat man nad) den Regeln ber beflimmten Integration 


n—% 


J 
f auf TareB.a9= N a2-+-r2 2a, rc0s#.d) 
0 E14 


7 
* — [V a2 +r2 +20, rcosH.dy, 


n—# 
4 * 
und wenn man cos$—1— 2sin?>- ſettt, gehörig reduzirt und bie Größe 


er 5 welche immer 1 iſt, mit A? bezeichnet; fo kommt 


A 
(a +n Wi- k3sin? I. 
n—, 
ober nad der Theorie der beftimmten Integrale 


A 


= | 
2la tv T-Rsinid.dH, 
n—, 


2 


ein Integral, welches eine elliptifche Funktion der zweiten Art barftellt, Für n 
ganze Umdrehungen ober für $—2n wird diefer Ausdruck, wenn man mit 


$. 185. fih um eine fefte Are drehet. 287 


ficht genommen und bieferhalb mit ber vorftehenden Gleichung 
eine Korreftion vorgenommen werben, Hierzu bemerfe man, daß 
bie Wirfung der Steifigfeit des Seiles bei A, dieſelbe ift, als 
wenn die Spannung bdafelbft von 


E,(k) bie vollftändige elliptifche Funktion der zweiten Art vom Model 
N ar 2y a (P3-+ P,) (P3 a3 P, a) 


Zt SID a a I a hcbezeichnet 
ea er A Te 





A 
7 
2(4) /v 1—-Ksi®r$.d} 


-Qa-1)7 
Tr 
—2(m-+r) IRA —sind.d$ + fyY T— Ksin? 3.a8| 
0 


(0-17 7 


—=2(4+n anf A= 
0 





EIER ++ * VI. ) 
— 


A 
—2064 47). fi — k2sin?3.d$=—=4n(a, + r)Eı (k) 
0 
Hierdurch wird bie Gleihung (198) 


V=Uu-U4T4nRla +n)EıW) 
An[®s+Pda+Pım—PralEı W), 
ober wenn man beachtet, daß P,.2n as —U; und P,.2nna,—U; if, 


= eng 2[/at+& —Fe— 
u=u,-1-+ — (a Jus+ 2 )un |Eı 
2E,(k) . 1 1 
= eier) 
um ſich zu überzeugen, wie weit diefe Gleichung mit ber Näherungsformel 
(202) übereinftimmt, fo bemerft man, baß für den befonderen Fall, wo aꝛas 
und P,=P,, alfo Pa us — Pa =0, U=U,r=0, k=(0, Eı (X) = 
wäre, die vorftehende Gleichung u 
er U, 





=U — U+ 
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E\, D 
P, auf P(1+ )t = 


vermehrt wäre, oder (wenn man auf beiden Seiten diefer Un 
gleichheit mit a,d9 multipliziert und für 9 integrirt) als wenn 


an Inrı 2nn 
— auf (1+ NRe. a,d9-+/Das, 
d 6 0 | 
oder als wenn | 
U, auf (1+ „)Us-+2nzD 


vermehrt wäre, Subftituirt man alfo ftatt U, diefen Werth in 
die Gleihung (202), und vernadläffigt Glieder, welche Produfte 


aus ben fehr Heinen Größen = ; — und D enthalten; fo 
8 3 


ergiebt fih für den Model des Spftemes die Formel 


u=(14+.+ ON, (1 Pu, +2azD 
» ++ + (203) 


und bie Näherungsformel (202) 
2 osin 


alfo einen Fehler von Ya, ergeben würde, mie es nad dem Ponceletfhen Lehr: 
fage auch noch geftattet if. Endlich ift noch zu bemerken, daß wenn ftatt der 
Einen treibenden Kraft P, deren zwei gegeben wären, welche fi in dem Ab» 
ftande a, nach entgegengefegten Seiten um bie Are drehen, fodaß fie in jeder 
Lage ein KRräftepaar bilden, man nad) der Theorie der Kräftepaare für den 
Abftand der treibenden Kraft von der Are den Werth oo in die obigen Glei— 
Hungen einzuführen hat. est man bemgemäß in die vorhergehende Formel 
no ftatt a, an bie Stelle; fo wird biefelbe unter diefer Vorausfegung, ba ale: 


dar 1 dr 7ı 
dann k= — — = — ——-0(, alo E(k)= — wir, 
a, —+-r)? a r \? R 2 
(+ 1 ( m) 


U=U-Utgsing (23 * — (142? U— (1-7) U;, 


eine Formel, welche alsdann mit der Gleihung (202), fomweit es die angewandte 
Näherungsmethode erlaubt, übereinftimmt, indem auch dort, fowie hier, die 
Größe a, ganz aus der Rechnung verfchwunden ift. 
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Die chineſiſche Winde 


$. 186. nr Winde ift in der feitftehenden Figur in einer 
fehr zweckmäßigen und trans⸗ 
portabelen Form dargeſtellt. 
» Die Welle der Winde be— 
ftebt aus Theilen von vers 
fhiedenen Halbmeffern. Das 
Eine Ende des Geiles ift 
um ben Einen Theil und 
Das Andere um den andern Theil gefchlungen, ſodaß, wenn bie 
Melle herumgedrehet wird, das Seil fih auf den Einen Theil 
der Welle aufwidelt, während es fih von dem andern Theile 
abwidelt, und das zwifchenliegende GSeilftüd fih bei jeder. Um- 
drehung um fo viel verfürzt oder verlängert, als der Umfang 
bes Einen Zylinders größer ift, als der des anderen, Indem das 
Seil fo von dem Einen Theile der Welle zu dem anderen über: 
geht, wird es über eine bewegliche Rolle geleitet, weldhe an dem 
zu überwindenden Widerftande befeftigt ift. 

Um den Model diefer Mafchine zu beftimmen, fo feien u 

und u, die Arbeiten, welche reſp. an den beiden Seilenden ver: 
vichtet werden, ſodaß us dem Seilende entſpricht, welches ſich 
von dem kleinen Zylinder abwickelt und u, dem anderen Seilende, 
welches ſich auf den größeren Zylinder aufwidelt; ferner fei U, 
die von der treibenden Kraft verrichtete uud U, die an der bes 
weglichen Rolle geleiftete Nutzarbeit. 
Da man hier einen Körper hat, welcher um eine zylindri— 
Ihe Are drehbar ift, und auf welchen drei Kräfte wirfen, von 
denen zwei, nämlich die Spannungen der beiden Seilenden, fehr 
nahe parallel und konſtant bleiben, und bie dritte bei unver- 
ändertem perpendifularen Abftande von der Are ſich mit derfelben 
berumbewegt; fo folgt nad Gleihung (203), daß man für n 
Umdrehungen der Are 


U,=Aw—Bw-+2nzD....(204) 






t3 


- N oe 
ISSN) 


bat, worin 


A=1+ ne Denn 


19 
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und 

0,96 o sin ꝙ 

az 

ift, wenn a, und az refp. bie Halbmeffer des Fleineren und grö- 
feren Zylinders und g den Halbmeffer der Are oder des Zapfens 
bezeichnet. Hierbei ift der Widerftand der Reibung vernachläfftgt, 
welcher fih an ber Stirnflädhe der ftehenden Welle äußert, da 
derfelbe im Allgemeinen bei dem nicht bedeutenden Gewichte der 
Welle gering if. Will man denfelben jedoch mit in Rechnung 
ziehen, und nimmt demzufolge an, daß das ganze Gewicht W 
der Welle auf einem Fonzentrifchen Ringe von den Halbmeffern 
as und o ruhet; fo hat man nad $. 179 ftatt der vorftehenden 
Gleichung 204 die folgende 


U,=Au— Bu +2n=D+2nafr[i+4() |w 


B=1— 


zu fegen, worin r—=$(ag-+e) und I=y3(a,—o) ift und f den 
Reibungsfoeffizienten bezeichnet. 

Nun hat man ferner, da die beiden Geilenden über eine 
Rolle geben, und die Rolle unter den Spannungen t, und tz bie 
fer beiden Seilenden bei dem Bormwalten der Spannung tz um 
ihre Are gedrehet wird, nad Gleichung (186), wenn man ans 
nimmt, daß beide Seilenden horizontal gerichtet find, ſodaß 


= und cosı=:i) ift, 
tw =A'b-+B‘, 
worin 
* E , 2e'sinp 
ll Dal Zu er ae 
und | 
‚_D/, , 20'sinp 
Belt) 
ift, wenn a’ ben Halbmeffer ber Rolle und go’ den Halbmeffer 
ihrer Are bezeichnet, 
Ferner hat man zwifchen den Spannungen t, und 4 und dem 


Nugmiderftande P,, welche brei Kräfte fih an der Rolle im 
Gleichgewichte erhalten, die Beziehung 


u +6,=P:. 
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Eliminirt man zwifchen diefer und ber vorhergehenden Glei⸗ 
hung die Größen t, und tz; fo ergibt ſich 





_P—B AP, B 


Nun iſt aber 4.222. =u,, 3-22, —u und 
P, un — —=P,.n2 (3 —a,)=U;, alfo 


BER... RR STE SER EBEN, SEBA 
— ınraz ’ — Znnaz u nn (a3 —a;) ' 


Führt man biefe Werthe für tz, ts und P, in bie letztere 
Gleichung ein; fo ztgibt ſich 
u —_2a,[U, —nx(a,—a,)B’ 
nn n 


— 20; [A’U,+nxz(a,—a,)B’] 
Se (a, —43,) (1 -+A’) j 


Subfituirt man diefe Werthe in Gleichung (204); fo erhält man 


%Ma,AA'—a,B),, ‚ 2nx(a,A+a,B)B' 
ea aaa rt re r2R=D, 
oder wenn man für A, B, A’, B’ ihre früheren Werthe mwiebers 
einführt, alle Glieder vernachläſſigt, welche höhere Dimenfionen, 

E EE i 
als die erſte, von => 7 7 — ete. enthalten, und ge⸗ 
hörig reduzirt, 

14 3 SIE ee) 
ee a — * — Ys 
— EEE Wind Mean 
1-3 2+7+5 





E 
en 
m 4 ERBEN... ER.) 
-2nx SE Rear D.... (206) 
at 


oder, wenn man bie Divifionen ausführt, und dabei die Probufte 
aus den eben erwähnten fehr Heinen Größen vernachläffigt, 
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u (14 SE P)E+2(0,960-+"3 0 ein] [Urt 


— —* H(1- Zu _ 2%, help 





Aus diefer Formel, welche den Model der Maſchine darſtellt, 
erfieht man, wie bedeutend der Kraftverluft in Folge ber Gteifig- 
feit des Seiles und der Reibung wird, wenn bie beiden Halb- 
meffer a, und a, der Welle nahe einander gleich werben. 


Der Göpel. . 


$. 187. Der Göpel if eine Art von Winde, welche bei Berg- 

werfen angewendet wird, 

um mit Hülfe von Pferde 

fräften Materialien ober 

Erze aus den Schädhten zu 
_ heben, wenn die Umſtände 
— *— es nicht räthlich malen, 
hierzu die — zu —— Die Einrichtung der Ma— 
ſchine wird aus der Figur hinreichend verſtanden werben. Es 
ift hierbei zu bemerfen, daß von der Trommel oder nad ber 
bergmännifchen Bezeihnung, dem Korbe, zwei Seile ausgehen, 
welche fih nad entgegengefegten Seiten auf denfelben winden. 
An dem Einen Seile hängt die leere hinabfteigende Tonne, und 
diefes Seil widelt fih fortwährend von dem Korbe ab, indem 
fih der Göpel herumbewegt; das andere Seil zieht die volle 
Tonne herauf, und windet ſich dabei fortwährend auf den Korb. 
Die von den Pferden zu Teiftende Arbeit ift die, welche erforder: 
ih ift, um die Reibung in den verfihiedenen Zapfenlagern und 
die übrigen fhädlihen Widerftände zu überwinden, und um bie 
Differenz zwifchen dem Gewichte der auffteigenden Tonne und 
des auffteigenden Seiles und dem Gewichte der hinabfinfenden 
Tonne und des hinabfinfenden Seiles auszugleichen. Das Geil 
wird gewöhnlich, ehe es von dem Korbe bis zur Mündung, ober 
in der Sprache des Bergmannes bis zu der Hängebant, be 
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Schachtes gelangt, über eine Reihe von Rollen geleitet, wie fie 
in der Figur bargeftellt find, 

Nun fei a, der Halbmeffer des Korbes, auf welchen fich das 
Seil windet, n fei die Anzahl der Umdrehungen, welche derfelbe 
machen muß, um das ganze Seil aufzuwinden; ferner bezeichne 
u das Gewicht eines jeden laufenden Fußes bes Geiles und 9 
den Winkel, welchen der Göpel während ber Zeit befchrieben bat, 
wo fih die auffteigende Tonne von dem tiefften Punkte oder dem" 
Gefenfe des Schadhtes big zu einer gewiſſen Höhe erhoben hat; 
alsdann ſtellt a38 die Ränge des auf den Korb gewundenen 
Theiles des auffteigertden Seiles und daher aud bie Länge bes 
- von dem Korbe abgewundenen Theiles des abfteigenden Geiles 
dar. Bezeichnet ferner M das ganze Gewicht des Einen Seiles 
von der erften Rolle über dem Schacdhte bis zum Gefenfe; fo ift 
M—ua,$ das Gewicht des auffteigenden und ua, das 
des abfteigenden Geiles. Wenn P, die Laft, welche bei jedem 
Hube der Tonne heraufbefördert wird, und wo das Gewicht der 
Tonne bezeichnet; fo ift die Spannung des auffteigenden Gei- 
les an der Hängebanf des Schadtes durch M—ua,3--P,+w 
und die des abfteigenden Geiles durd na, F-Hw bargeftellt. 

Endlich feienp, und p, die Spannungen biefer beiden Seile, 
nachdem biefelben über die zwifchenliegenden Rollen von ber 
Hängebanf des Schadhtes bis zum Göpel geleitet find. 

Da fih nun bei diefer Leitung die Spannung des auffteigen- 
den Seiles, welche an der Hängebanf des Schadhtes M— ua, 
+P,-+v ift, an dem Korbe bis auf p,, und die Spannung bes 
abfteigenden Geiles, welche an dem Korbe p, iſt, an der Hänge: 
banf des Schachtes bis auf ua, w vermehrt hat; fo ergibt 
fih aus Gleichung (185), 8. 176, Wenn man die darin enthalte 
nen fonftanten Koeffizienten von U, und S, mit (146) und 4 
bezeichnet und bemerft, daß daſelbſt U,=P,S, und U,=P,S, 
ift, ſodaß S, auf beiden Seiten jener Gleichung verſchwindet, 


Pr =Ü+DdlM+P,+w— ua, 9) +ß....207) 


ua,$tw=(l+a)p, +B- «+. (208) 


Multiplizirt man bie erfte diefer beiden Gleihungen mit 146, 
addirt diefelbe alsdann zu der zweiten, transponirt gehörig, divi- 


und 
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birt durch (146) und vernadhläffigt Glieder, welche mehr als 
Eine Dimenfion von « und 8 enthalten; fo kommt 


Ds —p,=(1+e) (M-HP,)+2ew+2B— — 2uas 3. 


Nun bezeichnet Ur in Gleichung (198) die Arbeit der Re— 
fultante von p, und p, während n Umdrehungen des Göpels; 
.biefelbe ift alfo glei der Differenz zwifchen der Arbeit von p, 
und ber von p,. Hiernach hat man 


U, freie — 


d. i. nach dem obigen Werthe für p, — p⸗ 
I 


ınn 


U, =a, M--P,)+2aw-+28—2ua,91d9 
0 


=[d+a)(M+P,)+2aw+2B]2nra,)—ul2nzaz)”, oder 
U,=(d1+o)U,+f1-+0e)M+2aw +28 — uS2]S2; +... (209) 
da 2nza,—=S, und P,S,=TU;, if. 


Nun bemerkt man, daß von den drei an dem Göpel ange- 
braten Kräften die beiden p, und p, einander parallel find und 
in gleichen Abftänden a, von ber Umdrehungsare wirken, und bie 
dritte P, fih in dem Abftande @, von dieſer Are um diefelbe 
berumbewegt Cwobei P, die von dem Pferde ausgeübte Kraft 
oder bie Refultante diefer Kräfte, wenn mehrere Pferde ange» 
wendet werden, und a, den Abftand ihrer Richtung von der Are 
bezeichnet). Hiernach kann man alfo die Gleichung (198), $. 184 
in Anwendung bringen, wenn man darin die Kräfte P,, Ps> Pa 
fubftituirt und a,=a, fest. Subftituirt man daher p, und p, 
für P, und P, in die Gleihung (199); fo ergibt Diefelbe 


RL=0,%a, (ps +P2) — 0, (ps —P2) (0,96 c0s$ — 0,AsinY), 


und man hat 
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2nn 2nn 2nn 
fı RLIIF—0,96a, f (pa+p9)d4— az fm (0,9605 $—0,4sinI) d$. 
0 0 0 


Nun find die Glieder der Gleichung (185), welche in den vor— 
ftehenden Gleichungen mit « und 4 bezeichnet find, fämmtlich von 
Einer Dimenfion in den fehr kleinen Größen D,E,sinp. Wer: 
den demnach die Werthe von p, und p,, welche durch dieſe Glei— 


anz 


chungen gegeben find, in den Ausdrud een? fR Lad (Öflei- 
1 
0 


hung 198) fußftituirt; fo müffen alle Diejenigen Glieder, melde 
die Größen « und 4 enthalten, wenigftens von zwei Dimenfto- 
nen in D,E, sing fein, und fönnen daher vernadläffigt werben. 
Läßt man aus diefem Grunde die in «a und B multiplizirten Glie— 
der der Gleichungen (207) und (208) unberüdfihtigt; fo ergibt 
ſich 

pa 42 M4P.-2820 und pa - pa-æ M-P-200.0, 
und mithin 

ann 
a, | (ps+p:)d9=a, OM-+P2-+20)2nn=(2!)[2nne,.Ps+2nna-}2w)] 

0 


=(&) (,P.+8; M+201= (41) [U,;+82CM+20)], 


wenn man mit S, den Raum bezeichnet, welcher von der Laſt P, 
beichrieben wird, und mit U, die Nuparbeit, welche bei n Um: 
drehungen bes Göpels verrichtet wird. 


Serner hat man 
an 
a, S (ps - pa) (0,96 eosꝰ — 0,4sin I) dꝰ 
0 


ınn 


=@ fi (M-+P; — 244 9) (0,96 cos $—0,4sin 9) d 9 
0 
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inrı ann 
=, M+P; 0,960069-0,4:in9d9-2ya, (0,960059-0,4sin9) 949, 
“D 0 | 
ann 


Es ift aber / c0s949=sin2nz - sn0=0, 
0 


2rın 


Jsins.as = —cos2nr — (— cos) =0. 
0 


Ferner hat man nad) den Regeln der partiellen Integration 


Ss s.49=3sin9— sind.ds, und 


JS >.ins.09=—8.00694 c0s3#.dY; aljo 


ınn * nn 


2 
Sr 00s3.49=2nx.sin?nz 0.sn0— / sin9.49=0 und 
0 0 er 


ann 2nn 


3sing.dI—= — 2nr.cos2na-+0.cos0+ J cosI.d4 = — nn. 
0 i 


Subftituirt man biefe Werthe in den obigen Ausdrud; fo fommt 


ann » 


af (Ps-P3)(0,96c059-0,AsinI)dI=-0,8uaz(Anxaz)=-0,8uarS%- 
0 


Hiernadh bat man nun 


ann 
[rras=0,6(&) [U5-+S,(M+2w)1+08ua,S, 
0 2 


und 


ann 


eine — —— [0,0012 +0,0(& —*8 
42 a3 = 
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Subftituirt man diefen"Werth und den von U, aus Gleichung 
(209 in Gleihung (198), und fegt der Kürze wegen 


C=(1-+e)M+2cuo0-+2B; 
fo ergibt fi 


U,= (1 — en ——— 
jr ec 214 210, 96(M+20)+0,8(22 won | —— 


Will man endlich noch die Reibung mit berückſichtigen, welche 
ſich an der Stirnfläche des unteren Zapfens der ſtehenden Welle 
äußert; fo hat man, wenn W das Gewicht der Welle mit dem 
Korbe und / den NReibungsfoeffizienten bezeichnet, nah $. 178 
auf der rechten Seite der vorftehenden Gleihung noch das Glied 


Anz.zof Wanna, g IV 30 5, zu addiren, inbem 
2 2 


diefe Reibung nur eine Vermehrung der treibenden Kraft erfor- 
dert, ohne auf die Spannungen der Seile einen Einfluß zu 
äußern, Hierdurch ergibt fih für den Model der Mafchine die 
Formel 


— (00014200 Bon singHa/W]Isr-usr“ 


Hierbei ift noch zu bemerken, daß wenn bie treibenden Kräfte 
Dergeftalt ſymmetriſch um die Are vertheilt find, daß fie ſich in 
ein Rräftepaar zufammenfegen laſſen, die vorftehende Gleichung 
den Model der Mafchine ergibt, fobald man darin a, —=w oder 
0 fest, indem der Angriffspunft der Refultante alsdann in 
— Entfernung von der Axe liegend angeſehen werden 
kann. Man ſieht, daß eine ſolche ſymmetriſche Vertheilung der 
treibenden Kräfte die größte Krafterſparung mit ſich führt. 
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$. > Das Polygon ABC... YZ von unendlich vielen 
IR: ART Seiten ftelle den gefrümmten Theil eines 
N Y. Seiles dar, welches irgend einen Bogen 
? einer zylindrifchen Fläche (von befiebigem 
N Duerfchnitte) umfaßt und in einer auf ber 
Au Are des Zylinders perpendifular ftehenden 
nd Ehene liegt. Aa, Bb, Ce, etc. feien Nor 
malen auf der Kurve, welche fih ſämmtlich unter demfelben Win- 
fel AI gegen einander neigen. Man denfe fi die Oberfläche 
des Zylinders zwifchen je zwei ber Punkte A,B, etc. von dem 
Seile etwas entfernt, ſodaß das Seil nur einen Heinen Theil 
der Fläche in der Nachbarſchaft diefer Punkte berührt und in 
dem bdazwifchenliegenden Raume eine gerade Linie bildet, melde 
die Zylinderflähe nicht weiter trifft. P, fei die Spannung bes 
Geiles, ehe dasfelbe den Punkt A erreiht, T, die Spannung 
zwifchen den Punkten A und B, Ta die Spannung zwifchen ben 
Punkten B und C und fo fort, endlich fei Ps die Spannung des 
Seiles, nachdem dasfelbe den nten oder Testen Punkt Z der krum— 
men Fläche verlaffen hat. 

Nun wird irgend ein Punft B des Seiles durch die Span 
nungen T, und T, in den Richtungen BA und BC und burd 
den Reibungdwiderfiand R der Oberfläche des Zylinders in Ruhe 
erhalten, und wenn man annimmt, daß das Seil fih im Gränz 
zuftande des Gleichgewichtes befinde; fo wird ſich (8. 138) die 
Richtung diefes Widerftandes R gegen die Normale Bb der Fläche 
unter einem Winkel RBb neigen, welder dem Reibungsmwinfel 
p gleich iſt. 

Da T,, T, und R drei Kräfte im Gleichgewichte find; fo 
bat man nad s. 14 


T sinT, sinT,BR 
T,- SinT,BR' 






Es ift aber 


T,BR=ABb—RBb=}(r— AaB)-RBb= 7 A _, und 
2 0 8 


TABR=CBö-HRBö=4 (@—BbC)-HRB=Z tg, folglich 


— sin sin 5 -9))| _e(F-r) 
ala) a) 


1, cos Z-p)-c0s(& tr) 2 sin & sin ꝙ 


—1 r — — — — 
1a cos(3° +p ) cos2°.cosp-sinQ”.sing 





‚ und bemnad 


oder wenn man auf der rechten Seite Zähler und Nenner durch 


cos x .cosp dividirt, 


2tang I .tangp 


—1= 


2 


1—tang Stang p 


Nimmt man nun an, daß die Winfel AaB, BbC etc., von 
denen ein jeder gleih As ift, fehr Hein feien, und demnad die 
Yunfte A,B, C, etc. fehr nahe aneinander Tiegen; fo wird man 
fih dem wahren Zuftande einer ftetigen Kurve immer mehr und 
mehr nähern, und wird denfelben vollfommen erreichen, wenn man 
A$ unendlih Fein annimmt. Unter diefer VBorausfegung kann 


aber das unenblich Fleine Glied tang SZ” .tangp im Nenner des 
vorftehenden Bruches gegen die Einheit vernachläſſigt und im 


Zähler tang ne geſetzt werden. Hierdurch ergibt ſich 


—* 1=tangp. As, alſo 


2 
T, =T, (di -tangp «A 9). 


Iſt nun die Anzahl der Punkte A, B, C etc. gleich n und 
der ganze Winkel AdZ zwifchen den äußerften Normalen in A 
und Z gleich I; fo findet man leicht, da 9=n.A 9, und daß 


mithin A9=— fein müſſe. Hiernach hat man alſo 
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T,=T,(1+ ung), 

und auf eine ähnliche Weife 
P,=T,(14+tangp), 
1,=T,(14+-ungp), 
T,=T,(14 Ztangp ), 

1 lt + Ztangp ). 


Multiplizirt man dieſe Gleichungen miteinander, und hebt bie 
gleihen Faktoren gegeneinander auf; fo ergibt ſich 


P, =P,(1+2 I _tang ) oder 


1) 9 -1)(n-2)9 
P=P| — Stang IE dc 5 ang. | 





BR, PIE. = RB na} > MARS 


Diefe Beziehung zwifchen P, und P, behält Gültigfeit, wie 
fein man auh AS, oder wie groß man auch n annehmen 
möge, Nimmt man nun nunendlid groß an, ſodaß der Punfte 
A,B,C... unendlich viele find, welche unendlich nahe aneinan- 
der liegen; fo geht der angenommene Fall in den wirfliden 
Fall einer fletigen Fläche über, die Brüche * = i 2 were 


n 
fhwinden, und die vorftehende Gleihung wird 
9*2 ta 82 tangẽ 
PETER +...) 


Die in den Klammern eingefchloffene Größe ift aber ein be- 
fannter Ausdrud für die Funktion e*er, worin e bie Baſis 
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der natürlichen Logarithmen bezeichnet und gleich 2,718282... 
if. Man hat alfo 


P, —=P, etansp ...e. (210) 
oO . 
Diefen Ausdruck erhält man aud aus dem früheren Werthe 








T T,—T 
T, 1 T, tangp.AF De 
T_ 
* =-—tangp-AY 
2 


wenn man T ala eine Funktion von 9, und die Spannungen T, 
und T, als irgend zwei unmittelbar aufeinander folgende Werthe 
von T annimmt, ſodaß T,—T, das Infrement AT von T dar- 
ftellt, Hiernach kann man fegen Fr 


AT_ 1 AT_ 
mmmtangp.AY und T Ag tan89: 


alſo auch für unendlich Heine Infremente von T und 3 
r = =—tangp oder F=—tangg.ds. 
Sntegrirt man nun zwiſchen den Gränzen 9 und 0, und beachtet 


dabei, daß der erfteren Gränze von * die Gränze Pz für T und 
der Iesteren Gränze von * die Gränze P, für T entfpricht; fo 


erhält man — 
P, 3 
SF= une fas, d. i 
P, 0 
log 52 =— Stang; alſo 


wie vorhin. 

Da die Länge S, des Seiles, welche über den Punkt A 
gleitet, dieſelbe ift, als die Länge S,, welde über den Punft Z 
gleitet; jo folgt, daß der Model ($. 152) einer folhen zylin⸗ 
drifchen Fläche, wenn man diefelbe als einen Mafchinentheil bes 
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trachtet, und annimmt, daß fie feft fei, und daß ein Seil über 
diefelbe bingleite, durch die Formel 


V,=U, ee ,..(@21D 
dargeftellt wird. r 


Es ift bemerfenswerth, daß diefe Ausbrüde von der Geftalt 
und den Dimenfionen der Fläche, welche der Spannung des Sei- 
les widerfteht, ganz unabhängig find, und daß biefelben nur von 
dem Neigungswinfel 9 oder- AdZ ber Normalen in den Punkten 
A und Z, wo das Seil die Fläche verläßt, und von dem Rei— 
bungsfoeffizienten tangp für das Material, aus welchem das 
Geil und die Fläche befteht, abhängen. So würde es z. B. hin- 
fihtfih der Reibung ganz gleichgültig fein, ob ein Seil oder ein 
Riemen über eine Rolle oder eine Trommel von großem ober 
feinem Halbmefler gefchlungen wäre, wofern nur der überfpannte 
Winfel und das Material der Rolle und des Geiles ſich gleich 
blieben. 

In dem Falle, wo ein Seil m mal um eine folde Fläche 
gefchlungen ift, hat man 3=2mz, alfo 


— — t 
Pr; =P, e2mTFtang - 


Diefer Ausdrud behält Gültigfeit, welches auch die Geftalt der 
Fläche fein möge, ſodaß die Kraft, welche erforderlich ift, um 
ein. mehrmald um eine zylindrifche Fläche gefchlungenes Seil auf 
berfelben gleiten zu laſſen, fih immer gleich bleibt und durch die 
vorftehende Formel dargeftellt wird, welches auch die Geftalt 
oder die Dimenfionen der Fläche fein mögen, vorausgefegt, daß 
ihr Material dasfelbe bleibe. Es ift gleichgültig, ob die Fläche 
vieredig oder Freisförmig ober elliptifch fei. 


$. 189. Wenn P,’, P,”, P,” etc. die Kräfte darftellen, 
welche an dem Einen Ende eines Geiles angebracht werden müfs 
fen, um dasfelbe auf einem Zylinder gleiten zu laffen, wenn es 
Eins, zweis, dreimal u. ſ. w. um benfelben gefchlungen if, und 
wenn an dem anderen Ende des Geiles immer diefelbe Kraft 
P, angebradt wird; fo hat man 


P\'=P,e?"=s#, P,’=P,etmmr, P ”"—P, es"u9 etc., 
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ſodaß die Kräfte P,’, P,”, P,”, etc. eine geometrifche Progrefr 
fion bilden, deren Erponent e2"=sP immer größer, als die Ein- 
heit if. Aus den Berfuhen von Morin geht hervor, baf ber 
Reibungskoeffizient für hanfene Seile und Eihenholz, wenn fein 
Fett angewendet, das Seil aber angefeuchtet wird, 0,33 ifl. Im 
diefem Falle hat man alfo tangp=0,33 und 2ztangp= 
2x3,14159X 0,33=2,07345. Der Erponent ber vorftehenden 
Progreffion ift daher unter dieſer Borausfegung = , oder 
gleich der Zahl, deren natürlicher Logarithmus 2,07345 iſt. Diefe 
Zahl 2,0735 — (2,718282)70735 ift 17,95, ſodaß eine jede neue 
ganze Ummindung des Geiles um ben Zylinder die Reibung nahe 
achtmal vermehrt. Hätte man flatt der ganzen immer nur 
halbe Ummindungen angenommen; fo würde man gefunden haben, 
daß die Reibung in derfelben Weife in einer geometrifchen Pro- 
greffion zunähme, daß aber alsdann der Erponent biefer Progrefs 
fion etter, ſtatt e2”sr, wäre. Dei dem vorhergehenden Bei- 
fpiele würde der Werth dieſes Erponenten für eine jede halbe 
Umwindung er —2,82 fein. 

Aus dem Vorſtehenden erklärt fi die ungeheuere Vermeh— 
rung der Reibung, welche bei einer jeden neuen Umwindung eines 
Seiles um die Welle einer Winde oder um eine Trommel ftatt- 
findet. 


$. 190. Aus diefen SL ergibt fi ich ber Grund, war⸗ 

Big. * eig 3. um ein Knoten, welcher 

E ,r bie beiden Enden eines 

Seiles an der Oberfläche 

des Zylinders miteinan- 

der in Verbindung bringt, 

R e R der Wirkung einer jeden 
Kraft widerftehen fann, welche denfelben aufzulöfen firebt. 


Wenn ein angefeuchtetes Seil Einmal um einen Zylinder 
von Eichenholz gefehlungen ift, wie in Fig. 1, und an feinen 
beiden Enden wirfen die Kräfte P und R; fo hat man gefehen, 
daß die Kraft P die Kraft R nit überwinden wird, folange 
biefelbe Kleiner ift, als etwa das Achtfache von R. Rird nun 
das Seilende, an welchem R wirft, fo unter das andere Ende 
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gebracht, daß es von diefem gegen die Oberfläche des Zylinders 
gepregt wird, wie in Fig. 2; fo wird das Geil nicht gleiten, 
wenn die aus diefer Preffung hervorgehende Reibung größer ift, 
als das Achtfache von P, felbft wenn die Kraft R ganz aufbörte 
zu wirken, und wenn beide Enden bes Geiles in diefer Weife 
zwifhen dem Zylinder und dem GSeilringe bindurchgehen, wie in 
Fig. 3; fo.wird zur Erhaltung des Gleichgewichtes eine noch 
geringere Preſſung erforderlich fein. Nun kann diefe Preffung 
durch die Verminderung des Halbmefferd des Zylinders zu einem 
jeden beliebigen Wertbe gefteigert werden, da diefelbe nach einer 
Eigenfchaft der Seilkurven (welche weiter unten im vierten Ab⸗ 
Schnitte bewiefen werden wird) im umgefehrten Berhältniffe mit 
dem Halbmeffer variirt. Demnach fann man den Halbmeffer des 
Zylinders fo weit vermindern, daß feine noch fo große Kraft im 
Stande ift, das um benfelben gefchürzte Seil hinwegzuziehen, 
ſelbſt wenn das Eine Ende ganz frei wäre. 

Nimmt man an, das Geil fei doppelt und wie in Fig. A 
in der vorhergehenden Weife um einen 
Zylinder gefchlungen; fo leuchtet ein, 
dag der Zylinder fo Flein gemacht 
werden fann, daß feine no fo gro- 
„sen Kräfte P und P, melde an dem 
" Einen Ende eines jeden Seiles ange- 
bracht werben, dasselbe von dem Zylinder zu ziehen vermögen, 
in weldhen Richtungen diefe Kräfte auch wirken. 

Entfernt man nun den Zylinder, und zieht die Seilenden 
vermitteljt der Kräfte P und P’ an; fo werben fich diefelben, 
anftatt um den Zylinder, bei m und n um Theile von fi felbft 
fhlingen, und ftatt daß fie in diefen Punkten von einer Kraft, 
welche nur in einem Theile des Umfanges wirkt, gegen den Zy— 
finder gebrüdt werben, werben fie fih mit einer Kraft, welche 
um den ganzen Umfang herum wirft, aneinander preffen. Alles, 
was vorhin von der Unmöglichkeit, das Ende eines jeden Geiles 
aus dem Knoten zu ziehen, gejagt ift, wenn ber Zylinder vor— 
banden wäre, gilt alfo no in einem höheren Grade, wenn der 
Zylinder entfernt ift, und man fiebt, daß wenn der Halbmeffer 
des Geiles Hein oder feine Oberflähe raub genug genommen 
wird, feine noch fo großen Kräfte P und P’, melde die beiden 





$. 191. Die Bremfe. 305 


Seilenden auseinanberzuziehen ftreben, im Stande fein werden, 
den Knoten zu trennen. 


Die Bremife. 


$. 191. Es gibt Mafchinen, deren Bewegung unter gewiſ— 
fen Umftänden eine nachtheilige Gefchwindigfeit anzunehmen ftrebt, 
wie 3. B. ein Krahn bei dem Herunterlaffen einer fchweren Laft, 
oder ein Wagenzug auf einer Eifenbahn, welcher auf einer ge« 
neigten Ebene herunter vollt, deren Neigung den Reibungsmwin- 
kel überfchreitet. In diefen Fällen überfchreitet Die Arbeit, welche 
von der Schwere auf die herabfinfende Laft entwidelt wird, die 
Arbeit, welche zur Überwindung ber gewöhnlichen Reibungswi⸗ 
derftände ber Mafchine erforderlich ift, und wenn man unter dieſen 
Umftänden ber Bewegung ber legteren feinen anderweitigen Wiber- 
ftand entgegenfeste; fo würde ſich jenes Übermaaß von Arbeit in der 
Maſchine ald Lebende Kraft anhäufen ($.130) und fehr bald 
eine nachtheilige Gefhwindigfeit derfelben herbeiführen. Der 
außergewöhnlihe Widerftand, welcher zur Vernichtung jenes 
Übermaafes von Arbeit und zur Verhinderung jener Anhäufung 
als lebende Kraft erforderlich ift, wird bei dem Krahne zuweilen 
durch den Arbeiter geleiftet, welcher zur allmähligen Niederlafe 
fung der Laft auf die Kurbel in entgegengefegter Richtung ber 
Bewegung einen Druck ausübt, und in diefer Richtung eine ges 
wiffe Arbeit verrichtet. Diefer nothwendige Widerftand wird 
jedoch bei den Krahnen häufiger, und bei den Eifenbahnzügen im- 
mer, ohne die Verrichtung von eigentliher Arbeit, durch einen 
einfahen Drud — Rn der Arbeiter auf den Hebelarm 
a einer Bremfe ausübt. Diefes 
nüglihe Inſtrument ift in ber 
\ feitftehenden Figur unter der bei 
den Krahnen gewöhnlich anges 
wenbeten Form dargeftellt, eine 
Form, welde dazu dienen fann, 
das Prinzip der Anwendung die— 
fer Bremfe bei einer jeden anderen Einrichtung derfelben her— 
auszuftellen. 
BC ift ein Rad, welches gewöhnlich a — Axe der 
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Maſchine befeftigt ift, an welcher fich die Kurbel befindet, und 
welche fih mit einer größeren Gefhwindigfeit herumbewegt, als 
irgend eine andere. 

Der Kranz diefes Rades, welcher in den meiften Fällen aus 
Gußeifen befteht, wird von einem ftarfen Reife ABCE von 
Schmiebeeifen umfaßt, welcher mit dem Einen Ende A an einem 
unbeweglichen Punkte und mit dem anderen Ende E an dem fur- 
zen Arme AE eines gebrochenen Hebeld PAE befeftigt if. Die- 
fer Hebel drebet fih um eine fefte Are bei A, und die Verlän- 
gerung des Armes PA trägt ein Gegengewicht D, welches gerade 
hinreichend ift, um dem Arme AP das Gleichgewicht zu halten, 
und den Punkt E fo hoch zu beben, daß der Reif feine Span- 
nung zu ertragen hat und fi von dem Umfange des Rades ab- 
lößt, fobald an dem Endpunfte des Armes AP fein Drud P 
ausgeübt, oder die Bremfe außer Wirkung gefegt wird, 

Es leuchtet ein, dag ein im Endpunfte des Hebelarmes AP 
angebradhter Drud P im Punkte E einen Drud und in dem 
Reife nad der Richtung ABCE eine Spannung erzeugen wird, 
in Folge welcher der Reif gegen das Rab gepreft wird, und 
durch feine Reibung einen gewiffen Widerftand am Umfange bes 
Rades bervorbringt. 

Ferner bemerft man, daß diefer Reibungsmwiderftand am 
Umfange des Rades genau glei der Spannung im Endpunfte 
A des Reifes ift, da derfelbe von diefer Spannung vollfommen 
im Gleihgemwichte erhalten wird, und daß es zur Beftimmung 
diefer Spannung gleihgültig ift, ob fih das Rad in der Rich— 
tung ABC herumbewegt, während der Reif unbeweglich ift, oder 
ob der Reif in der Richtung CBA auf dem Rabe gleitet, wäh- 
rend das Lestere feft gehalten wird, 

Bezeichnet man daher die Spannungen bes Reifes bei A 
und E refp. mit R und Q; fo hat man nah Gleidhung (210), 
wenn man das Rad als feft und den Reif A von C über B nah 
A gleitend annimmt, und den von dem Reife überfpannten Win- 
kel des Radumfanges mit 9 bezeichnet, 


R=Q9etws, 


Iſt nun a, die Länge des Hebelarmes AP und a, die Länge 
bes Perpendifels, welches von dem Punkte A auf die Richtung 
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bes Reifes in E oder auf die Richtung einer Tangente an dem⸗ 
jenigen Punkte des Radumfanges, wo das Ende EC des Reifes 
benfelben verläßt, gefällt wird; fo hat man, wenn man die Reis 
bung der Are A vernadläfligt ($. 5), 


P.a,=Q.a,, 


alfo nach der vorhergehenden Beziehung 


R— EU gmur,.. (212) 
42 

Nun ſei P, irgend eine Kraft, welche am Umfange des Ra⸗ 
des BC, an dem ſich die Bremfe befindet, angebradt ift, P, fei . 
eine Kraft, welche an dem Punkte der Mafchine angebracht ift, 
wo die treibende Kraft wirft, und P,=aP, +5 fei die Beziehung, 
welche zwifchen P, und P, im unteren Gränzzuftande des Gleich— 
gemwichtes, alfo bei dem Vorwalten ber Kraft P, ftattfindet ($. 
152). Nimmt man alsdann in diefem Ausdrude für P, bie 
Kraft W, deren Wirkung an dem Rezeptor der Mafchine durch 
die Bremfe verrichtet werden foll; fo wird P, den Werth R der 
Reibung darftellen, welche von der Bremſe mit Hülfe des Hebels 
erzeugt werden muß, um die Wirfung der Kraft W am Rezep- 
tor aufzuheben, ſodaß, wenn R diefelbe Größe wie in Gleichung 
(212) bezeichnet, 


R=aW-+b 


fein muß. Eliminirt man daher R zwifchen diefer und ber Glei— 
hung (212); fo ergibt fih für den an dem — AP aus: 
zuübenden Drud 


P=1 (aW-+b)e-Ftwer,,.. (213) 
1 


Der Niemen. 


$. 192. Wenn die Umdrehungsbewegung irgend einer Are 
in einer Mafchine und der Drud, welcher diefe Bewegung begleitet, 
zwei Großen, aus denen zufammen bie Arbeit der Are befteht, einer 
anderen Are mitgetheilt werben ſoll; fo gefchieht diefe Mittheilung 
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gewöhnlich vermittelft eines Tedernen Riemens, 
welcher fih um zwei an jenen Aren befeftigten 
Trommeln fchlingt, und deſſen beide Enden mit 
einer gemwiffen Kraft zufammengezogen und bann 
vereinigt find, fodaß dadurch in dem Riemen eine 
Spannung entftebt, welche gerade fo groß ift, um 
zu verhindern, daß der Riemen unter dem Drude 
der überzuführenden Arbeit auf den Trommeln 
gleitet. 





$. 193. Die Summe der Spannungen in den bei- 
den Theilen eines Riemens ift immer Diefelbe, unter 
welhem Drude die Arbeit auch übergeführt oder der 
Widerftand überwunden wird, fodaß fih die Spannung 
des treibenden Theiles bes Riemens gerabe um fo viel 
vermehrt, wie fih die Spannung des getriebenen 
Theiles vermindert. 


Diefes Prinzip ift zuerft von Poncelet aufgeftellt und darauf durch 
die Berfuche von Morin vollfommen beftätigt worden. Dasfelbe fann 
auf folgende Weife bewiefen werden: In dem erfien Momente 
der Bewegung derjenigen Trommel, an welcher die treibende 
Kraft angebracht ift, wird der anderen Trommel noch Feine Bewegung 
mitgetheilt. Ehe eine folhe Bewegung der letzteren mitgetheilt 
werden fann, muß zwifchen den Spannungen ber beiden Theile des 
Riemens ein Unterfchied entftehen, welcher groß genug iſt, um 
ben Widerftand, welchen die getriebene Trommel ber Umdrehung 
entgegenfest, zu überwinden. Nun muß eine Zunahme der Spannung 
auf der treibenden Seite bes Riemens von einerAusdehnung diefer 
Seite des Riemens (da derfelbe elaftifch ift) und von einer Drehung 
des Umfanges der treibenden Trommel um einen dieſer Aus— 
Dehnung gleihfommenden Raum begleitet fein. Nimmt man fer: 
ner an, daß die andere oder die getriebene Seite des Riemens zwi— 
fchen den beiden Berührungspunften mit ben Trommeln fortwäh- 
rend in einer geraden Linie gefpannt bleibt; fo muß fi) dieſe 
Seite des Riemens offenbar um diefelbe Länge zufammenzie- 
ben, um welche fi der Umfang der treibenden Trommel berum- 
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bewegt oder die treibende Seite des Riemens fih ausgedehnt 
bat. Hiernach ift alfo die Ausdehnung der treibenden Seite des 
Riemens genau gleich der Zufammenziehung der getriebenen Seite. 
Wird aber der Riemen als vollfommen elaftifh vorausgefegt; 
fo ift die Zus oder Abnahme feiner Spannung, der Zus oder Ab- 
nahme feiner Länge proportional, und es folgt, daß die Zunahme 
der Spannung auf der treibenden Seite, welche durch die daſelbſt 
ftattgefundene Ausdehnung berbeigeführt wird, genau gleich der 
Abnahme der Spannung auf der anderen Seite ift, welche durch 
die bier eintretende Zufammenziehung veranlaßt wird, Bezeich- 
net demnach T die Spannung auf jeder Seite des Riemens, ehe 
die treibende Kraft anfing zu wirfen, und T, und T, die Span» 
nungen auf der treibenden und der getriebenen Seite des Rie— 
mens, nachdem beide Trommeln in Bewegung gefest find; fo. ift 
T,—T die Zunahme der Spannung auf der erften und T—T, 
die Abnahme der Spannung auf der zweiten Seite, und man 
bat immer 
T,-T=T—-T,; 
oder 
T,+T,=2T....(214). 


Behuf größtmöglicher Krafterfparung bei der Anwendung 
des Riemens ift es wichtig, die urfprünglihe Spannung T nicht 
größer zu maden, als e8 eben erforderlich ift, um bas Gleiten 
des NRiemens auf den Trommeln unter dem böchften überzufüh- 
renden Drude zu verhindern. Die Mittel, welche zur Reguli- 
rung diefer Spannung dienen, werben weiter unten angegeben 
werben, 


$. 194. Der Model des Niemens. Um die Betrad- 
tungen über biefes wichtige Mafchinenelement zu vereinfachen, 
wollen wir zuvörderſt einen befonderen Fall feiner Anwendung 
betrachten. 

Angenommen, die beiden Trommeln, deren Aren C, und C, 
find, feien einander gleich, ſodaß die beiden Theile des über 
diefelben gefchlungenen Riemens einander parallel laufen. Ferner 
mögen die Mittelpunfte der beiden Trommeln in berfelben Ber: 
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Big. 2.  tifallinie Tiegen, ſodaß die beiden 


) Theile des Riemens vertikal gerichtet 
$ find. 


4 P, und P, ſeien zwei Kräfte, 
M; welche in vertifalen Richtungen und 
in den perpendifularen AbftändenC,P, 
und C,P, von den Mittelpunften ber 
beiden Trommeln angebracht find, und 
von denen P, den an der Trommel C, 


zu überwindenden Widerftand darftellt, welcher eben im Begriffe 
ift, durch das Vorherrfhen der Kraft P, an ber treibenden 
Trommel überwältigt zu werden. In Figur 1 find bie Kräfte 
P, und P, auf Ein und derfelben Seite, und in Figur 2 find 
diefelben auf entgegengefegten Seiten des Mittelpunftes ber 
Trommeln angebracht. T, und T, bezeichnen die Spannungen 
des Riemens und zwar T, die auf der treibenden Geite und 
T, die auf ber getriebenen Seite. Ferner fei 








r ber Halbmeffer einer jeden Trommel, 

W das Gewicht einer jeden Trommel, 

o der Halbmeffer der Are einer jeden Trommel, 

R, und R, die Widerflände der Arenlager der beiden Trommeln, 
p der Reibungswinfel für die Aren in ihren Lagern. 


Nun find die parallelen Kräfte P,, W, T,, T,,R, an 
der unteren Trommel im Gleichgewichte, und man bat daher 
($. 16) 

R,=+ (TI, +T,—P, —W), 
oder wenn man für T,+T, feinen Werth 2T aus Gleihung 
(214) fubftituirt, 


R=+@T—P, —W),....(215) 
worin das Zeichen + oder — zu nehmen ift, jenachdem 2T 
größer oder Heiner, ald P,+-W, ift, oder jenachdem die Are der 
Trommel gegen die obere Fläche ihrer Lager, wie in Figur 1, 
oder gegen die untere Fläche, wie in Figur 2, gebrüdt wird, 
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Ebenfo find die Kräfte P,, W, T,, T,, R, an ber obe- 
ven Trommel im Gleihgewichte, und man hat, da die Are die- 
fer Trommel immer gegen bie untere Fläche ihrer Lager ge- 
drüdt wird, 


R,=T,+T,+P,+W, 
oder nah Gleichung (214) 
R,=2T+FP,;+W,....(216) 


worin das Zeichen — oder + zu nehmen ift, jenachdem Die Kraft 
P, mit P, an berfelben oder an entgegengefesten Seiten ber 
Are angebradt ift. ö 

Da ferner R, und R, in dem Gränzzuftande des Gleichge- 
wichtes in den perpendifularen Abfländen Sosinꝙ ($.153) von 
dem Mittelpunfte der Are wirken; fo Hat man nah dem Prin- 
jipe der Gleichheit der Momente 


P,a,+T,r=T,r+R,osinp 
P,a, +T,r+R,osinp=T; r 
Subtrahirt man diefe beiden Gleichungen voneinander, fo er- 


gibt fi 


‚+. (2IN. 


P,a,—P,a,=(R,+R,)esing. 

Subftituirt man hierin bie Werthe von R, und R, aus den 
Gleichungen (215) und (216); fo erhält man für den Fall, wo 
das negative Zeichen von R, zu nehmen ift, oder wo 2T<P,+W 
ift, indem die Are C, auf der unteren Fläche ihres Lagers 
ruchet, wie in Fig. 2, 

P,a,—P,a,=(P, +P;,+2W)esing, 
und für den Fall, wo das pofttive Zeichen von R, zu nehmen 
ift, oder wo 2T>P,W ift, indem bie Are CO, gegen bie obere 
Fläche ihres Lagers brüdt, wie in Figur 1, 


P,a,—P,a,=(4T—P, +P,)esing. 


Aus diefen beiden Gleichungen ergibt fih für die treibende 
Kraft P, in den beiden beiden erwähnten Fällen, vefp. 
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„(2a +esing Wesinp 
ba a tee); 2 a, — osinp' ... 218) 

_p f@.+esinp\ , ATesinp 
—— — ee +esinp' aD 


und demnach (durch Gleichung 121) für die Model in den bei— 
den Fällen refp. 


et 
FR — v.4 4Tesinp_ . (221) 


a,—+tesinp —— 
—— 
In den letzteren ſechs Gleichungen iſt das Zeichen — oder 
+ zu nehmen, jenachdem die Kraft P, mit P, auf derſelben 
oder auf entgegengefegten Seiten der Mittellinie C,C, anges 
bracht ift. 


$. 195. Beftimmung ber anfängliden Spannung 
T des Riemens unter der Bedingung, daß derfelbe bei 
dem gegebenen Drude, unter welchem bie Arbeit fort- 
gepflanzt wird, auf der Trommel nit gleite. 

Angenommen, der größte Wiberftand, welcher fih während 
der Wirkung der Mafchine der Bewegung ber Trommel entges 
genfegt, fei durch einen Drud P bargeftellt, welder fi in dem 
gegebenen Abftande a von ihrem Mittelpunfte C, äußert. Der 
Riemen habe eine folde anfänglide Spannung T 
erhalten, welche eben hinreicht, um fein Gleiten zu 
verhindern, wenn die Trommel jenem Marimum 
des Widerflandes unterworfen wird, ti, und £, 
feien die Spannungen der beiden Theile des Rie- 
mens, wenn berfelbe gerade im Begriffe ift, zu glei= 
ten und den Widerſtand P zu überwinden. Da 
die beiden Theile des Riemens einander parallel 
find; fo umfaßt derfelbe den halben Umfang einer jeden Trom— 
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mel, und die Beziehung zwifchen t, und 2, ift nach Gleichung 
(210), wenn p' den Reibungswinfel für das Leder und das Ma- 
terial der Trommel, oder tangy’ den Reibungsfoeffizienten hier- 
für bezeichnet, durch 
t : —t+ enues⸗ 

gegeben, woraus man 

ty—t, __ et —1 

t,+t, Kr ertangp' +1 


erhält, Nah Gleihung (214) ift aber £,+t,=2T; alfo auch 


1, —,—=2T —— — 


erttungp' 441 

Ferner beſteht zwiſchen dem Widerſtande P an der oberen 
Trommel und den Spannungenet, und t, ber beiden Theile des 
Riemen, wenn diefer Widerftand im Begriffe if, überwunden zu 
werben, nach Gleichung (217) die Beziehung 


Pa-t,r+R,esinpg=t;r, 
oder wenn man für R, feinen Werth aus Gleihung (216) fub- 
ftituirt und transponirt, 
Pa+2TFP+W)osing=(t, —t,)r. 
Sest man hierin den Werth von 2, —t, aus ber vorherge⸗ 
henden Gleihung; fo fommt bei gehöriger Reduktion 


Pla+esinp)+Wosinp=2T (Er -esinpk , 

oder | 
P(a+ esinp)+Wosinp 

1 1.02 


gran? 11 r—osinp 


worin das Zeichen — oder + zu nehmen ift, jenachdem der Wi- 
derftand P und die treibende Kraft P, auf derfelben oder auf 
entgegengefegten Seiten der Mittellinie der Trommeln wirken. 


$. 196. Der Model des Riemens in feiner allge> 
meinften Geftalt. | 
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Die feitfiehende Figur ſtellt einen elaftifhen Riemen dar, 
welcher über zwei Trommeln von un- 
gleihen Halbmeffern geſchlungen if, Die 
Verbindungslinie der Mittelpunfte C, 
und C, biefer Trommeln ift gegen bie 
Bertifale geneigt, und es find an berfel- 
ben zwei beliebige Kräfte P, und P, 
er angebracht, von melden bie KraftP, im 

— Begriffe iſt, das Syſtem in Bewegung 
zu ſetzen. 

Es ſeien 

T, und T, die Spannungen der beiden Theile des Riemens, 
und zwar T, die an der treibenden Geite, 

a, und a, die perpendifularen Abftände der Richtungen der 
Kräfte P, und P, von den Mittelpunkten der Trommeln, 

9,, 9, die Neigungen der Richtungen von P, und P, gegen 
die Linie C, Ca, 

r1, 7, die Halbmeffer der Trommeln, 

W,, W, die Gewichte der Trommeln, 

ı die Neigung der Mittellinie C, C, gegen die Vertikale, 

a bie Neigung ber beiden Theile des Riemens gegeneinander, 

@1> 0, die Halbmeffer der Aren der Trommeln, 

p der Reibungsmwiufel für die Aren der Trommeln und ibre 
Lager, 

R,, R, die Widerftände der Lager, in welchen ſich die Aren 
drehen im Gränzzuftande des Gleichgewichtes, oder die 
Refultanten der auf diefe Aren wirfenden Kräfte. 

Die perpendifularen Abftände von den Umdrehungsaren, in 
welchen dieſe Iegteren Widerftände wirken, find nah $. 153 
e,Sinp und o,sing. 

Da die auf die untere Trommel wirkenden Kräfte T,, T,, 
P,, W, und R, miteinander im Gleihgemwichte find, Die Rich— 
tung von W, durch den Mittelpunft der Are gebt, T, und R, 
die Trommel nad) ber Einen Seite und P, und T, diefelbe nad 
der entgegengefegten Seite um die Are zu drehen ftreben; fo hat 
man nad dem Prinzipe der Gleichheit der Momente 


P,a,+T,r,=T,r, +R,e,sing. 
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Da ferner bie Kräfte T,, Ta, P,, W,, R, an der oberen 
Trommel im Gleihgewichte find, W, durch den Mittelpunft 
wirft, während P,, R,, T, eine Drehung nad) der Einen und 
T, eine Drehung nad der entgegengefesten Seite herbeizuführen 
ftreben; fo bat man — 

P,a,+T,r, +R.0,sinpg=T,r,, alfo 
PRa,—(T,—Ty)r;=R, o, sing, 
P,aa—(T, —Ty)r,=—R;o, sinp j 
Set man 
T,—T,=2t und T,+T,=2T; 
fo fommt | 
P,a, a ke 08). 
P,a,—2tr,—=—R, 0, 8inp 

Um die Werthe von R, und R, zu beftimmen, fo zerlege 
man die an einer jeben Trommel angebrachten Kräfte ($. 11) in 
ihre Komponenten parallel und perpendifular zu der Linie C,C,. 
Hiernah erhält man für die Komponenten der an ber unteren 
Trommel wirkenden Kräfte, parellel 3uC,C, 


+T,cosa, +T,cos«e, —P, cos®,, —W, cosı, 


wobei diejenigen Kräfte pofitiv genommen find, welche Die Are 
der Trommel in der Richtung von C, nach C, zu heben ftreben, 
während bie übrigen, welche die Are in entgegengefegter Rich— 
tung berabzubrüden ftreben, negativ genommen find. 

Ebenfo find die Komponenten jener Kräfte perpenbifular 
zu C,C, 


—T,sina, +T,sina, +P, sin®,, —W, sin:, 


wobei diejenigen Kräfte, welche die Linie C,C, weiter von ber 
Bertifalen zu entfernen fireben, pofitiv, und diejenigen welche bie 
Linie C,C, der Bertifalen zu nähern ftreben, negativ genommen 
find. 

Da nun R, die Refultante aller diefer Kräfte iſt; fo bat 
man nad $. 11 


R,2=[(T,+-Tg)cosa-P, c0s9, -W; cosı]2+[P, sind, -(T,-Tg)sina-W;sin:]2. 
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Berfährt man auf eine ähnliche Weife mit den an der ober 
ven Trommel angebrachten Kräften, indem man binfihtfih der 
Zeichen gerade die entgegengefegten Bedeutungen gelten läßt, fo- 
bag als pofitive Seitenfräfte, parallel zu C,C,, diejenigen ange 
nommen werben, welche die Are der Trommel von C, nad C, 
zu bewegen ftreben, und als pofitive Seitenfräfte, perpendifular 
zu C,C,, diejenigen, welche die Linie C,C, der vertifalen Rich— 
tung näher zu bringen ftreben; fo erhält man 


R,?[CT,+T,)cosa-P2c0s3;--W,cosı]2 +[P,sin$2-(T,-T,)sina-W;sin]. . | 


Subftituirt man hierin 2T für T,+T, und 2: fürT,—T,; ° 
fo werben bie beiden vorftehenden Gleichungen > 


R,2—(2Tcosa-P; c0s9,-W, cosı)2-4- (Psin9, -2tsin« - Wysin ı)? —— 
— —— —— 


Eliminirt man zwiſchen den vier Gleichungen (223) und 
(224) die Größen R,, R, und t; fo erhält man eine Beziehung >; 
ziwifchen den drei Größen P,, P,, T. Um dieſe Elimination ab... 
zufürzen, fo nehme man an, bie obigen Hypothefen hinſichtlich 
der Richtungen, für melde die Kräfte pofitiv und negativ 
genommen find, feien unter der VBorausfegung gemacht, daß bie . 
in den Klammern ber Gleichungen (224) eingefchloffenen Gröhen 
fämmtlih durchaus pofitiv feien. Ferner nehme man an, die 
erfte der beiden eben erwähnten Größen in einer jeden Gleis 
hung fei beträchtlich größer, als die zweite, oder ber Drud auf F 
die Axe einer jeden Trommel in der Richtung der Mittellinie 
C,C, fei bedeutend größer, als der Druck auf dieſe Are in per⸗ 
pendifularer Richtung zu jener Linie, eine Annahme, welde m 
einem jeden Falle der Praris erfüllt fein wird, Unter biefen * 
Vorausſetzungen hat man nach dem Ponceletſchen Lehrſatze Giehe 
den Anhang) mit einem hinreichenden Grade von Genauigleit 


5 
4 


= 
* 





1 de #1 
⸗ 


R,—0,96(2Toos«—P,cos#,; — W; cosı)-0,4(P;sind; —2tsina—W) Q 
R,—0,96(2Tcosa—Pgc0s9g4-Wzcose)Er "Eg: indy4-2tsina— E 
Subftitu man dieſe We h 


= 
„ 


4 
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31 =(0,96 cos#, —0,Asin®,), 
ß2 = (0,96 cos®, — 0, Asin®,), 
y,‚=(0,96cos ı +0,4sin ı), 
Y2=(0,96cos ı —0,Asin ı) 

ſetzt, | 
P,a, —2i(r, —0,4g,sinasinp)= 0 (1,92Teosa—P, 8, —W,y,)sing 


P,a,—2trz— 0,40ssinosinp)=—02(1,92Teosa—P,82-+W,y,)sinp les 


Eliminirt man zwifchen diefen beiden Gleichungen bie Größe 
t und vernachläſſigt Glieder, welche mehr, als Eine Dimenfion 
in 0,sinp und o,sinp, enthalten; fo fommt 
-—+-P, a, (r,— 0,4ozsinesing) De | -+01r2(1,92Teose—P, ß, —WıY) si 
—Pza;,(rı — 0,4, sinusinp) * -oꝛri (1,92Tcos«— Pa6- W.y⸗) F 
... (226). 


Da der Winfel « in den meiſten Fällen ungemein Hein iſt; 
fo können die Glieder 0,Ao,sin«.sinp und 0,A.0,sinasinp 
vernadhläffigt werden, und man erhält alsdann durch Transpoſi⸗ 
tion und Rebuftion 





P,a,r, (142 sing ) —P,a;r, (1 — Goa sing) 
{1,92 Tlgrz tor )eosa—(W 017211 —Wagariya) }sinp...(227). 


Wenn man diefe Gleihung mit der Gleichung (219) ver- 
gleicht; fo findet man, daß diefelbe bei der Einführung der in 
$. 194 gemadten VBorausfegungen mit jener übereinftimmt, ausge: 
nommen, daß der Koeffizient 1,92 dort =2 iſt. Diefe Abweihung 
geht offenbar aus der hier angewandten Näherungsmethobe der 
Wurzelausziehung nah dem Ponceletfhen Lehrfage hervor, 
Subftituirt man baher in ber vorftehenden Gleichung ftatt 
1,92 den Koeffizienten 2, multiplizirt beide Seiten berfelben mit 


ka a ! sing ) und vernadläffigt Glieder von mehr, als 
1 





zwei Dimenſionen in 21, und singp; fo ergibt ſich nad ger 
1 2 


höriger Reduktion 
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a, 


P,= a) (Aıbı 4 Sr) sin $ I. 


ei PTleiratear eos (Werra Yabarı 12 sing.(223) 
| 4172 
eine Beziehung, in welcher die treibende Kraft P, und ber Wi— 
derſtand P, im Graͤnzzuſtande bes Gleichgewichtes zu einander 
fteben. 
Aus diefer Beziehung ergibt fih nah Gleihung (121) für 
den Model des Riemens die Formel 





—X J—— — 


3 Tara nr rar Were) ung.s, 
..(229). 
7 


Wenn der Winkel 9, über — binaus waͤchſt; fo fällt die 


Richtung der Kraft P, auf die entgegengefegte Seite von C,C,, 
und ß, wird negativ, woraus bervorgeht, daß die Gleichung 
(229) mit der Gleichung (219) auch binfihtlih ber Zweideutig⸗ 
keit des Zeichens übereinſtimmt. Außerdem zeigt die Form die⸗ 
ſes Models, daß die größte Krafterſparung erzielt 
wird, wenn die treibende Kraft P, an derſelben Seite 
ber Mittellinie C,C, angebradt wird, an welcher der 
Widerftand P, zu überwinden if. Es ift dies in der That 
nur ein befonderer Fall von dem in g. 168 aufgeftellten allge— 
meinen Prinzipe, 


$. 197. Die urfprünglide Spannung T des Riemens 
fann auf diefelbe Weife, wie in dem 
früheren einfacheren Falle (Gleichung 222) 
beftimmt werden. 

Bezeihnet man mit & den Winkel, 
welchen der Riemen auf der zweiten oder 
der getriebenen Trommel überfpannt, mit 
P den größten Wibderftand, welcher fich 
in dem Abftande a der Bewegung die- 
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fer Trommel entgegenfegt, mit g’ den Reibungswinkel zwifchen 
dem Riemen und der Trommel und mit t, und ti, die Syans- 
nungen ber beiden Theile des NRiemens, wenn das Marimum des 
Widerftandes zu überwinden ift und der Riemen im Begriffe 
ift zu gleiten; fo hat man zuvörderſt nad $. 195 


(t, —t„)=2t=2T (Fa . 


Subftituirt man diefen Werth für 22, ferner die Werthe P 
und a für P, und a, in die zweite der Gleichungen (225), und 
vernachläſſigt das fehr Fleine in sin«.singp multiplizirte Glied; 
fo ergibt fi 

angp' — 
Pa—2T (Ge n=—0(2Tcos«e— PP, + W;7,) sing. 

Da « den Neigungswinfel der beiden Theile des Riemens 
gegeneinander bezeichnet, da biefe Theile die Oberfläche der 
Trommeln berühren, und da 9 den Winfel zwifchen den beiden 
Halbmeffern der Feineren Trommel, welde nad den Berührungs- 
punkten gezogen werben, barftellt; fo hat man 9=n—a. Setzt 
man diefen Werth für 9 in die vorftehende Gleihung, und löſ't 
diefelbe für T auf; fo fommt 


P(a—03ß,sinp) + W303Y35in ꝙ 
—S —1 . ++ (230). 


T= ‚ 
# grauer JR 0200sasinp 





$. 198. Der Model des Riemens, wenn die beiden 
Theile desfelben zwifhen den Trommeln einander 
burdfreuzen. 
Wenn fi die beiden Theile des Riemens durchkreuzen, wie 
* in der feitftehenden Figur bargeftellt ift; fo 
) wirft die treibende Kraft vermittelt der Span- 
— * x nung T, auf die. zweite Trommel an ber Seite, 
welche derjenigen entgegengefegt ift, an welder 
* dieſelbe wirken würde, wenn ſich die Theile des 
Riemens nicht durchkreuzten. In dieſem Falle 


müßte alſo zur Erreichung ber größten Krafts 
erfparung ($. 168) der Widerftand P, an ber 
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der früheren gerade entgegengefesten Seite. oder an derjenigen Seite 
der Linie C,C, angebracht werben, welche der treibenden Kraft 
P, an ber erften Trommel gegenüberliegt. Segt man biefe An» 
ordnung ber treibenden Kraft und des Wiberflandes voraus, und 
unterfucht diefen Fall ganz auf diefelbe Weife, wie den vorhers 
gehenden; fo gelangt man genau zu benfelben Ausbrüden für bie 
Beziehung zwifchen der treibenden Kraft und dem Wiberftande 
und für den Model des Spyftemes (Gleichungen 228 und 229). 

Bei der Beftimmung des Werthes für die urfprünglide 
Spannung T (Öleihung 230) wird man übrigens finden, daß 
der von dem Riemen an der zweiten Trommel überfpannte Wins 
fel, weldem der Theil KML des Umfanges entfpricht, in 
diefem Falle nicht mehr durh m—a, fondern durh za dar⸗ 
geſtellt wird. Subftituirt man daher diefen Werth für Hin die 
Gleichung (230); jo wird diefelbe 


„aß: sin @)+ Wag3Y2sinp 
e(ntiJtaugp‘ == 1 


Ze r — 0, C0Sa8inp 


... (231). 








Da der Bruch in dem Nenner dieſes Ausdrudes immer 
größer ift, als der in dem Nenner der Gleihung (230); fo folgt, 
daß die urfprünglihe Spannung T, welche dem Riemen gegeben 
werden muß, damit er bie Arbeit unter einem gegebenen Wider« 
ftande P von der Einen Trommel zu der anderen überführen 
fann, Feiner ift, wenn fih die beiden Theile des Niemens 
durchfreuzen, und größer, wenn fie Dies nicht thun, ſodaß nad) 
Gleihung (229) der Riemen unter fonft gleihen Um— 
ftänden die Arbeit am vortheilhafteften fortpflanzt, 
wenn fi Die zwifhen den Trommeln liegenden Theile 
desfelben durchkreuzen. In ber That geht aus $. 188 her- 
vor, daß in biefem Falle, wo der Riemen an einer jeden Trom- 
mel einen größeren Winkel überfpannt, eine geringere Spannung 
erforderlich ift, um das Gleiten desfelben unter einem gegebenen 
MWiderftande zu verhindern, ſodaß die Reibung an den Aren der 
Trommeln, welde aus den Spannungen des Riemens hervor: 
geht, in dem Iegteren Falle Eleiner ift, als in dem erfteren und 
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daher auch in dem vorliegenden Kalle zur Überwindung diefer 
Reibung weniger Arbeit erforberlich ift, als in dem früheren, 


Verzahnuungen. 


$. 199. A und B feien zwei Kreife, welche bei D einander 
a berühren, und um die feften Mittelpunfte C; und C, 
5) drehbar find. Es Teuchtet ein, dag wenn eine dem 
Kreiſe A gegebene Bewegung in Folge der Reibung 
im Punfte D dem anderen Kreife B mitgetheilt wird, 

die Winkel PCG,D und QC,D, melde von biefen 
* Kreiſen in derſelben Zeit beſchrieben werden, denen 
gleich find, welche von gleichen Bogenſtücken PD und QD an 
dem Umfange der beiden Kreife überfpannt werden. Bezeichnet 
man den Winfel PC,D, oder vielmehr den Bogen, welcher die- 
fem Winfel in einem Kreife entfpricht, deſſen Halbmeffer gleich der 
Einheit ift, mit 9,, den Winfel QC,D mit 9, und die Halbmef- 
fer GD und &D der Kreife refp. mit rn, und 7,5 fo hat man 
Bogen PD=r,d, und Bogen QD=r,%, und da PD=QD ift, 


——’2,,,.(232) 
71 





Die Winkel, welche von zwei einander berührenden Kreiſen 
in Ein und derſelben Zeit beſchrieben werden, ſind alſo den Halb— 
meſſern dieſer Kreiſe umgekehrt proportional, ſodaß ihre Winfel- 
geſchwindigkeiten ($. 70 immer ein konſtantes Verhältniß zuein— 
ander behalten. Bewegt ſich daher das Eine Rad gleichförmig; ſo 
bewegt ſich auch das andere gleichförmig, und ändert ſich die 
Winkelgeſchwindigkeit des Einen Rades in irgend einem Verhält— 
niſſe; ſo ändert ſich auch die des anderen Rades in demſelben 
Verhältniſſe. 

Wenn der Widerſtand, welcher ſich der Umdrehung des 
getriebenen Kreiſes oder Rades B beträchtlich iſt; fo kann 
man dieſem Rade die Bewegung nicht mehr durch die bloße Rei— 
bung zwiſchen ſeinem und dem Umfange des treibenden Rades 
mittheilen, und ſieht ſich genöthigt, die Umdrehung des getriebe— 
nen Rades durch andere Mittel, als die Reibung, zu bewirken. 

21 
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Eines diefer Hülfgmittel ift der bereits befchriebene Riemen, 
vermittelft weldes die Räder in beliebigen Entfernungen von» 
einander und unter viel größeren Widerftänden, als Dies bei ber 
gegenfeitigen Reibung an ihren Umfängen möglich ift, fi bie 
Bewegung mittheilen können. 

Wenn der Widerftand übrigens ſehr bedeutend ift, und Die 
Räder nahe aneinander gebracht werben 
fönnen; fo führt man die Bewegung von 
dem Einen auf das andere vermittelft Er- 
babenheiten, fogenannter Zähne, über, 
welche an beiden Rädern angebradt wer— 
den und ineinandergreifen. 

Die bei der Konftruftion diefer Zähne 
zu löſende Aufgabe befteht darin, daß 
Ihren in gegenfeitiger Berührung befindlichen Oberfläden eine 
jolde Form gegeben werde, daß fich die Näder dur das Inein- 
andergreifen der Zähne gerade fo berumdreben, wie fie es bei 
bloger Reibung an ihren Umfängen tbun würden. 





$. 200. Daß es möglich ift, Zähne zu fonftruiren, welche 
diefer Bedingung entfpredhen, fann auf folgende 
Weife gezeigt werden. mn und m’n‘ feien zwei 
Kurven in der gemeinfchaftlihen Ebene ber bei— 
ben Kreife A und B von der Befchaffenheit, 
— A daß wenn ſich der Kreis A herumdrehet und in 

— Folge der beiderſeitigen Berührung im Punkte 
D den Kreis B mit herumführt, jene beiden Kurv.n mn und m’n‘ 
fortwährend miteinander in Berührung bleiben, indem 
fie natürlih ununterbrochen ihre relativen Lagen und ihren ge— 
meinfchaftlihen Berührungspunft T ändern. 

Es leuchtet ein, daß fi die beiden Räder durch das Inein— 
andergreifen von Zähnen, deren Oberflächen nad der Form jener 
beiden Kurven mn und m’n’ gebildet wären, gerade fo herum— 
drehen würden, als fie es dur die Reibung an ihren Umfängen 
im Punkte D thun würden; denn in dem erfteren Falle bringt 
eine gewiffe Reihe von unendlih benachbarten Berührungspunf- 
ten an den Umfängen der Räder bei D eine andere Reihe von 
unendlich benachbarten Berührungspunften an den Kurven mn 








B 
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und m’n’ bei T heraus, und in dem letzteren Falle bewirkt dieſelbe 
Reihe von Punkten an den Kurven mn und min die Berührung der— 
felben Reihe von Punkten an denbeiden Umfängen der Räder beiD, 

Die Herftellung von Zähnen, deren Berührungsflädhen die im 
Borftehenden bezeichnete Eigenfchaft befigen, ift num die zu löſende 
Aufgabe. Dan gelangt hierzu durch das folgende allgemeine Prinzip. 


$. 201. Damit zwei Kreife A und B durd die Be- 
rührung der Flächen mn und m’n’ ihrer 
Zähne ebenfo berumgedrebet werben, 
wie fie fih dur die Reibung an ihren 
Umfängen berumdrehen würden, ift es 
notbwendig und binreihend, daß eine 
—“ von dem Berührungspunfte T der Zähne 
nah dem Berührungspunfte D deriimfänge ber beiden 
Kreife gezogene Linie in einer jeden Lage bes Punktes 
T aufden dafelbft in Berührung befindliden Fläden 
perpendifular fiehe oder eine gemeinfhaftlige Nor— 
male auf den beiden Kurven mn und m’n‘ bilde, 
Um diefes Prinzip zu bemweifen muß zuvörderſt folgender 
Hülfsſatz feftgeftellt werden: Wenn ſich zwei reife M und N 


| vermöge ihrer gegenfeitigen Berührung bei L um 
() ihre feſten Mittelpunkte E und Fudrehen, und 
fa 






6, 


r 


wenn man fi denft, daß bei biefer Umdrehung 
Ga die Ebenen, in welchen jene Kreife liegen Cund 
welche ineinanderfallen) mit herumgeführt werben, 
und daß bei diefer beiderfeitigen Drehung ein in 
der Ebene von M Tiegender Punft P auf der Ebene von N die 
Kurve PQ beſchreibt; fo ift dieſe Kurve genau biefelbe, welche 
der Punft P auf der Ebene von N befhreiben würde, wenn dieſe 
Ebene, anſtatt ſich zu drehen, feſt gehalten würde, und der Kreis 
M, nachdem ſein Mittelpunkt von der feſten Axe gelöſ't wäre, 
auf der Peripherie von N hinrolfte und dabei feine Ebene mit 
fih führte, 
Denn denkt man fih unter O eine dritte Ebene, auf welder 
die Mittelpunfte E und F befeftigt find; fo leuchtet ein, daß 
wenn.der Ebene O, während fih die Kreife M und N dur‘ ihre 


4 
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gegenfeitige Berührung um ſich felbft drehen, irgend eine Bewer 
gung mitgetheilt wird, hierdurch durchaus Feine Anderung in der 
Form der Kurve PQ, welche der Punft P der Ebene von M auf 
der Ebene von N befchreibt, hervorgebracht wird, da eine folche 
Bewegung der Ebene O den beiden Ebenen M und N gemein» 
ſchaftlich ift. 

Nun fei die Richtung, in welcher fih der Kreis N herum- 
drebet die durch den Pfeil angegebene, und feine Winkelgeſchwin— 
digfeit fei gleihförmig. Denft man fi alsdann, die Ebene O 
werde um ben Punft F mit einer Winfelgefhwindigfeit gedrebet, 
welche der von N gleich und gerade entgegengefest ift, während 
die beiden Kreife M und N nad wie vor um ihre Mittelpunfte 
rotiren; fo begreift man, daß der Kreis N, welcher durch feine 
eigene Bewegung nad der Einen Seite und durch die mit der 
Ebene O gemeinfhaftlihe Bewegung um dieſelbe Winfelgröße 
nad der entgegengefegten Seite gebrehet wird, fortwährend im 
Raume in Ruhe bleibt, Der Mittelpunft E des Kreiſes M da— 
gegen, welder feine eigene Bewegung hat, drehet ſich mit ber 
Winfelgefhmwindigfeit der Ebene O um den Punft F, indem gleich 
zeitig die übrigen Punkte feiner Ebene um ihn mit ber ihm an— 
gehörigen Winfelgefhwindigfeit rotiren. Hierdurch rüdt nun der 
gemeinſchaftliche Berührungspunft L in der Richtung der Bewer 
gung der Ebene O oder in entgegengefester Richtung der Bewe- 
gung ber Ebene N auf der Peripherie des Kreiſes N weiter, und 
zwar um benfelben Bogentheil, welcher bei ter gemeinfchaftlichen 
Drehung der Kreife N und M vermöge ihrer Berührung bei L 
von beiden Peripherieen durch dieſen Punft L gegangen wäre, 
und man ſieht, daß fich der Kreis M bei den vorausgefesten Be- 
wegungen gegen ben Kreis N gerade fo verhalten würde, als 
wenn er auf deſſen Umfange hinrollte. 

Es leuchtet aber ein, daß die hier angenommene gemein- 
fhaftlihe Bewegung um den Punkt F nur einen Einfluß auf 
die abfoluten Bewegungen ber beiden Kreife M und N im Raume, 
aber gar feinen auf ihre relativen Bewegungen äußern und mit- 
bin aud die Kurve PQ, mwelde ein Punft P der Ebene des Einen 
auf der Ebene des anderen befchreibt, durchaus nicht ändern fann. 

Nachdem diefer Hülfsfag dargethan ift, ergibt fih die Wahr: 
beit des obigen Prinzipes leicht, Denn wenn der Umfang M 
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auf dem Umfange N rollte; fo würde der Punkt P in irgend 
einem Augenblicke um den gemeinfhaftlihen Berührungspunft L 
einen Kreisbogen beſchreiben Cindem man ſich benfen fan, daß 
fid die Linie LP in dem betrachteten Augenblide momentan um 
ben Punkt L drehete), und aus dem vorftehenden Sage folgt, daß 
ber Punkt P der Ebene M auf der Ebene N ebenfalls in jedem 
Augenblide um ben Berübrungspunft L einen fehr Fleinen Kreis» 
bogen bejchreiben würde, wenn bie beiden Mittelpunfte E und F 
feft wären, und Die Kreife fi) vermöge ihrer gegenfeitigen Be— 
rührung um fich felbft dreheten. Man fieht alfo, daß die Linie 
PL auf der Kurve PQ im Punkte P immer normal fteht. 
Nun fei p ein Punkt der an dem Kreife A befeftigten Kurve 
z mn, welcher dem Punkte T fehr nahe Tiegt. 
Es Teuchtet ein, daß wenn ber Punft p in Folge 
> ber Berührung mit der Kurve am’'n‘ in T über- 
er ° \gebt Ch. S. 200), derfelbe auf der Ebene des 
& | Kreifes B einen fehr fleinen Theil der Kurve 
\ —* m’n' beſchreiben wird. Aber die Kurve, welche 
dieſer Punkt in irgend einem Augenblicke auf der Ebene von B 
beſchreibt, iſt nach dem Vorhergehenden immer auf der Linie DT 
perpendikular; demnach iſt die Kurve m'n“ im Punkte T auf der 
Linie DT perpendifular, und e8 folgt, daß aud bie Kurve mn 
auf diefer Linie perpendifular ftehe, oder bagDT eine gemein- 
fhaftlide Normale auf beiden Kurven im PunkteT fei. 
Diefes ift die charafteriftifche Eigenfchaft der Kurven mn und 
m'n’, nah welcher fie der Bedingung einer fortwährenden Be— 
rührung entfprechen, während fih die Kreife vermöge ihrer Be— 
rührung an den Umfängen bei D herumdreben, und nad) welcher 
fie umgefehrt dur ihre eigene Berührung ben Kreifen dieſelbe 
Bewegung mitzutheilen im Stande ſind, welche die Letzteren durch 
die Berührung an ihren Umfängen annehmen würden. 





Ss. 202. Methode, mit Hülfe von Kreisbögen bie 
Form eines Zahnes des Einen Rades zu beſchreiben, 
welcher mit einem Zahne des anderen Rades von irgend 
einer gegebenen Form zuſammengreifen ſoll. 


Wenn verlangt wird, daß die Räder durch das Ineinander— 
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greifen der Zähne gerade fo herumbewegt 
werden, wie fie es durch bie gegenfeitige 
Berührung der Kreife ABE und ADF, 
welche man die Theilfreife oder Theil- 
riffe nennt, thun würden; fo ſei AB ein 
Bogen des Theilfreifes ABE zwiſchen ir- 
gend zwei Punkten A und B, welde ge- 
gen zwei auf einander folgende Zäbne 
eine äbnlihe Lage haben; ebenfo fei 


AD ein Bogen des Theilfreifes ADF, welder dem Bogen AB 
glei ift, fodaß die Punfte B und D gleichzeitig in A anfom- 
men, wenn fich bie beiden Kreife vermöge ihrer gegenfeitigen 
Berührung herumdrehen. Den Bogen AB oder AD oder auch deren 
Sehnen, nennt man die Theilung der Räder. Zerlegt man eine 
jede biefer Theilungen in den Punkten a,b,... und a,b’... in 
gleiche Theile; fo werden die Punkte a und a‘, b und b’ u, ſ. w. 
gleichzeitig im Punkte A ankommen. Nun fei mr die Form 
des Durdfchnittes eines Zahnes an dem Nabe C,, mit welchem 
ein entfprechender Zahn an dem anderen Rade C, zufammen- 
greifen foll, fodaß, wenn biefer legtere Zahn den erfteren treibt, 
oder von demfelben getrieben wird, die Drehung der beiden Rä— 
der gerade fo erfolgt, als wenn fie vermöge der Berührung ber 
Theilfreife ABE und ADF in A rotirten. 


Zu diefem Ende meffe man von A ben Fleinften Abftand 
Aa bis zu der Kurvemn, und beſchreibe mit dem Halbmeffer A« 
aus dem Punkte A in der Ebene des Kreifes C, einen Kreisbo- 
gen «ß. Alsdann meffe man in ähnlicher Weife den Fleinften 
Abftand au’ der Kurve mn vom Punkte a, und befchreibe mit 
dem Halbmefjer aa’ aus dem Punkte. a’ einen Kreisbogen By, 
welcher den Bogen «ß in B ſcheidet. Ebenfo meffe man von 
dem Punfte 5 den fürzeften Abftand ba’ der Kurve mn, und be- 
fhreibe mit dem Halbmeffer ba’ aus dem Punfte 5’ den Kreis- 
bogen yö, welcher den Bogen 45 in y ſchneidet, und fo fort mit 
den übrigen Theilpunften. Eine Kurve, welche alle diefe Kreis— 
bögen «ß, ßy, yö, etc. berührt, wird ben gefuchten Durchfchnitt 
des Zahnes mit der gemeinfchaftlichen Ebene von C, und GC, 
ergeben. 
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Diefe Methode ift von Poncelet in feiner Me&canique in- 
dustrielle, 3. partie, No. 60, ohne Beweis angegeben; man 
kann die Richtigkeit derfelben auf folgende Weife darthun. 

Da der fürzefte Abftand au’ eines gegebenen Punktes a von 
einer gegebenen Kurve mn eine Normale auf ber Kurve im - 
Punkte a’ iſt; fo folgt, daß ein aus dem Punkte a mit diefem 
Fleinften Abftande als Halbmeffer befchriebener Kreis die Kurve 
im Punkte a’ berührt, und daß mithin die Kurve und der Kreis 
in diefem Punkte eine gemeinfchaftlihe Normale befigen. 

Nun werden bie beiden Punkte aund a’ bei der Umdrehung 
der Theilfreife gleichzeitig in dem Punkte A zufammenfommen 
und der Fleinfte Abftand der Kurve mn vom Punkte A wird ald« 
dann aa’ fein, ſodaß der Bogen By alsdann einen Bogen dar: 
ftellt, welder aus A mit dem fleinften Abftande ald Halbmeffer. 
befchrieben if. Demnach wird ber Kreisbogen By die Kurvemn 
im Punkte a’ berühren, und bie Linie aa’, welche alddann von 
dem Berührungspunfte A der beiden Theilfreife nad) dem Bes 
rührungspunfte a’ ber beiden Kurven mn und m’n’ gezogen 
ift, wird eine gemeinfchaftliche Normale auf beiden Kurven in 
diefem Punkte fein. Daraus folgt, daß ſich die beiden Räder 
in biefem Augenblide durch die Berührung der Kurven mn und 
m’n' gerade fo treiben werden, wie fie es durch die Berührung 
im Punkte A thun würden, und ba ein jeber Kreisbogen ber 
Kurve m’n’ nah und nad) die wirkende Fläche des Zahnes bil- 
det; fo wird er in gleicher Weife, wie der Bogen By, Einen 
Punkt haben, welcher mit einem entfprechenden Punfte der 
Kurve ma fo zufammenftimmt, daß fich die Räder beim Zuſam— 
mentreffen diefer Punkte der Forderung gemäß bewegen. Der- 
gleichen Punkte gibt es in der Kurve m’n‘ offenbar fo viele, als 
Theilpunfte a, b... und Kreisbögen «ß, BYy,... angenommen 
find. 

Man begreift, daß die Form der Zähne defto genauer aus- 
fallen wird, je größer die Anzahl der angenommenen Theilpunfte 
if. Es fcheint jedoch in den meiften Fällen hinreichend zu, fein, 
wenn man drei, oder wo feine große Öenauigfeit erfordert wird, 
nur zwei Theilpunfte annimmt. Poncelet (Mec. industr. 3me 
partie, Nro. 60) hat die folgende fehr einfadhe Methode angege- 
ben, durch melde die Form der Zähne näberungsmeife und 
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in den meiften Fällen mit binreihender Genauigfeit gefunden 
werben fann. 
Angenommen, ber gegebene Zahn N des Einen Rades be- 


finde fih in ber Lage, in welcher er von dem 
gejuhten Zabne des anderen Rades zuerft 
angegriffen oder verlaffen wird. Aa und 
Ab jeien gleiche Bögen der Theiffreife der 
beiden Räder, deren Berübrungspunft in A 
liegt. Man ziebe die Linie des Fürzeften 
Abftandes Au zwifhen A und der Kurve 
des Zahnes N, verbinde a und « durch eine 
gerade Linie au, balbire diefelbe in m und 
eg errichte in m auf au das Verpendifel mn, 
weiiges | ben Theiffreis Aa in n fchneidet. Befchreibt man num 
aus m einen Kreis, welder durch die Punfte a und « gebt; fo 
erhält man näberungsweife die Form des gefuchten Zahnes. 





Kreisevolventen:VBerzahbnung. 


$. 203. Die Zähne zweier Räder werben gehörig 
ineinandergreifen, wenn fie durch Kurven begränzt 
find, welde der Endpunft eines biegfamen Fadens be— 
fhreibt, der fih von dem Umfange eines Kreifes ab» 
widelt, und welche man Ktreisevolventen nennt, vor— 
ausgefegt, dag die Kreife, deren Evolventen jene Kur- 
ven bilden, mit ben Theilfreifen der Räder konzentriſch 
find, und daß ihre Halbmeffer in demfelben Verhälts 
niffe zueinander ſtehen, wie die ber Theilfreife ſelbſt. 

OE und OF feien die Theilfreife der beiden Räder, AG 
BH zwei mit denfelben fonzentrifche Kreife, deren 
Halbmeffer C,A und C,B ſich ebenfo zueinander 
verhalten, wie die Halbmeffer C,O und GO 
der Theilfreife. Ferner feien mn und m’/n’ die 
Durchſchnitte der Zähne der beiden Räder, welde 
von den Endpunften zweier biegfamen Fäden be: 
fhrieben werden, die fih refp. von den Umfän— 
gen der beiden Kreife AG und BH abwideln. 
Befinden fih nun diefe Zähne bei irgend einer 
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Lage der Räder im Punkte T miteinander in Berührung, und zieht 
man von dem Punkte T die Tangenten TA und TB an die Grund» 
freife AG und BH; fo ftellt AT offenbar die Lage des biegfamen Fa— 
dens dar, als fein Endpunft im Begriffe war, bag Element der Kurve 
mn bei T zu befchreiben. Hieraus folgt, daß AT auf der Kurve 
mn im Punkte T normal ftebt, und ebenfo ergibt fich, daß BT eine 
Normale auf der Kurve min“ in demfelben Punkte T fei. Da 
aber bie beiden Kurven in T eine gemeinfhaftlidhe Normale 
haben müffen; fo fallen ihre Normalen TA und TB für diefen 
Punkt nothwendig in Eine gerade Linie ATB zufammen. Zieht 
man nun die Halbmeffer C,A und CB, welche beide auf ATB, 
als der gemeinfchaftlichen Tangente der beiden erzeugenden Kreife, 
perpendifular fteben; fo hat man, wenn die Linie AB die Linie 
CC; in o fihneidet, wegen der Apnlichfeit der Dreiecke AoCı 
und BoG, 


Co: Cgo=L[,A: CaB. 
Nah der Borausfegung ift aber: 
| CA: GB=C,0: (,0, 
und aus diefen beiden Proportionen folgt 
Co: Go=CG,0: 6,0, 


d. h., die Punkte O und o fallen zufammen, und die gerade Linie 
AB, welde durch den Berührungspunft T der beiden Zähne geht 
und bafelbft auf beiden normal fteht, gebt auch durch den Berüh— 
rungspunft O der beiden Theilfreife der Räder. 

Da fih diefe Folgerung für eine jede beliebige Lage ber 
Räder, und mithin für einen jeden gemeinfhaftlichen Berührungs- 
punft der beiden Zähne ergibt; fo fieht man, daß die in $. 201 
aufgeftellte zum richtigen Jneinandergreifen der Zähne nothwen- 
Dige und hinreichende Bedingung bei Zähnen, welche nach Kreig- 
evolventen gebildet find, erfüllt wird, 

Man kann die Wirkung ber Kreisevolventen-Berzahnungen 
auch aus folgendem Gefihtspunfte betrachten. Stellt man ſich 
unter AB einen Faden vor, welcher um die Kreife AG und BH 
geihlungen iftz fo würden die Räder vermittelft diefes Fadens 
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gerade fo getrieben werben, wie Dies durch die Berührung ihrer 
Theilfreife geſchehen würde, ba fi die Halbmeffer AG und BH 
wie die Halbmeffer der Theilfreife zu einander verhalten. Denkt 
man fich ferner, die Kreife AG und BH führen bei diefer Um- 
drehung ihre Ebenen mit fi herum, und in irgend einem Punfte 
T des Fadens ſei ein Stift befeftigt, welcher gleichzeitig auf den 
unter ihm fortgleitenden Ebenen die Kurven mn und m’n’ ein 
reiße; fo leuchtet ein, daß dieſe Kurven, ba fie von Ein und 
demfelben Punkte befhrieben werden, in allen Lagen ber Kreife 
miteinander in Berührung fein müffen, ob nun biefe Kreife durch 
den Faden oder durch die gegenfeitige Berührung ihrer Tpeil- 
freife getrieben werden. Umgekehrt, würden bie Räder aber aud 
durch die Berührung von Zähnen, welche nad den Kurven mn 
und m’n’ gebildet wären, ebenfo getrieben werben, mie Died 
durch die Berührung ihrer Theilfreife gefchehen würde. Es ift 
übrigens Teicht zu fehen, daß die von dem Punkte T dergeftalt 
befchriebenen Kurven mn und min“ Evolventen der Kreife AG 
und BH fein werden. 


Endlich ift hierbei noch zu bemerken, daß ſich der Berüh— 
rungspunft T der Zähne längs ber geraden Linie AB, welche bie 
erzeugenden Kreife AG und BH der Evolventen berührt, fortbes 
wegt, oder daß diefe Linie der geometrifche Ort der verſchiede— 
nen Berührungspunfte ifl. Diefe Eigenfhaft der Linie AB findet 
außerdem für alle Zähne, melde in Ein und demfelben Augen 
blicke miteinander in Berührung find, gleichzeitig ftatt, ſodaß die 
Berührungspunfte aller Zähne, wenn deren mehrere fih auf Ein 
Mal berühren, in jener Linie liegen. Hierin befteht eine charaf- 
RER Li cr Un teriftifche und fehr wich⸗ 

N IS tige Eigenthümlichfeitder 
Evolventen⸗Verzahnung 
— So liegen z. B., die Ber 
rührungspunkte r und s 
ber nad) Kreisenolventen 
gebildeten Zähne der feit- 
ſtehenden Figur in derfel- 
ben geraben Linie, welde 
den Grundfreig der Einen Evolvente berührt und durch den Berüb- 
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rungspunft A der Theilfreife geht. In derfelben Weife liegen die 
Punkte A und 5 in der Berührungslinie bes Grundfreifes ber 
anderen Evolvente. 


Epizyfoliden: und HypozyFloiden: Verzahnung. 


$. 204. Wenn Ein Kreis auf dem äußeren Umfange eines 
anderen hinrolit, und ein Punkt in dem Umfange des rollenden 
Kreifes wird genöthigt, auf der Ebene des feften Kreifes eine 
Kurve zu befhreiben; fo entfteht eine Epizyfloide. Der rol- 
lende Kreis heißt der erzeugende und ber unbewegliche der 
Grundkreis der Epizyfloide, 

Wenn der erzeugende Kreis, ftatt auf dem äußeren, auf dem 
inneren Umfange des Grundfreifes hinrollt; fo befchreibt jener 
Punkt eine Hypozykloide. 

* und PR feien reſp. die Theile einer Epizykloide und 
einer Hypozyfloide, welche beide Ein und den— 
felben erzeugenden Kreis APH und zu Grunds 
freifen die Theilfreife AF und AE zweier Rä- 
ber haben. Gibt man den Zähnen diefer beiden 
Räder die Form jener Kurven; fo werden bie: 
jelben gehörig ineinandergreifen. Denn wenn 
bie Zähne bei P miteinander in Berührung find, 
und man legt den erzeugenden Kreis fo, daß er bie 
Theilfreife der beiden Räder in A berührt; fo wirb 
fein Umfang offenbar Durch den Berührungspunft P der Zähne geben, 
da fein erzeugender Punkt in dem Augenblicke, wo man fenen Kreis 
im Punkte A auf dem gemeinfhaftlichen unendlich Heinen Elemente 
der beiden Grundfreife hinrollte, gleichzeitig ein unendlich Flei- 
nes Element der beiden Kurven befchreiben müßte, ſodaß diefe 
beiden Kurven und der erzeugende Kreis in der Lage APH noth- 
wendig Einen Punkt P miteinander gemein haben müffen, welder 
mit dem Berührungspunfte der Kurven zufammenfällt. Da fid 
aber der erzeugende Kreis bei feinen momentanen Rollen auf beis 
den Grundfreifen in A augenblidlih um diefen Punkt drehet, 
wobei der Punkt P desfelben ein Element der beiden Kurven 
PQ und PR oder einen unendlich Eleinen Kreisbogen mit dem 
Halbmeffer AP aus A befchreibt; fo folgt ferner, daß bie Linie 
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AP in jenem Punfte auf beiden Kurven normal ftebt, und man 
fieht, dag Zähne, welche nah den Kurven PQ und PR gebildet 
find, der Bedingung ein Genüge leiften, daß die von dem Be: 
rührungspunfte der Theilfreife nach irgend einem Berührungs— 
punfte der Zähne gezogene Linie AP auf den Oberflächen der 
beiden Zähne normal ftebe, eine Bedingung, welche nah $. 201 
zu dem gebörigen Jneinandergreifen der Zähne nothwendig und 
hinreichend ift. 

— man alſo auf dem Theilkreiſe eines Rades als 
Grundkreis mit ir 


— gend einem erzeugen— 






— den Kreiſe eine Epi— 
hie — zykloide und auf dem 
an sr —* Theilkreiſe des anderen 
— — Rades als Grundkreis 

= 5 7) mit demfelben erzeu- 

| — genden Kreiſe eine Hy: 
= pozykloidez fo wer: 


den Zähne, welche die From diefer Kurven erhalten, die Räder 
in der gewünſchten Weife treiben. 

Man bemerkt übrigens, daß man ftatt des erzeugenden Krei- 
fes eine jede beliebige Kurve refp. auf dem äußeren Umfange 
des Einen und auf dem inneren Umfange bes anderen Theilfrei- 
fes hinrollen und dadurch Epi- und Hypofurpoiden erzeugen 
fönnte, welche ebenfo wohl, "wie die Epi- und Hypozyfloiden zu 
paffenden Zahnformen dienen fünnen, da fi der vorftehende Be— 
weis in Nichts Anderen würde; wenn man für den erzeugenden 
Kreis irgend eine andere erzeugende Kurve an die Stelle feste. 


$. 205. Hülfsfag. — Wenn der Durchmeffer des 
erzeugenden Kreifes einer Hypozyfloide dem Halbmef- 
fer feines Grundfreifes gleich kommt; fo wird die Hy— 
pozyfloide eine gerade Linie, welche in ber Richtung 
eines Halbmeffers des Grundkreiſes liegt. 


Sind D und d zwei Lagen des Mittelpunftes eines folchen 
erzeugenden Kreifes, und nimmt man an, der erzeugende Punkt 
babe fich bei der erften Lage in A befunden; fo wird berfelbe bei der 
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zweiten Lage in den Punft P, d.h. in den Punft 
fallen, wo die Linie CA ben Kreis in der 
zweiten Lage durchſchneidet. Denn zieht man 
Ca und Pd; fo it <Pda= <PCd+ <CPd 
—2ACa, und es ift au) 2da=CA; mit- 
hin 





2daxPda=2CAxXACa oder 
daxPda= CAXACa, folglich 
Bogen Aa= Bogen Pa. 


Wenn aber der Bogen aP glei dem Bogen aA iſt; fo ift 
der Punkt P derjenige, welcher in der erften Lage des Kreifes mit 
A zufammenftel, alfo der erzeugende Punkt. Da Dies für alfe 
Lagen des erzeugenden Kreifes gilt; fo folgt, Daß der erzeugende 
Punkt die gerade Linie AC befchreibt. 

Der Durchſchnitt eines bypozyfloidalen Zahnes, bei welchem 
der Durchmeffer des erzeugenden Kreifes dem Halbmeffer des 
Theilriffes feines Rades gleich ift, bildet demnach eine gerade 
Linie, welde nad) dem Mittelpunfte des Rades gerichtet ift, 


Anordnung und VBerzeichnung der Zähne. 


$. 206. Alle Zähne desfelben Rades erhalten eine gleiche 
Form und gleiche Dimenfionen, Es würde in der That unmög- 
lich fein, zwei Räder mit. verfchiedenen Anzablen von Zähnen 
berzuftellen, welche gehörig ineinandergriffen, wenn nicht alle 
Zähne des Einen Rades denen des anderen vollflommen gleich 
wären, 

Alle Zähne Eines Rades werben demnach von dem Mafchi- 
nenarbeiter nad) Ein und derſelben Schablone angefertigt, und 
in der Beftimmung der Form und der Dimenfionen dieſer ein- 
zelnen Schablone oder dieſes einzelnen Modells in Uebereinftim- 
mung mit den mecanifchen Effekten, weldhe das Rab hervorbrin- 
gen foll, befteht die Kunft der Verzeihnung der Radzähne. 

Die mechaniſchen Funktionen, welche die verzahnten Räder 
gewöhnlich zu verrichten haben, rebuziren fich auf die Mitthei— 
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lung von Arbeit unter einer vermehrten oder verminderten Ge= 
ſchwindigkeit. 
Wenn CD, DE ete. Bögen des Theilkreifes oder Theilriſſes 





eines Rades find, welche zwifchen ähnlichen Punkten unmittelbar 
aufeinander folgender Zähne Liegen, (und welche man die Thei— 
lungen des Rades nennt); fo leuchtet ein, daß alle diefe Bögen 
gleich fein müffen, da alle Zähne einander gleich und ähnlich ver- 
theilt find, fodaß ein jeder Zahn der beiden Räder, indem er 
vermöge der Berührung mit einem entfprechenden Zahne des 
anderen Rades vorübergeht, feine Theilung durch denfelben Raum 
CD über den Berührungspunft C des Theilfreifes hinausführt. 
Da nun die Theilung des Einen Rades über den Raum CD und 
die des anderen Rades über den Raum cd geführt wird, und bie 
Räder dur die Berührung ihrer Zähne ſich gerade fo bewegen, 
wie fie dies durch die Berührung ihrer Theilfreife in C thun 
würden; fo folgt, daß die Bögen CD und cd oder die Theilun- 
gen ber beiden Räder einander gleich find. Bezeichnen daher refp. 
r, und r, bie Halbmeffer der Theilfreife der beiden Räder und 
n, und n, bie Anzahlen der Zähne diefer Räder; fo find die Um— 
fänge ihrer Theilfreife vefp. gleih 2ur, und 2zur,, ferner ift 


2xr 
——2 oder 
n 


CD= Zar, ‚ed= 772, und man hat 2#Tı — 
— Na 
dan, (232) 
Ng 


72 
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d. h., die Halbmeffer der Theilkreife müffen fih wie bie Anzahlen 
ber Zähne der beiden Räder verhalten. 

Stellt ferner m, die Anzahl der Umdrehungen dar, welde 
das erfte Rab in berfelben Zeit macht, wo das zweite Rab m, 
Umdrehungen vollendet; fo wird Zur, m, der Raum fein, wel 
hen ein Punkt im Umfange des Theilkreifes des erſten Rades 
befchreibt, während ein folder im Umfange des Theilfreifes des 
zweiten Rades den Raum 2zr,m, zurüdlegt. Da fih die Rä⸗ 
ber aber gerade fo herumdrehen, ald wenn ihre Theilfreife mit- 
einander in Berührung wären; fo müffen fih alle Punkte in den 
Umfängen der beiden Theilfreife in gleichen Zeiten durch gleiche 
Räume bewegen; man hat daher Zur, m, =2nr,m,, ober, 


Tı — 

r. =) 

d. h., die Halbmeffer der Theilfreife verhalten fi umgekehrt, wie 

die Anzahlen der Umdrehungen der Räder in berfelben Zeit. 
Aus den Gleichungen (232) und (233) folgt ferner 


m _ RL 
— .(234) 
d. h., die Anzahlen der Umdrehungen, welche beide Räder in ber 
felben Zeit vollenden, verhalten ſich umgefehrt, wie die Anzahlen 
der Zähne derfelben. 


$. 207. Bei einem Syfteme von mehreren Rädern 
ift Die Anzahl der Umdrehungen des erftien Rabes in 
einer gewiffen Zeit gegeben; es ſoll die Anzahl der 
Umdrehungen des Testen Rades in derfelben Zeit bes 
ftimmt werben. 


Wenn ein von einem anderen Rabe getriebenes Rad an feiz, 


# — uner Are ein drittes Rab mit herum—⸗ 
9 F 
=. 3 
J35 — 
J ) * 





führt, welches wiederum in ein vier: 
tes Rad greift und bemfelben die Be— 
wegung mittheilt, wenn alsdann an 
der Are diefes vierten Rades ein fünf- 
tes befeftigt ift, welches in ein ſechstes 
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greift und fo fort; fo feien n,,Ng5N%35++.+7, die Anzahlen der 
Zähne der aufeinander folgenden Räder, melde ein aus » Paar 
ren beftehendes Räderwerf bilden. Während das erfte Rad ın 
Umdrehungen macht, vollende das zweite und dritte (welche, an 
Ein und derfelben Are befeftigt, fich zufammen umdrehen) deren 
m,, das vierte und fünfte (welche fi in gleiher Weife zuſam— 
men umdrehen) deren m,, bas fechste und fiebente deren m, und 
fo fort, fodaß das Teste oder 2pte Rad m, Umdrehungen macht, 
während das erfte fih m mal herumbdrebet. 

Da das erfte Rad von n, Zähnen das zweite Rad von n, 
Zähnen in Bewegung fest, und das erfte Rad m Umdrehungen 
macht, während ſich das zweite m, mal herumdrehet; fo hat man 


nah Gleihung (234) =, und da, während das dritte Rab 
2 


(welches fih mit dem zweiten zufammen herumbdrehet) m, Um: 
drehungen macht, das vierte deren m, vollendet; fo hat man 


ferner —— Ebenſo erhält man für die folgenden Räder 
1 4 


Mm; _N, M,_NRı _Mp __Rap-ı 
·— * — yııı — * 
My N: My Ng M.—ı Ngp 


Multiplizirt man alle diefe Gleichungen miteinander, und 
bebt die gleichen Faktoren in Zähler und Nenner gegeneinander 
auf; jo fommt 


oe Eh Woher ER ERAK — ....(235) 
m NyoNgrNgrrMop 


Die Faktoren in dem Zähler diefes Bruches bezeichnen Die 
Anzahlen der Zähne aller treibenden Räder, während die in 
dem Nenner die Anzablen der Zähne aller getriebenen Räder 
bezeichnen. 

Sind die Anzahlen der Zähne der erfteren Räder fämmtlich 
einander gleih und durch n, dargeftellt, und find ebenfalls die 
Anzahlen der Zähne der Tegtern einander gleich und durch n, 
dargeftellt; fo hat man 


(ht). (236) 
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Nachdem man die Anzahl der Zähne beftimmt hat, melde 
ein jedes Rad haben muß, damit durch die Vereinigung aller zu 
einem Räderwerfe eine verlangte Abänderung der Geſchwindig— 
feit erreicht werden könne; fo bleibt zunächft zu betrachten, welche 
Dimenfionen die Zähne erhalten müffen, damit fie ftarf genug 
find, um die Arbeit mit jener Gefhmwindigfeit fortzupflanzen, oder 
um ben Drud zu ertragen, welder die Mittheilung der Arbeit 
unter jener befonderen Geſchwindigkeit begleitet; alsdann find 
die Dimenfionen des Rades felbft zu beftimmen, welche biefen 
Dimenfionen der Zähne und ihrer gegebenen Anzapl entfprechen. 


$. 208. Beftimmung der Theilung eines Rades, 
wenn man die von demfelben überzuführende Arbeit 
fennt, 


Wenn U die Anzahl der Arbeitseinheiten, welche das Rad 
in der Minute überführen fol, m die Anzahl der in der Minute 
zu macenden Umdrehungen, n die Anzahl der Zähne, T die 
Theilung des Rades in Fußen, P den Drud auf jeden Zahn in 
Pfunden bezeichnet; fo ſtellt nT den Umfang des Theilfreifes 
oder Theilriffes in Fußen und mnT den Raum in Fußen bar, 
weldhen der Legtere in ber Minute befhreibt. Da nun U die 
Arbeit ausprüdt, welche durch diefen Raum in der Minute über- 


geführt wird; fo iſt * der mittlere Druck, unter wel—⸗ 


dem die Arbeit verrichtet wird (F. 50), und man hat, wenn 
man biefen Drud mit P bezeichnet, 
U 
P= 1 SO 

Die Theilung T würde offenbar gleich der doppelten Stärfe 
oder Die eines jeden Zahnes fein, wenn bie Zwifchenräume zwi— 
ſchen den Zähnen der Stärfe der Zähne gleih wären. Damit bie 
Zähne der beiden Räder mit Leichtigfeit ineinandergreifen, ift es übri- 
gens nothwendig, daß die Theilung des Rades die doppelte Stärfe 
eines Zahnes um eine Größe überfchreitet, welche je nach ber 
Genauigkeit der Konftruftion des Rades zwifchen ’ und „4 je⸗ 


ner Breite variirt. 
22 
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Da die Theilung T von ber Stärfe des Zahnes, und die 
Stärfe des Zahnes nad der Theorie der Feftigfeit der Materia- 
lien von dem auszuhaltenden Drude P abhängt; fo fieht man, 
daß die Größe T in der obigen Gleihung eine Funktion von P, 
oder umgekehrt P eine Funktion von T ift. Diefe Funktion kann 
nach den Verfuhen von Morin (f. die Tabelle am Ende diefes 
Paragrappes) in der Form 


=cV P.... (238) 


angenommen werben, worin c eine Konftante bezeichnet, deren 
Betrag von der Beichaffenheit des Materiales, aus welchem der 
Zahn befteht, abhängig if. Eliminirt man zwiſchen biefer und 
der vorhergehenden Gleichung die Größe P; fo ergibt fi 


3 
8/0 
T-yX «0. (238) 


Wenn die von der Mafchine fortgepflanzte Arbeit in Pfer- 
befräften angegeben ift, und man nimmt Eine Pferdefraft zu 
510. Arbeitgeinheiten in der Sekunde oder zu 30600 Arbeitsein- 
heiten in der Minute an (ſodaß 1 Pferdefraft in der Sefunde 
—540Punt x Eu6 gefegt wird, was mit der franzöfifhen Annahme 
yon 75Kil.x mit. ſehr nahe übereinftimmt); fo hat man, wenn die 
überzuführende Arbeit H Pferbefräften gleihfommt, U=30600H 
(in der Minute) zu fegen. Subftituirt man dieſen Werth in bie 


8 
vorftehende Gleichung, und bezeichnet die Konftante V 30600c* 
mit C; fo ergibt fi 


B — Ah 
7 yYWeH_cy/A 


Die folgenden Regeln find dem Aide-memoire de Meca- 
nique pratique par Morin (Hilfsbuch für praktiſche ai ae 
von Morin, überfegt von Holgmann) entlehnt: 

Menn man mit a die Breite oder Länge eines Zahnes pa- 
valfel zu der Are des Rades und mit b die Stärke ober Dide 
desfelben auf dem Theilfreife, beide Dimenfionen in rheinländi- 
fhen Fußen gemeffen, bezeichnet;. fo ift es für fortwährend ges 


RU) 
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fhmierte Räder vortheilhaft, bei einer Gefchwindigfeit bes Theil- 
freifes von etwa 5 Fuß in der Sekunde .........a=4b, 
bei einer größeren Geſchwindigkeit ............ 4-5b, 
wenn die Räder fortwährend naß — werben, ... a=bb 
anzunehmen. 

Wenn diefe Beziehungen zwifchen — Breite a und der 
Stärfe b ber Zähne ftattfinden; fo fann man für die abfolute 
Stärfe b derſelben bie folgenden Werthe nehmen, 


Re Zähne von Gußeifen ....... 5=0,002288/ P 
» » Bronze Fr rer b= — 
” » hartem Holze „er... b= 0 ‚003159 Y 


worin der Drud P, weldhen die Zähne auszuhalten — in 
köllniſchen Pfunden gegeben ſein muß. 

Für ſehr forgfältig ausgeführte Zähne macht man ben Zwi⸗ 
fhenraum zwifchen zwei Zähnen um „, größer, als die Stärfe 
b berfelben, alfo =(I+7)5=1,0675, und für weniger gut 
gearbeitete Zähne, macht man diefen Zwifchenraum um „I, größer, 
als die Stärfe der Zähne, alfo = d+7pb=1,1b, ſodaß die 
Theilung in diefen beiden Fällen refp. T=2,0675 und T=2,15 
beträgt. Subftituirt man in diefe Ausdrüde die obigen Werthe 
von b; fo erhält man zur Beftimmung der Theilung T dur 
die Gleichungen (238), (2382) oder (239) für den Koeffizienten 
c die nachſtehenden Werthe. 











BWerthe von c 
Material der Zaͤhne fuͤr ſehr gut ge⸗ fuͤr weniger gut 
arbeitete Zaͤhne gearbeitete Zaͤhne 
| Bußeifen ... 222... 0,004729 0,004805 | 
ar 0,005899 0,005993 | 
[hartes Holz ....... | 0,006529 | 0,006634 J 
| 


$. 209, Beftimmung des Halbmeffers des Theils 
freifes oder Theilriffes eines Rades, welches n Zähne 
von einer gegebenen Theilung enthalten folL. 


Die Sehne AMB des Bogend AB ftelle die Theilung T 
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des Rades dar; AC=R fei der Halbmeffer des 
Theilfreifes und n die Anzahl der auf dag Rad 
zu fchneidenden Zähne, 

Da der Umfang des Theilfreifes ebenfo viel 
Theilungen, als Zähne, enthalten muß; fo ift der 
von einer jeden Theilung überfpannte Winfel 


ACB gleich S®, Ferner if 





T-2AM= 2AT.sinyACB=2Rsin— ; mithin 


T 
= .... (240) 


2 sin — 
n 





Wenn n fehr groß iftz fo ift sin — fehr nahe =— und 
man bat alsdann fehr nahe 


nT 
B= 2x 
Diefer Werth fürR ift fogar dann vollfommen richtig, wenn 
man unter ber Theilung des Rades nicht die Sehne bed Bogens 
AB, fondern die Länge dieſes Bogens felbft verficht. 


$. 210. Anfertigung der Schablone zu einem Epis 
zykloiden-Zahne. 
Nachdem man lieh ber vorhergehenden Sätze die Theis 
lung des Rades und den Halbmeffer 
pe des Theilfreifes beftimmt bat, be— 
fhreibt man anf einem dünnen Brette 
von Eichenholz oder auf einer Me— 
tallplatte einen Bogen bes Theilfreis 
fes, und durchſchneidet das Brett mit 
einer feinen Säge längs dem Umfange 
diefes Kreisbogens, ſodaß man zwei 
Stüde erhält, von denen das Eine, 
EF, dur eine fonfave und bag 
andere, GH, durch eine fonvere 























Kante begrängt ift. 
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Darauf befhreibt man auf einem zweiten Brette oder auf einer 
zweiten Platte, aus welchem die Schablone gefertigt werben foll, 
ebenfalls einen Bogen MN des Theilfreifes und befeftigt das 
Stüf GH auf diefem Brette fo, daß feine Freisförmige Kante 
mit dem Bogen MN zufammenfällt. Alsdann nimmt man eine 
freisrunde Scheibe D aus Holz oder Metall von den Dimenfios 
nen, weldhe man dem erzeugenden Kreife der Epizyfloide zu ges 
ben beabfichtigt, und befeftigt an derſelben eine Stahlfpike P, 
welche auf der unteren Seite ein wenig vorfteht und genau in 
den Umfang der Scheibe fällt. Nachdem man auf dem Bogen 
MN bie Stärfe AB des Zahnes abgefegt hat, ſodaß biefe dop— 
pelte Stärfe, plus „2, oder „4 derfelben Cie nad) der zu erzie— 
enden Genauigfeit) die Theilung des Rades ausmacht; fo läßt 
man die Scheibe D auf der fonveren Kante GK des Brettes 
GH rollen, indem man bdiefelbe Teicht gegen die Fläche des 
Brettes drüdt, auf welcher der Bogen MN befchrieben ift und _ 
aus weldher die Schablone gefchnitten werben foll: hatte man 
nun zuvor die Stahlfpige in den Punft A gebracht; fo wird die— 
felbe bei diefer Bewegung der Scheibe, D auf der Fläche MN 
einen Epizyfloidenbogen AP befchreiben. 

Ebenfo befchreibt man einen Epizpfloidenbogen BE durd) 
den Punft B, welcher den erfteren durch den Punft A befchrie- 
benen in E trifft. 

Hierauf entfernt man das Brett GH, und befeftigt auf der 
Flähe MN das andere Brett EF fo, daß feine fonfave Kante 
mit dem Kreisbogen MN zufammenfällt. Befchreibt man nun 
mit der Stahlfpige P im Umfange der Scheibe D, indem man 
die Legtere auf der fonfaven Kante von EF Ein Mal von A 
gegen M, und Ein Mal von B gegen N binrollt, zwei Hypozy— 
Floidenbogen AI und BH, welche durd die Punkte A und B 
geben; fo ftellt IEH die Form eined Zahnes dar, mwelder ($. 
204) mit einem ähnlich gebildeten Zahne irgend eines ande- 
ven Rades gehörig zufammengreifen wird, vorausgefegt, daß die 
Theilung auf beiden Rädern glei angenommen ifl, und daß 
man fih zur Befhreibung der Kurven auf dieſen bei- 
den Rädern desfelben erzeugenden Kreiſes D bedient 
bat. Die außerhalb des Theilfreifes Tiegende Fläche AEB des 
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Zahnes nennt man feinen Kopf und die innerhalb des Theilfrei- 
ſes liegenden Flächen AI und BH feine Seiten. 


$. 211. Befimmung der Höhe eines Epizyfloiden- 
zahnes über dem Theilfreife. 


Nachdem im vorigen Paragraphe die Beftimmung der Form 
ber Zähne augeinandergefegt ift, bleibt noch die Höhe anzugeben, 
in welcher diefelben abgefchnitten werben müffen, bamit fie all- 
mählig die Arbeit von einander übernehmen und unter den zur 
Mittheilung der Arbeit und zur Erhaltung der. Zähne günftigften 
Umftänden aufeinander fortpflanzen können. 

Was die größte Krafterfparung bei der Mittheilung der 
Arbeit betrifft; fo ift es aus weiter unten anzugebenden Grün- 
den Gebraud, zu verhüten, daß ein Zahn des Einen Rades eher 
mit einem Zahne des anderen Rades zufammentrifft, als beide 
Zähne im Begriffe find, dur die Mittellinie zu gehen. Diefe 
Bedingung fann in allen Fällen, wo die Anzahl der Zähne an 
feinem ber beiden Räder fehr Hein ift, durch eine angemeffene 
Einrihtung der Höhe der Zähne erfüllt werben. 

Es feien zwei Zähne der beiden Räder in dem Punkte A ber 
Berbindungslinie CD 
der beiden Mittel- 
punkte miteinander in 
7 Berührung, und das 
Im Rad, deffen Mittel- 
57 punkt C if, fei das 

7 treibende. Wenn AH 
einen Theil des Um— 
= fanges des erzeugen- 

> genden Kreifes ber 
Zähne darftellt; fo werden nad $. 204 die Punkte A und B, in 
welchen biefer Kreis die Köpfe der Zähne O und K des treiben- 
den Rades burchfchneidet, Berührungspunfte mit den Seiten ber 
Zähne M und L des getriebenen Rades fein, Da nun ein jeder 
Zahn erft dann in Thätigfeit treten fol, wenn er in die Mits 
tellinie fommt; fo Teuchtet ein, daß ber Zahn L von dem Zahme 
K von dem Augenblide an, wo ihre Berührung in der Mittel 
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linie ftattfand, bis zu dem Augenblide, wo fie in die durch die 
Figur dargeftellte Lage gekommen find, oder wo der Kopf des 
nächſten Zahnes O des treibenden Rades mit der Seite des näch— 
ſten Zahnes M des getriebenen Rades durch die Mittellinie geht, 
getrieben werden muß, und ba in diefem Augenblide der Zahn 
O das Gefchäft des Treibens übernehmen, und der Zahn K von 
demfelben befreiet werben foll; fo fann der ganze Theil des Tep« 
teren Zahnes, welcher über den Punft B hinausliegt, hinwegge— 
nommen werben: wird aber diefer Zahn folchergeftalt wirklich 
abgefürzt; fo wird der Zahn K in jenem Augenblide der Beide: 
gung offenbar außer Berührung fommen und die ganze Treib- 
fraft an den Zahn O abtreten, wie es verlangt wurde. 

Um alfo die Schablone des Zahnes in der zur Erfüllung der 

obigen Bedingungen geeigneten Höhe 
— abzuſchneiden, braucht man nur Aa 
gleich der Theilung des Rades anzu— 

* Fr nehmen, und den Umfang des erzeu- 
genden Kreifes fo zu legen, daß er 
mit feiner fonveren Krümmung die 
fonvere Seite des Bogens MN im 
Punkte a berührt; der Durchſchnitts— 
punft e diefes Kreifes mit dem Kopfe 
AE des Zahnes wird alsdann ben 
legten wirfenden Punkt des Zah— 
nes ergeben, und wenn man aus dem Mittelpunfte des Theil: 
freifes einen Kreisbogen befchreibt, welcher durch jenen Punft 
e gebt; fo kann der ganze jenfeit diefes Bogens Tiegende Theil 
des Zahnes hinmweggefchnitten werben. 

Die Höhe des Zahnes des zweiten Rades, welches mit dem 
erfteren zufammenarbeiten fol, fann auf ähnliche Weife beftimmt 
werben. 

Der nad dem Borftehenden beftimmte Punfte wird in eini— 
gen Füllen über das Auferfte Ende E ded Zahnes binausfallen, 
In ſolchen Fällen ift es natürlich unmöglih, den Zahn in einer 
folhen Höhe abzufchneiden, daß er die geftellten Bedingungen 
erfüllt, d.h., daß er nur dann erft treiben fol, nachdem er durch 
die Mittellinie gegangen ift. 
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$. 212. In dem vorhergehenden Paragraphe ift angenom- 
. men, daß mit Ein und demfelben erzeugenden Kreiſe Die ganzen 
Dberflächen der Zähne der beiden Räder befchrieben feien, Zum 
gehörigen Jneinandergreifen der Zähne ift es übrigens nicht 
nothwendig, daß man zur Befchreibung der ganzen Oberflächen 
ziveier Zähne, welche zufammenarbeiten follen, denfelben Kreis 
annimmt; es ift nur erforderlich, daß der erzeugende Kreis für 
jede zwei Theile der beiden Zähne, welche wirklich miteinander 
in Berührung fommen, derfelbe ſei. Wenn 3. B. die Seite 
bes treibenden und der Kopf des getriebenen Zahnes, wie in der 
Figur (wo das obere Rad das untere treibt) bei P miteinander 





in Berührung find; fo müffen diefe Seite des Einen und diefer 
Kopf des andern Zahnes refpeftive eine Epizyffoide und eine 
Hypozyfloide von Ein und demfelben erzeugenden Kreife fein. 
Ebenfo, wenn der Kopf eines treibenden und die Geite eines 
getriebenen Zahnes fi bei Q, berühren, müffen biefelben von 
Einem erzeugenden Kreife befchrieben fein. Es ift aber offenbar 
gleichgültig, ob der erzeugende Kreis in dem erften Falle dem 
im zweiten Falle gleich fei, oder nicht. 

Nah einem faft überall üblihem Gebraud bedient man ſich 
zur Konftruftion der Zähne für zwei ineinandergreifende Räder 
zweier verfchiedener erzeugender Kreife, indem man den Durd- 
meffer des erzeugenden Kreijes für die Köpfe der Zähne des 
Einen Rades gkeih dem Halbmefjer des Theilfreifes des an- 
deren Rades annimmt. 
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Nennt man alfo die Räder A und B; fo werben bie epizy- 
Hoidifchen Köpfe der Zähne von A und die entfprechenden hypo- 
3yHoidifchen Seiten der Zähne von B dur einen Kreis erzeugt, 
beffen Durchmeffer gleih dem Halbmeffer des Theilfreifes 
von B ift. Die bypozyfloidifhen Seiten der Zähne von B wer- 
den bierdurh gerade Linien, welche in bie Richtungen ber 
Halbmeffer diefes Rades fallen ($. 205). Ebenfo werden bie 
epizyfloidiichen Köpfe der Zähne von B und bie entfprechenden 
bypozyfloidifchen Seiten der Zähne von A durch einen Kreis er- 
zeugt, deffen Durchmeffer gleih dem Halbmeffer des Theilfreifes 
von A ift, fodaß die bypozyfloidifchen Seiten der Zähne von A 
ebenfalls gerade Linien werden, beren Richtungen die der Halb- 
meffer des Rades A find. Bei diefer Anwendung von zwei ver: 
fhiedenen erzeugenden Kreifen werden die Seiten der Zähne an 
beiden Rädern gerade Linien, und nur die Köpfe werben ge- 
frümmt. Der Grund für die Annahme diefer befonderen Wertbe 
für die Durchmeffer der erzeugenden Kreife fcheint fein ander 
zu fein, als die Bequemlichkeit, welche die Konftruftion einer 
geraden Linie vor der einer Kurve barbietet. Eine genauere 
Betrachtung dieſes Gegenftandes lehrt jedoch, daß in dem vor- 
ftebenden Berfahren in der That Feine große Erleichterung 
liegt. Zuvörberft wird dadurch die Anwendung und Anfertigung 
zweier verfchiedener erzeugender Kreife oder Scheiben nothwen- 
dig gemadt, während ein einziger erzeugender Kreis genügt ha— 
ben würde, wenn man die Seiten der Zähne nah Hypozyfloiden 
fonftruirt hätte. Jene Methode führt übrigens eine noch größere 
praftifche Unbequemlichfeit mit fih. Zwei nad dem obigen Ber: 
fahren fonftruirte Räder A und B werden nämlich nur mitein- 
ander und feines von beiden wird mit einem Dritten Rabe C, 
welches eine verfchiedene Anzahl von Zähnen mit ebenfalls gera= 
den Seiten oder einen verſchiedenen Theilfreis hat, gehörig ar- 
beiten fönnen, felbft wenn die Theilung des legteren der von A 
und B glei wäre. Denn damit A gehörig mit C zufammen- 
greifen Fönnte, müßten die Köpfe feiner Zähne mit einem er- 
zeugenden Kreife befchrieben fein, beffen Durchmeſſer gleich dem 
Halbmeffer von C wäre; diefelben find aber mit einem Kreife 
befchrieben, deſſen Durchmeffer gleich dem Halbmeffer von B ift, 
und demnach, findet fih die Bedingung zu einer gleihförmigen 
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Bewegung nicht erfüllt. Nimmt man dagegen an, baf die epi- 
zykloidiſchen Köpfe und die hypozykloidiſchen Seiten aller Zähne 
von A, B und C mit Ein und demfelben erzeugenden Kreife 
befchrieben feien,. und daß alle drei Räder biefelbe Theilung ha— 
ben; fo leuchtet ein, daß irgend Eines derſelben mit irgend einem 
anderen gehörig zufammenarbeiten könnte. Demnach fann ber 
Mafchinenarbeiter durch die Anwendung Ein und besfelben er 
zeugenden Kreifes für alle feine Schablonen zu Radzähnen von 
berfelben Theilung die Räder fo Fonftruiren, daß ein jedes der— 
felben mit einem jeden anderen gehörig zufammengreifen wird. 
Außerdem gibt es viele Fälle, wo eine Anordnung, ähnlich ber 
vorftehenden, unerläßlich ift, fo 53. B,, wenn Ein Rab A die bei- 
den Räder B und C von verfchiedenen Theilfreifen umtreiben 
foll; nad der gewöhnlichen Art der Konftruftion würde eine folche 
Berbindung von drei verfchiedenen Rädern niemals gehörig in- 
einandergreifen. 

Da ein jeder beliebige gemeinfchaftliche erzeugende Kreis 
bei Herftellung der Zähne zu einer ganzen Reihe von Rädern 
der obigen Bedingung ein Genüge Teiftet; fo fann gefragt wer- 
den, ob fich Feine andere Betrachtung anftellen läßt, aus welcher 
fi die zwedmäßigfte Dimenfion für diefen Kreis ergibt. Aller: 
dings zeigt es fich als nothwendig, den Durchmeffer des erzeu- 
genden Kreifes auf eine folhe Länge zu befchränfen, welche den 
Halbmeffer feines Grundfreifes nicht überfchreitet. Denn folange 
derfelbe unter diefer Gränze bleibt, hat die von ihm erzeugte 
Hypozyfloide eine folhe Fonfave Form, daß die Seiten des Zah— 
nes nad dem Mittelpunfte des Rades hinzu auseinander laufen, 
oder daß ſich die Grundflähe des Zahnes erweitert: überfchreitet 
derfelbe aber jene Gränze; fo werden die Seiten bes Zahnes 
fonver, feine Grundflähe zieht fi mehr zufammen und feine 
Stärke wird dadurch geſchwächt. Da biernah der erzeugende 
Kreis feinen größeren Durchmeffer, ald den Halbmeffer des Theil: 
freifes von irgend einem Rade des ganzen Räderwerfes haben 
follte; fo wird ber größte, welchen man annehmen bürfte, offen- 
bar ber fein, beffen Durchmeffer gleich dem Halbmeffer des Flein- 
ften Rades oder Getriebes wäre. Nun follte fein Getriebe we— 
niger als zwölf Zähne haben; demnady wäre der Halbmeffer des 
Theilfreifes eines Rades von der gegebenen Theilung, welches 
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zwölf Zähne enthielte, der Gränzmwerth für den Durchmeffer des 
erzeugenden SKreifes zu dem in Rebe ftebenden Räderwerke. 
Diefe Borfhläge find vom Profeffor Willis gemacht worden. 


$. 213. Berzeihnung der Kreisenolventen- Ber: 
zahnung. 

Wenn AD und AG die Theilkreiſe der beiden Räder ſind, 

welche ineinandergreifen ſollen; ſo zieht man durch 
den Berührungspunkt A derſelben eine gerade Li—⸗ 
nie FE, welde fih gegen die Mittellinie CAB 
unter irgend einem Winfel FAC neigt, deffen grö- 
fere oder geringere Weite einen fpäter zu erflären- 
den Einfluß auf die Wirkung der Zähne hat, wel- 
hen man aber in der Regel nicht Feiner, als 80°, 
annimmt. Hierauf befchreibt man aus den Mittelpunften B und 
C zwei Kreife eEK und /FE, melde die gerade Linie EF bes 
rühren, Diefe Kreife werben als Grundfreife für die Evolven⸗ 
ten angenommen, welde die Köpfe und Seiten der Zähne bilden 
fallen, da ihre Halbmeffer CF und BE in demfelben Berhält- 
niffe zu einander ftehen, wie die Halbmeffer CA und BA ber 
Theilfreife und demnach die Bedingung des $. 203 zum gehörigen 
Fneinandergreifen der Räder erfüllt fein wird, wenn die Durch— 
fhnitte der Zähne Evolventen jener beiden Kreife bilden. 

Es — in der nebenſtehenden Figur AG und AH Bögen 


der Theilkreiſe der beiden 
Räder und eE, FLeinan⸗ 
der entfprechende Theile 

5 der Rreife eEK und {FL 
W/ der vorhergehenden Fi- 
gur. Ferner fei aA bie 
Theilung der beiden Rä- 
ber. Durch die Punfte 
A und a befdhreibe man 


die — ef und mn bes Kreiſes eEK. Iſt nun 5b der 
Durchſchnittspunkt der geraden Linie EF mit der Enolvente mn; 
fo halbire man die Linie Ad in c, wenn bie Zähne an ihren 
Grundflächen auf beiden Rädern nahe diefelbe Stärfe haben, 
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oder man tbeile die Linie Ab in ce in dem Verhältniſſe dieſer 
Stärfen, wenn diefelben verfchieden find, und lege durch ben 
Punkt c eine Evolvente hg, welche der ef glei, aber nach ent- 
gegengefegter Seite gekehrt if. Scheidet man alsdann den obe— 
ren Theil des Kopfes des Zahnes efgh nad der Linie fg der— 
geftalt ab, daß derfelbe gerade bis an den Umfang des Kreifes 
fL reiht; fo erbält man die Schablone zu dem nad Kreisevol- 
venten gebildeten Zahne des Rades eE. 

Die Evolventenzäbne befigen zwei ausgezeichnete Eigenfchaf: 
ten, durch welche fie fih von allen übrigen Zähnen unterfcheiden, 
und vermöge welcher fie unter fonft gleichen Umftänden allen an« 
deren Zahnformen vorzuziehen find. Die erfte diefer Eigenfchaf- 
ten ift die, daß irgend zwei Räder, welche Evolventenzähne und 
diefelbe Theilung haben, ſtets gehörig ineinandergreifen werben, 
da die Formen ber Zähne eines jeden Rabes von denen der Zähne 
des anderen Rades ganz unabhängig if. Irgend zwei folder 
Räder mit Evolventen-VBerzahnungen werden fi genau fo ber- 
umdreben, wie fie es durd die wirkliche Berührung zweier Kreife 
thun würden, deren Halbmeffer man findet, wenn man die Mit- 
tellinie in dem Verhältniſſe der Halbmeffer der Grundfreife der . 
Evofventen theilt. Diefe Eigenfchaft haben die EvolventensBer- 
zabnungen übrigens mit den Epizyfloiden-Berzahnungen verſchie— 
dener Räder gemein, wenn alle Epi- und Hypozyfloiden der Teß- 
teren mit Ein und demfelben erzeugenden Kreife befehrieben find 
cs. 212). Die zweite nit minder wichtige Cigenfhaft der 
Evolventenzäbne, und welche diefelben von den Zähnen aller 
übrigen Formen unterfcheidet, ift die, daß fie immer glei 
gut ineinandergreifen, wie weit aud die Mittelpunfte. 
der Räder voneinander entfernt werden mögen, fodaß 
bie Wirfung der Zähne nicht gefhwächt wird, wenn die Aren 
der Räder dur die Abnugung der Zapfenlager verrüdt. werden. 
Die Richtigkeit diefer Behauptung begreift man leicht, wenn man 
unter AG und BH die Grundfreife der Zähne darftellt, und an- 
nimmt, daß ihre Mittelpunfte C, und C, um irgend einen 
Abftand auseinander gerüdt feien. Sind nun die Durdfchnitte 
mn und m’n‘ der Zähne beider Räder refp. Evolventen der 
Kreife AG und BH, und AB eine gemeinfchaftlihe Tangente 
an dieſe beiden Kreife, welche die Mittellinie C,C, in O 
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durchſchneidet; fo gebt aus $. 203 hervor, daß 
fih die beiden Räder durch das Jneinandergrei- 
fen ihrer Zähne gerade fo herumbewegen werben, 
wie fie es durch unmittelbare Berührung ber 
Kreife OE und OF thun würden. Die Formen 
dvder Evolventen mn und m’n’ find aber von dem 
\ =; /Abftande C,C, der Mittelpunfte der Räder ganz 
Mo unabhängig, und man fieht auch, daß das Verhält- 
— nuiß der Halbmeffer C,O und C,O der Theilfreife 
OE und OF, wenn fid) auch bei einer Berrüdung der Mittel- 
punfte ihre abfoluten Längen änderen, ftets Fonftant gleich dem 
Berhältniffe der Halbmeffer C,A und C,B der Grundfreife AG 
und BH bleibt. Hieraus folgt offenbar; daß ſich zwei Räder 
mit Evolventens Berzahnungen immer auf diefelbe Weife herum— 
drehen werben, wie weit auch die Aren diefer Räder voneinan- 
der entfernt werben mögen. 





Eingriff des Getriebes in eine verzahnte Stange 


$. 214, Beftimmung des Theilfreifes für das Ge- 
triebe. 


Wenn H den Raum, dur welchen die verzahnte Stange 
von einem jeden Zahne des Getriebes bewegt werben foll, und n 
die Anzahl der Zähne des Getriebes bezeichnet; fo wird „nH den 
Raum darftellen, durch welchen die Stange bei einer ganzen Um— 
drehung des Getricbes bewegt wird. Nun werden die Stange 
und das Getriebe durch die Wirfung ihrer Zähne gerade fo 
getrieben, als Dies durch unmittelbare Berührung des Theilfreis 
ſes des Getriebes mit der geraben Richtung der Stange gefche- 
ben würde, ſodaß der von der Stange bei einer ganzen Umdre— 
bung des Getriebes befchriebene Raum dem Umfange des Theil: 
freifes des Getriebes gleich fein muß. Sept man daher den 
Halbmeffer des Theilkreifes des Getriebes gleih R; fo hat man 


2zR=nH; alfo 


n 
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$. 215. VBerzeihnung der Zähne bes Getriebes, 
wenn bie der Stange gerade Linien bilden. Die Eigen- 
haften, welde nad $. 203 den Evolventen-Verzahnungen zus 
fommen, FERIEN offenbar Gültigkeit, welches auch die Größe 
der Halbmeffer der Theilfreife ber beiden Räder 
fein oder wie fehr biefelben auch voneinander 
abweichen mögen. Nimmt man nun an, ber 
Halbmeffer des Theilfreifes OF des Einen ber 
beiden Räder OF und OE werde unendlich; 
fo gebt fein Umfang in eine gerabe Linie über, 
| : welche durch die Richtung der Stange dargeftellt 
ng / wird. Während fo der Halbmeffer C,O des 
N Theilfveifes OF eine unendliche Länge annimmt, 
wird auch der Halbmeffer C,B des Kreifes BH, durch deſſen 
Abwidelung die Evolventenbögen für bie Zähne biefes Rades 
erzeugt find, und welcher zu dem erfteren C,A ein fonftantes 
Berhältnig hat, unendlih groß, ſodaß bie Evolventenbögen 
m'n' fih auf gerade Linien reduziren, die auf der geraden Linie 
BH, OF oder AB perpendifular ſtehen. Hiernad werden alfo 
die Durchfchnitte der Evolventenzähne des Rades OF, welches 
nun in eine Stange übergeht, gerabe (Fig. 1), und ftehen auf 
der Linie AB perpendifular, welche man erhält, wenn man durch 


den Punkt O eine Tangente an den — AC der Evol- 
Bi. ı. Big. 2 
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ventenzähne des Getriebes zieht. Wenn der Grundfreis AC 
der Evolventen-Berzahnung des Getriebes mit feinem Theilfreife 
zufammenfällt; fo wird die Linie AB der Richtung AP der 
Stange parallel, und die Durchſchnitte der Zähne der Stange 
nehmen eine auf ihrer Richtung perpendifulare Lage an (Fig. 2). 

Hierbei find bie Evolventenzähne des anderen Rades unvers 
ändert geblieben, und der Übergang des Theilfreifes des zweiten 
Rades in eine gerade Linie hat durchaus feinen Einfluß anf das 
gehörige neinandergreifen der Zähne beider. Man fieht alfo, 
daß die geraden Zähne einer verzahnten Stange mit den Evol- 
ventenzähnen eines Getriebes in der erwarteten Weife zufam- 
menarbeiten. In der That leuchtet ein, daß wenn man von bem 
Berührungspunfte P (Fig. 2) eines folhen Evolventenzahnes 
bes Getriebes mit dem geraden Zahne der Stange eine gerabe 
Linie PQ parallel zu der Richtung ab der Stange zieht, diefe 
Linie auf den Oberflächen beider Zähne im Punfte P perpenbi- 
fular ftehben und demnach in A den Kreis berühren wird, beffen 
Evolvente den Durchſchnitt des Getriebzahnes bildet; in demfel- 
ben Punfte A würde aber auch bie Seitenlinie der Stange ab 
jenen Kreis berühren, wenn fi beide vermöge ihrer gegenfeitigen 
Berührung bewegten, und man fieht, daß die zum gehörigen In— 
einandergreifen der Zähne nothwendige und hinreichende Bebdin- 
gung bes $8. 201 für foldhe Zähne einer verzahnten Stange und 
eines Getriebes erfüllt wird. 

Hiernach theile man den Umfang bes durch $. 214 beftimm- 
ten Theilfreifes in nm gleihe Theile, befchreibe über diefem Um— 
fange eine Evolvente, welche den Kopf des Getriebzahnes bilden 
foll, und nehme die Länge des Lesteren etwas größer an, als 
die Länge BP des Evolventenbogeng, welchen man durch die Abs 
widelung eines Fadens von ber Länge AP=H oder glei dem 
Raume, durch melden die Stange von einem jeden Zahne des 
Getriebes bewegt werben foll, erhält. Die geraden Zähne ber 
Stange werben in berfelben Länge abgefchnitten, und der Umfang 
des Theilfreifes des Getriebes und die innere Seitenlinie ad ber 
Stange um ein wenig mehr, als biefe Länge, auseinander gelegt. 

Diefer Iesteren Anwendung der Evolvente auf die Form 
des Getriebzahnes kann man ben Borwurf machen, daß ber Punkt 
P des geraden Zahnes der Stange, auf melden der erfiere wirft, 
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fortwährend derfelbe bleibt, da er durch ben Durchſchnitt ber 
geraden Oberfläche des Zahnes mit einer zu der Richtung der. 
Stange parallelen Linie AP beftimmt iſt. Diefer Vorwurf trifft 
jedoch den vorhergehenden Fall (Fig. 1) nicht, wo die geraden 
Seiten eines jeden Zahnes der Stange gegeneinander geneigt 
find, Durch die fortwährende Wirkung des Getriebzahnes auf 
einen einzigen Punft des Zahnes der Stange ift der Tegtere einer 
fehr bedeutenden Abnugung an feiner Oberfläche ausgefegt. 


$. 216. VBerzeihnung der Zähne bes Getriebes, 
wenn die der Stange gefrümmt find. 


Dies kann dadurch gefcheben, wenn man dem Zahne der 
Stange eine zyfloidifhe Form gibt, 





und den Zahn des Getriebes nach einer Epizyfloide bildet. Man 
überzeugt fih hiervon, wenn man ſich denkt, daß der Durchmefler 
des Kreifes, deffen Mittelpunft C ift (ſ. Die erfte Figur zu $. 204) 
unendlich werde, während die anderen beiden Kreife unverän- 
dert bleiben, .Srgend ein endliher Theil des Umfanges dieſes 
unendlichen Kreiſes wird dann zu einer geraden Linie. ft 
nun AE in der feitftehenden Figur ein fol 

we her Theil, und find PQ und PR, wie vor- 

Ep: hin, Kurven, welche durch einen Punkt P 

Yeini des Kreifes, deſſen Mittelpunkt D ift, be- 

ſchrieben werden, wenn Lesterer vefp. auf 
ii | dem Umfange AF und AE hinrollt; fo ftel- 

len diefe Kurven die Formen von Zähnen 

bar, welche den Kreis AF und den unendlichen Kreis AE ebenfo 
bewegen würden, wie Dies durch ihre unmittelbare Berührung 
in A geſchehen müßte ($. 209. Die KurvePQ wird aber offen- 
bar eine Epizykloide und die Kurve PR eine ZyFfloide fein. 
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Man fieht alfo, daß wenn der Kopf des Getriebzahnes die Seite 
des Zahnes der Stange treiben fol, nachdem beide durch die 
Mittellinie gegangen find, der Erftere eine epizyFloidifche und bie 
Letztere eine zykloidiſche Form haben müffe. Ebenfo kann gezeigt 
werben, wenn man ben erzeugenden Kreis APH auf die entge- 
gengefegte Seite von AE verlegt, daß wenn vor dem Durch— 
gange durch die Mittellinie die Seite des Getriebzahnes den 
Kopf des Zahnes der Stange treiben foll, die Erftere eine hypo— 
zykloidiſche und der Letztere eine zyHloidifhe Form haben müffe, 
wobei die Zyffoiden in den Köpfen und Seiten der Zähne nad 
entgegengefegten Richtungen gekrümmt find, Für den Durchmef- 
fer des erzeugenden Kreifes nimmt man gewöhnlich den Halb- 
meffer des Theilfreifes des Getriebes an, weil fi bierburd bie 
hypozykloidiſchen Seiten der Getriebzähne auf gerade Linien redu— 
ziren. Der Halbmeffer des Theilfreifes für das Getriebe wird 
wie in $.214 beftimmt, und die Zähne werden nad) der in $. 210 
angegebenen Methode beichrieben. 


Eingriff eines verzahnten Rades in einen Drilling. 


$. 217. Zumeilen wird die gewöhnliche Form des Getrie- 
bes durch einen fogenannten Drilling erfegt, welcher aus zwei 
freisrunden Scheiben beftebt, die durch zylindrifhe Stäbe oder 
Triebftöcde miteinander verbunden find. In diefe Triebſtöcke 





ı 
- 


25 
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greifen die Zähne des Rades ebenfo, wie in die Zähne eines ge— 
wöhnlichen Rades oder Getriebes. 

Es leuchtet ein, daß die Zähne des Rades, welches mit dem 
Drillinge zufammenarbeiten foll, durch die zylindrifche Form der 
Triebftöcde beftimmt find, und man wird ihre krummen Flächen 
leicht dur das in $. 202 auseinandergefegte Verfahren Eonftrui- 
ren fünnen. 

Nachdem man nämlih den Durchmeſſer der Triebftöde in 
Übereinftimmung mit dem Drude, welchen diefelben auszuhalten 
haben, ferner die Durchmeffer der Theilfreife des Drillings und 
des Rades und auch die Theilung derfelben beftimmt bat; fo 
befchreibt man die Bögen AB und AG jener Theilfreife, und fegt 
auf denfelben von dem Berührungspunfte A aus (wenn die Zähne 

3 erſt in der Mittellinie mit den Triebftöden in 

: Berührung fommen follen, im anderen Falle 
von dem Punkte aus, wo dieBerührung zuerft 
erfolgt) die Theilungen Aa und Ab ab. Hier: 
auf entwirft man den Kreis ae, deffen Mittel- 
punft in AB liegt, deffen Umfang durch a geht 
und deſſen Durchmeffer gleich dem ber Trieb- 


ftöde ift, und theilt eine jede der Theilungen Aa und Ab in 
diefelbe Anzahl gleiher Theile (gewöhnlich in drei). Bon den 
Theilpunften A,a,;ß,... der Theilung Aa aus mißt man bie 
fürzeften Abftände der Kreislinie we, und befchreibt mit diefen 
Abftänden refpeftive aus den Theilpunften A,y,d,... der Thei- 
lung Ab Kreisbögen, welde einander durchfchneiden. Eine Kurve 
ab, welche alle diefe Kreisbögen berührt, wird alsdann die ge— 
fuhte Form des Radzahnes ergeben ($. 202). Die entgegenge- 
feste Kopffläche des Zahnes muß aus ähnlichen Mittelpunften 
befchrieben werden, und die Seitenfläcdhen desfelben müffen fo tief 
in den Theilfreis eingefchnitten werben, als es zur Aufnahme 
eines halben Triebftodes erforderlich ift, wenn berfelbe durch Die 
Mittellinie gebt. 





Beziehung zwifchen zwei Kräften P, und P,, welche an zwei 
verzahnten Rädern angebracht find, im Gränzzuftande des Gleich: 
gewichtes bei dem VBorwalten der Kraft Pı. 


$. 218. Es werden zuvörderſt die Gewichte der Räder 
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außer Acht gelaffen. B und C feien die Mittelpunfte der Theil« 
freife der Räder, A der Berührungspunft ber Lesteren, P ber 
Berührungspunft zwifchen zwei Zähnen in irgend einem Augen» 
blide der Bewegung, RP die Richtung des ganzen refultirenden 
Drudes auf die Zähne in ihrem Berührungspunfte, eines Drudes, 
welcher dem Widerftande des getriebenen Zahnes gegen ben treis 





benden Zahn glei und gerade entgegengefegt if, BM und CN 
Perpendifel von den Mittelpunften der Aren der Räder auf bie 
Linie RP, BD und CE Perpendifel von diefen Mittelpunften auf 
die Richtungen der Kräfte P, und P,. 
Sest man nun 
BD=a,, CE=a,, 
BM=m,, CN=m,, 
BA=r, CA=r, 
o, und o, reſp. gleih den Halbmeflern der Aren oder Zapfen 
der Räder, 
9, und @, refp. gleih den Reibungswinkeln zwifhen den Aren 
der Räder und ihren Lagern; 
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fo hat man nach Gleichung (158), da ſich die Kräfte P, und R 
an dem Nabe, deffen Mittelpunft B ift, bei dem Vorwalten von 
P, im Gränzzuftande des Gleichgewichtes befinden, 

my + (2) sinp, | R, 


(er "sing, R= 
3.241) 


worin L, die Länge der Linie DM bezeichnet, welde die Fuß— 
punfte der Perpendifel BD und BM verbindet. 

Ferner hat man, ba fi) die Kräfte R und P, an dem Rabe, 
deffen Mittelpunkt C ift, bei dem Vorwalten von R im Gränz- 
zuftande des Gleichgewichtes befinden, nach $. 164, wenn man 
dafelbft die Zweideutigfeit der Größe A berüdjichtigt, 


Er 3) sing, R— — ! aM: — (2-2) sing, | R, 


2 s 
‚+ (242) 
worin L, die Länge der Linie EN zwiſchen den Fußpunften der 
Perpendifel CE und CN bezeichnet. 
Eliminirt man zwifchen diefen beiden Gleichungen R; fo 
ergibt fi 





P,= 




















P,=()) — =. eb — P, .... (243) 


Nun bemerft man, daf die Linie AP, welde von dem Bes 
rührungspunfte A der Theilfreife nach dem Berührungspunfte P 
der Zähne gezogen wird, auf den Oberflächen der Leuteren im 
Punkte P normal ftebt, welches auch ihre Formen fein mögen, vor- 
ausgefegt, daß diefelben nach den Bedingungen des $8. 201 gehö— 
rig ineinandergreifen; ferner leuchtet ein, daß wenn der Berüb- 
rungspunft P bereits durch die Mittellinie BC gegangen ift, wie 
in der obigen Figur, derfelbe im Begriffe ſteht, auf der Fläche 
Pp des getriebenen Zahnes von dem Mittelpunfte C oder von 
P gegen p zu gleiten (wennſchon bei der wirklich erfolgenden 
Drehung der Räder in dem nächften Augenblide zwei Punfte Der 
Dberflächen der Zähne miteinander in Berührung kommen, welche 
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beide näher nad) © Tiegen) ſodaß fi die Reibung diefer Fläche 
in entgegengefegter Richtung oder von p gegen P äußert. Hier— 
aus folgt, dag die Richtung rP der Refultante diefer Reibung 
und des perpenbifularen Widerftandes aP des getriebenen Zahnes 
gegen den treibenden Zahn innerhalb bes Winkels aPp liegt, und 
daß biefelbe gegen die Normale aP unter einem Winfel aPr 
geneigt ift, welcher Dem Reibungswinfel gleihfommt ($. 141). 
Diefe Refultante ift aber aud dem refultirenden Drude zwifchen 
den Oberflächen der Zähne im Gränzzuftande bes Gleichgewichtes 
gleich und gerade entgegengeſetzt, und es folgt, daß der Winkel 
APR glei dem Reibungswinfel zwifchen den Berührungsflächen 
der Zähne iſt. Sest man baber 


p gleich diefem Reibungswinfel APR, 

»=AP, 

9 gleich dem Neigungswinfel von AP gegen die Mittellinie BC, 
d. i. hier gleich dem fpigen Winfel CAP, welden bie Linie 
AP mit dem Halbmeffer CA des getriebenen Rades ein» 
ſchließt, 

und zieht durch A die Linie An perpendikular auf PR und Die 

Linie sAt parallel zu PR; fo hat man 


m, —=BM=Bt-HM=Bt-+An=BA.sinBAt-HAP.sinAPR, 
oder, va BAt=BOR=CAP+APR=9+9 ift, 
m, =r,sin(d-+-p)-+Asingp.... (244) 


Ferner hat man 

m,=CN—Cs—sN=Cs—An=CA.sinCAs—AP.sinAPR, 

oder, da As parallel zu PR, alfo CAs=BOR=9+9 ift, 
m, =r,sin (9-9) —4sing .... (245) 


Subftituirt man diefe Werthe für m, und m, in die vorberge: 
hende Gleichung; fo erhält man 


r,sin(9-+Qp)+4 sin +) ka: 9, 


— — P, ... (246) 
L [2 ⸗ 
r,sin(d-+p)— 7 sin o-(%,° ) sin@g 








P,=(& 


358 Gleichgewicht zweier Kräfte, &. 219. 


$. 219. Bei der vorftehenden Unterfuchung ift angenommen, 
daß der Berührungspunft P der Zähne bereits durch die Mittel: 
linie gegangen fei oder fih hinter dieſer Linie befinde. Nimmt 
man jest an, der Berührungspunft P fei noch nicht burd die 
Mittellinie gegangen oder befinde fih vor berfelben; fo Teuchtet 
ein, daß berfelbe in diefem Falle im Begriffe fteht, fih auf ber 





Oberflähe pPg des getriebenen Zahnes dem Mittelpunfte C 
entgegen ober von P gegen gq zu bewegen, während er fi in 
dem früheren Falle von dem MittelpunfteC hinweg oder von P 
gegen p zu bewegen ftrebte. In dem vorliegenden Falle äußert 
fih alfo die Reibung der Fläche des getriebenen Zahnes in der 
Richtung gP, und hieraus folgt, dag in dieſem Gränzzuftande 
des Gleihgewichtes die Richtung des Widerftandes R des getrie- 
benen Zahnes gegen den treibenden Zahn auf der anderen Seite 
der Normalen APQ Tiegt, indem fie ſich gegen diefelbe unter 
einem Winfel APN, gleich dem Reibungsmwinfel, neigt. Die 
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Neigung von R gegen die Normale APQ ift demnach in beiden 
Fällen diefelbe; aber ihre Lage in Beziehung zu dieſer Linie fällt 
in dem Einen Falle auf die Eine und in dem anderen Falle auf 
die andere Seite derfelben. 
Macht man nun diefelbe Konftruftion, wie vorhin, und be- 
zeichnet mit 
p den Reibungswinfel APN oder QPR, mit 
% die Linie AP und mit 
9 den Neigungswinfel von AP gegen die Mittellinie BC, d. i. 
bier den fpigen Winfel BAP, melden die Linie AP mit 
dem Halbmeffer BA des treibenden Rades einſchließt; 
fo hat man 


m, =BM=Bt+tM=Bt++An=BA.sinBAt-+AP.sinAPO, 
oder, va BAt=BOR=BAP—APO=#—p if, 
m, =r, sin(#" —g)--Asing. 
Ferner hat man 
m, =CN=0s-—-sN=Cs —- An=CA .sinCAs— AP.sin APO, 


oder, da As parallel zu PN, alfo CAs=BOR=BAP-APO 

=» —op il, 
m, =r,sin(# — ꝙ) —Asing. 

Subftitwirt man diefe Werthe für m, und m, in die Gleichung 

(243); fo wird diefelbe 


a r,sin(@®’—g)+sinp+(® * )sin9; 
P,=(— - — |P,....(240) 


21/ (r,sin(d’--p)— ising— (22 )sin 92 


Diefer Ausdrud unterfheibet fid von dem früheren (Glei— 
chung 246) nur dadurch, daß darin in den erften Gliedern des 
Zählers oder Nennerd d—g ftatt 99 fteht. 

Bezeichnet man übrigens mit 9 in beiden vorftehenden Fäl— 
fen den Winfel CAP, welchen die Linie AP mit bem Halbmeffer 
CA de8 getriebenen Rades bildet, gleichviel ob berfelbe fpie 
oder flumpf ift, oder ob die Berührung ber Zähne hinter oder 
vor der Mittellinie ftattfindet; fo fieht man, daß weil %=-BAP 
—rx —- CAP=r—8, alſo Y-—-g=nr—9—p=n—(#+9) 
und demnach sin (# — Yy)=sin (X —(#+M]=sin(d+9p) if, in 
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beiden Fällen die Formel (246) die verlangte Beziehung zwiſchen 
den Kräften P, und P, im Gränzzuftande des Gleichgewichtes 
bei dem Vorwalten von P, ergibt. 

Dividirt man den Zähler und Nenner des Brudes in diefer 
Formel mit sinC®--g), und fondert die Faktoren r, und r, ab; 
fo erhält man 





singt (9) sing, 
a BEI 
p = (zı03 r,sin(#-+9) Eu 
: — 
"20 sing 9a) sing, 
— es 2 
r,sin®+g) 
oder wenn man bie angedeutete Divifion wirklich ausführt, und 
alle Glieder vernachläffigt, welche von den fehr Fleinen Größen 
sing, SiINP;;> — mehr, als Eine Dimenſion, enthalten, 





2? 


_ a — +, singt ll sing, + 3sinp, 
= arg —— sn@+9) a 


4 
...,(2408) 9) 
Wenn der Winkel 9 ftumpf nd =r— 9 ift, ſodaß man 
sin(®-+-g)=sin(#"—g) bat; fo ift der Werth von P, für eine 
gleiche abfolute Neigung der Linie AP gegen die Mittellinie BC 








*) Wenn man in biefer Kormel die Reibungen an den Axen B und C ber 
Räder vernadhläffigt; fo reduzirt fich — auf 


24275 Asin 
— 44 — sin($+9p) Pr | 


Sept man alsdann re 9-+- cos#.sing, und vernad: 
läffigt das Glied cos S. sin ꝙ gegen sin#.cosy, da der Winkel 8* immer feht 
nahe gleich einem rechten und der Winkel p immer fehr Elein ift; fo erhält man 


__Mgrı Atangop | 
1+(+ ler ans (Pr 


arg 
ober wenn man ben — tangp mit f bezeichnet, 


_ Mr, nr 
ph + 7172 Rle, 


in welcher Abkuͤrzung man die von Poncelet zuerſt gegebene Formel erkennt. 
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immer größer, als wenn der Winkel 9 fpis und —=9 wäre. 
Hieraus folgt, daß der Widerftand, welchen die Reibung an den 
Zähnen und an den Zapfenlagern der Bewegung entgegenfegt, 
größer ift, wenn die Berührung der Zahne vor der Mittellinie, 
als wenn fie in einem gleichen Winfelabftande hinter diefer Linie 
ftattfindet, ein Sat, welcher durch die Erfahrung aller praftifchen 
Mafchiniften beftätigt ift. 


$. 220. Beziehung zwifchen der treibenden Kraft P,, welche 

an dem Einen, und dem Widerftande Pe, twelcher an dem anderen 

Made angebracht ift, im Gränzzuftande des Gleichgewichtes, wenn 
anf die Gewichte der Näder Niückficht genommen wird. 


Zieht man die Gewichte W, und W, der Räder mit in Rech— 
nung, und nimmt an, daß diefelben im Vergleich zu den Kräften P, 
und P, gering ſeien; fo werben die Beziehungen zwifchen P, und 
R und zwifchen P, und R, da nun auf ein jedes Rad drei Kräfte 





* 
EN 


—— 
wirfen, durch Gleichung (163), ſtatt durch Gleichung (158), aud- 
gedrückt. Sest man daher in jener Gleichung W, und W, für 
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P, an die Stelle; fo ergeben ſich refp. für die beiden Räder, 
ftatt der Gleichungen (241) und (242), die folgenden, 


dee 








j M,W i 
) sin, R-+ 7. tesinp, 
„.(248) 





L ; ; 
Bez Im, — ( Fe) sinp, R— 2 3 onsinp, 
worin M, und M, gewiſſe Sunftionen bezeichnen, welche nad 
§. 166 durch die Neigungsmwinfel der Kräfte P, und P, gegen 
die Vertikale beftimmt find, 

Eliminirt man zwifchen diefen Gleichungen die Größe R, 
vernachläffigt Glieder, welche mehr, als Eine Dimenfion, von 
sin, sinp, und sing, enthalten, und multiplizirt mit a, au; 
fo ergibt fid 1 


P,a, (m: — nt. sing, )—Pza,(mı+ Lat sing, ) 








M,W s M. W 
= mein m; @28inga +... (249) 


Subftituirt man hierin für m, und m, die Werthe aus ben 
Gleichungen (244) und (245); jo fommt 


P,a, \rzsin@®4+p) — sing — Data sin ga} 


—Pza, Ir, sin@+g)+ysinp-+ mu ' 





— ni r,0,8inpg, + * r 22 sin ꝙ. sin(#-+9)..(250) 
17] 2-2 


Nach $. 166 ift nun 


M 
pre / ’ 
Va ao ıs T@, COS! 95, 


worin d,, den Winkel, welden bie pofitine Richtung der 
Kraft P, mit der pofitiven Richtung der Schwere oder ber 
Kraft W, bildet, alfo aud den Winkel W,FP, und U,g ben 
Winkel RrF darftellt, welchen die pofitive Richtung bed Wi— 
derfiandes R des getriebenen Zahnes mit ber pofitiven Rich— 
fung der Schwere oder der Kraft W, bildet. 
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Nun fei in beiden Fällen, wo bie Berührung der Zähne 
entweder hinter oder vor der Mittellinie ftattfindet, fodaß 9 im- 
mer den Winfel bezeichnet, welchen die Linie AP mit dem Halb- 
meffer CA des getriebenen Rades bilbet, 


a, ber Winkel, melden das Perpendifel BD von dem Mittels 
punkte B auf die Richtung der Kraft P, befchreiben würde, 
wenn basfelbe durch die direfte Wirkung ber Kraft P, fo 
weit berumgedrehet würde, daß es mit ber pofitiven Rich— 
tung BF der Schwere zufammenfiele, ferner fei 

&, ber Winkel, welchen das Perpendifel CE von dem Mittel: 
punkte C auf die Richtung der Kraft P, befchreiben würde, 
wenn basjelbe dur die birefte Wirkung ber Kraft P, fo 
meit berumgebrehet würde, daß es mit ber pofitiven Rich« 
tung CG der Schwere zufammenfiele; endlich fei 

ß der Winkel, welchen die Mittellinie, BC befchreiben würde, 
wenn biefelbe durch bie direfte Wirkung des Widerftandes 
R des getriebenen Zahnes fo weit um ben Punkt B ge- 
drehet würde, daß fie mit der pofitiven Richtung BF ber 
Schwere zufammenfiele. 


Man fieht, daß diefe Winfel in einem jeden der vier Qua— 
dranten liegen Fönnen. In der vorflehenden Figur und in ber 
des $8. 219 ift der Winfel «, gleich dem fpigen Winfel DBF, 
der Winfel &, gleich dem überftumpfen Winfel ECG und ber 
Winfel 8 gleih dem ftumpfen Winfel ABF, und man bat 
demnach 

W. FP, =; —-DBF=5—e, und 
Ya, =RrF=BOR—-OBr=BOR—(z—ABP 
=BOR-ABF— z=9 +9 +B— x; alfo 


co8V,„=sine, und cos!',, —=—cos(d--p+P), und daher 


Nı=m, sine, —a;cos(® +-p9-+-P) 
1 
Ebenſo hat man für das zweite Rad, auf welches die Kraft 
P,, der Druck R des treibenden Zahnes und das Gewicht W, 
wirft, wenn man beachtet, daß der Drud R des treibenden Zah- 
nes dem Widerſtande R bes getriebenen Zahnes gleich, aber 
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direkt entgegengefest, ift, und daß der Pfeil in den obigen Figuren 

die Richtung des Widerftandes des getriebenen Zahnes und nicht 

die Richtung des Drudes des treibenden Zahnes darftellt, 
A 

42 


worin den Winkel P,GH, welchen die poſitive Richtung 
der Kraft P, mit der poſitiven Richtung der Schwere oder der 
Kraft W, bildet, und ı”,, den Winkel 706 bezeichnet, welchen 
die pofitive Richtung des Drudes R des treibenden Zahnes mit 
der pofitiven Richtung der Schwere oder der Kraft W, bildet. 
Hiernach bat man 


" „=P;,6GH=CEG+ECG=CEG+Qr —«,) 
=; +2=-,=22+4(7 a; ) und 
"s=rQG=a—RrF,d.i,dtaRrF=9+-9+ß—x war, 
=22—(9+9+P); alfo 


cos!” „=sin«a, und cosı”,„„—=cos(#®-+-gp--P), und daher 





Nı—m,sina, ta, cos(#-+p-F-P). 
2 
c.. M, M, : 
Diefe Werthe der Größen — und — ausgedrückt durch 
1 2 


die Winfel @,, @,, B und I-F, gelten nicht allein für Die in 
den Figuren dargeftellten befonderen Lagen der Räder und der 
Kräfte P, und P,, fondern aud für alle übrigen, und man bat 
daher allgemein, wenn man für m, und m, ihre Werthe aus 
den Gleichungen (249 und (245) fubftituirt, 


Mı —r,sinasin(®-H-p)-H sin «, sinp—a,cos (d-+p+ß) 
aı (251) 


| = —r3sinoasin(#+9)—?sin«,sing-tazcos (d-+-p-+B) 


Bernadhläffigt man die Größe Asinp gegen r,sin(9®--Yp) 
und gegen 7,sin(®-H-gp), was umfo eher gefheben kann, dba die 
erftere Größe bei ihrer Subftitution in die Gleichung (250) Glie— 
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der von zwei Dimenfionen in sinp und sinpr oder sing, er⸗ 
zeugt, und beachtet, daß in allen Fällen die Richtung von PR 
mit der Mittellinie BC einen Winfel BOR=9-+9 bildet, 
welcher fehr nahe gleich einem rechten ift, fest Demnach bei ber 
— auf ber rechten Seite der Gleichung (250) *4 


=; ‚ da der hieraus entftehende Fehler durch die Multiplika— 


tion mit sinp, und sing, fehr unbedeutend wird; fo werben bie 
Gleichungen (251) 


M i e 
Er =r,sine, ta, sinß, 
1 


— =r,sine, —a,5sinß. 
ü, 

Subftituirt man diefe Werthe in den erften Faktor der rech— 
ten Seite der Gleichung (250), und bezeichnet diefen Faktor mit 
Nr,rz; fo erhält man 


Arira⸗ — raoi (rısina,—-a;sinf)sing; Han Og(rgsinag— agsinf)sinpg, 


und wenn man mit 7,7, bivibirt, 


N" gıeing: (sina+ — ! sinß) + FT sin 8 sinß ) 
1 


....(252) 

Wenn die Richtung Einer der beiden Kräfte P, und P,, 

3. D. die von P,, eine Tangente im Berührungspunfte A ber 
Theilfreife der beiden Räder bildete; fo würde, wenn bie Berüh— 
dung der Zähne gerade in der Mittellinie, alfo im Punfte A 
ftattfände, die Richtung RP mit der von P, zufammenfallen, L, 
würde verfchwinden und der Ausdruck von N fdheinbar einen 
unendlihen Werth annehmen. Diefer Widerfpruch hebt fidh je 
doch, wenn man beachtet, daß alsdann gleichzeitig a, =r, und 


B=?2r—a,, alfo sind=—sin«, und daber sine, +-1sinß=o 
1 
sin«, —+ — sinß 
wird, a ee: — den Werth $ annimmt. Am den 
1 


wahren Werth diefes Ausdrudes für den angenommenen Fall zu 
beftiinmen, fo bemerkt man, daß wenn a,—r,, alfo die Richtung 
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der Kraft P, eine Tangente an bem Theilfreife bes Rades B 
wird, und die Berührung der Zähne in der Mittellinie BC, alfo 
in A, flattfindet, ſodaß auch PR eine Tangente an biefem Theil 
freife, und zwar im Punkte A, wird, ber Punkt M in A und ber 
Punkt D in den Umfang des Theilfreifes fällt, und bag mithin 
die Linie DM=L, eine Sehne des Theilfreifes darftellt. Diefe 
Sehne kann alsdann aber durch L,=?2r,sin4DBA=2r,sin} 
[22 — (ae, +9] =2?r, sin [r—%(a, +M]=?r, siny(e, +P) 
ausgebrüdt werden, und man hat demnach für biefen Fall, mo 
a,=r, iſt, 


f dı . 
— e⸗ _ sine,tsind ꝛ2sin( e.).eos . —ß) 
L 2r sinꝭ (+) 2r, sin$la, +P) 


= Frl —ß). 


Nimmt man nun an, daß die Richtung der Kraft P, den 
Theilfreis von B im Punfte A berühre, fest demnad a, =22—ß; 
fo bat man a, —B=2r—2ß, Ha, P)—=r—P, alfo cos$(a,—P) 
—=cos(r — B)=—cosß, und der Werth von N würde für Dies 
fen Fall 


No Wie ind; osg + Wazsinf: (sine, — #2 sin‘) 
r, L, Ya 
werben. 


Subftituirt man jegt Nr,rz für den Faktor, melden dieſe 
Größe in der Gleichung (250) darftellt; fo ergibt ſich 





P,a, r,sin($d-+9)— sinp— nt sin 3 { 


—P,0, r,sin(®+)p+%sinp+ zus sing, { 
—=Nr, r,sin(#-+9) .... (253) 
Löſſt man dieſe Gleihung für P, aufz fo fommt 





18sing+ Pi ®1 sing, 








a, TıN 
el ed N a 
ars sing-+ 4202 singpz ising+ sing, 
2 


— „sin(® ) — r,sn&-+p) 
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- Wenn man die Divifionen wirklich ausführt, alle Glieder 
vernachläffigt, welche mehr, als Eine Dimenfion, von sing, singı, 
sing, enthalten, und dabei beachtet, daß N bereits von Einer 
Dimenfion in diefen fehr Heinen Größen iftz fo erhält man 


P,= 
I. N sing + FA sin, — 
ar); (+; an Ar Te ar E — 
— sin(®-+-9) — 


»... (254) *) 


*) Die vorftehenden Formeln, welche ſich auf die Gleihung (163), $. 166, 
gründen, find unter der in jenem Paragraphe angenommenen Borausfegung ent: 
widelt, daß die Gewichte der Räder, melde bort buch die Kraft Ps dargeftellt 
find, im Vergleich zu den übrigen auf die Räder wirkenden Kräften nicht fehr 
bedeutend feien. Iſt dies Lestere aber der Fall; fo kann man die Wurzelgröße 
der Gleichung (161) nah ber in der Note zu $. 171 angegebenen Weife ent: 
wiceln, wodurd man Formeln erhält, welche bei richtiger Anwendung nicht allein 
dann Gültigkeit behalten, wenn die Gewichte der Räder fehr groß find, fondern 
auch dann, wenn diefelben zu den übrigen auf die Räder wirkenden Kräften in 
beliebigen Verhältniffen ftehen. 

Man fege daher bie Wurzelgröße aus der Gleihung (161) nad der in ber 
Note zu $. 171 angenommenen Bezeichnung gleich 


0,828(P,a,cos43 + P, a2cos 2,5+P; a,) + 0,828:P; a,sin 2,34 Pzazsin 223). 


Zn diefem Ausdrude gilt das obere Zeihen —, wenn bie pofitive Richtung 
der Kraft P, zwifchen den pofitiven Richtungen der Kräfte Pk, und P, oder 
deren Berlängerungen liegt, und bas untere Zeichen —-, wenn bie pofitive Ric): 
tung der Kraft P, zwifchen der pofitiven Richtung der Einen und der Verlän: 
gerung ber anderen ber beiden Kräfte P, und P, liegt. Man kann biefe For: 
mel immer ald Näherungswerth für die in Rebe flehende Wurzelgröße annehmen, 
wenn man ſich mit einem Fehler begnügen will, der in dem ungünftigften Falle 
4 beträgt, ein Fehler, der auf das Endrefultat nur einen geringen Einfluß hat, 


wenn man beachtet, daß die Wurzelgröße in den fehr Eleinen Faktor gan? 
1 


multiplizirt ift. Bei der Anmendung biefes Ausbrudes ift übrigens forgfältig 
darauf zu achten, daß bie beiden Theile desſelben abfolut pofitive Größen dar: 
ftellen, daß alfo 


Pza, co8t,3 + Pza2 cos 143 + Pza, > 0 und au, wenn das obere Zeichen gilt, 
P, a, sinya — Pa a2sin 3 > 0 
fei, oder auch, daß 


P,;,+ (cos43 + * cos 43) Pa, > 0 und, wenn das obere Zeichen gilt, 


sin 43 — = sin 13 > 0 
1 
fei. 
Setzt man alfo 
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Multiplizirt man die beiden Seiten der Gleichung (254) 
mit a, Er fo erhält man 


r 
Pa .2— 
71 


1 1; #1: Lıo: . 
Ru He ten einnn || + 





084547, cos i A und ain tis 2} Sin aꝛʒ —B; 
fo muß man immer 
P,+AP,>0 ode P,> —AP, 
und B 0 | & 


haben. Kände irgend Eine diefer beiden Bedingungen nicht flatt; fo müßte man 
das entſprechende Glied des obigen Naͤherungswerthes mit dem entgegengefegten 
Zeichen nehmen, alfo refp. —P3—AP; ftatt +-Pz3--APz ober —B ftatt +-B 
fegen. Hinfichtlic der erften der beiden vorftehenden Bedingungen bemerkt man, 


daß nach der Bleihung (161) P, immer =.Pı —X ift, worin X eine abfo- 
lut pofitive Größe bezeichnet. Hierdurd) geht diefe Bedingung in 


Ps-tHa (HP, — X)>0 ober in 


.. (8) 


Pat Zr APı —AX>0 


über. Da ferner die obige Bedingung in allen Fällen erfüllt wird, wo A pofi: 
tio ift, und nur dann möglicher Weife nicht erfüllt werden Eönnte, wenn A nega: 
tiv, alfo — A pofitio wäre; fo fieht man, daß diefer Forderung unter allen 
Umftänden eine Genüge geleiftet wirb, fobald man 


Pa+ zZ APı > 0 ober Pa>— Z-APı....(b) 


hat, weil alsdann aud) Po+- AP,—AX ober P,--AP,>0 ift. Man 


erkennt aber auch, daß man, ohne dadurch einen bedeutenden Irrthum herbeizu: 
führen, die Bedingung ıb) für die erfte ber beiden Bedingungen (a) ganz an 


die Stelle ſetzen kann; denn wenn auch nicht nothwendig für P,+ ZA P, <0 
gleichzeitig Pa-+ AP, — AX oder P3-H-APz, <O ift, fobald A einen pofi- 


tiven Werth hat; fo wird doch, wenn wirklich, Pt AP, <0 und P,+ 
AP, >0O wäre, der Werth von P5,-+AP, hoͤchſtens um die Größe AX von 
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Nun fei Av ein fehr Heines Infrement des Winkels Y, um 
welchen fi das getriebene Rad von dem Augenblide aus, mo 


null verfchieden fein, und dba X im Vergleich zu P, immer gering fein wird; fo 
fieht man, daß es im Enbdrefultate Feinen weſentlichen Unterfchieb erzeugen würbe, 
wenn man das entiprechende Glied in dem obigen Näherungsausdrude wirklid) 
mit dem Zeichen — oder — nähme, während es eigentlid mit dem Zeichen 
— oder — genommen werben müßte, X ift nämlich immer von Einer Dimen: 
fion in sing, und ber Unterfchieb, welcher durch ein ſolches irrthümliches Zeichen 
im GEndrefultate entftehen Eönnte, würde von zwei Dimenffonen in sing, alfo 
von ber Art fein, daß er vernadjläffigt werben dürfte. 

Subftituirt man nun ben obigen Näherungsmwerth in die Gleichung (161); 
fo wird biefelbe nad) einigen Reduktionen 


er 
P— | 040,828 gsin9 (A -+-B) | P, +0,828 ER pr....(e 
1 
wenn in dem Gränzjuftande bes Gleichgewichtes die Kraft P, vormaltet, und 
ci. $. 164) 
1 * 
R=— . —0,828gsinp(A-+-B) P2— 0,8282 Ps... (d) 
1 1 


wenn in dem Graͤnzzuſtande des Gleichgewichtes die Kraft P, vorwaltet. 


Wendet man dieſe Formeln auf den Fall des vorſtehenden Paragraphes an; 
ſo erhaͤlt man ſtatt der Gleichungen (248) die folgenden, 


1 . sinp 
p, = [m +0,28 sing AB R+ Wo 
....(e) 
1 sin 
pP, —| m» — 0,8980, sin ?2 (As Ba) IR— 7 a u Ww, 
2 
Hierin hat man, wenn #5; und #3 reſp. bie Winkel bezeichnen, welche bie 
pofitive Richtung der Kraft P, und die pofttive Richtung des Wiberftandes R 
des getriebenen Zahnes mit ber pofitiven Ridytung ber Schwere bilden, und 23 
und 4, refp. die Winkel bezeichnen, melde, die pofitive Richtung der Kraft P, 


und die pofitive Richtung des Drudes R des treibenden Zahnes mit ber poſiti⸗ 
ven Richtung der Schwere bilden, 


m F MEET — WERRRE 
A, cost, + — B, = sin ı — 23» 
A, = cos st, c08 "gg, Be=sin!”,sF — 


Eliminirt man zwiſchen den Gleichungen (e) die Groͤße K, und vernachlaͤſ⸗ 
ſigt höhere Dimenſionen, als bie erſte, von sing, sin 9), sin 423 fo kommt 
P,aı N m, — 0,828 g, sin 92(As-+-Ba) I—-P:a, | m, -+-0,828 9, sin yı( Aı+-Bı) } 

— 0,828| ei sin gı m; W, —+- 0, sin 95 mı w,} .... (f) 


Nun hat man nad) den früheren Beziehungen (244) Fi (245) 
4 
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zwei Zähne zuerft miteinander in Berührung kamen, gedrehet hat. 

Da die linke Seite der vorftehenden Gleichung gleih P,a, rt 
1 


mr, sin (ð& ty) + Asinp und my —rgsin (& ) - Asingp, 


ferner cos a = sine, sin’ ga (0050, 
08 ga = —cos(I+y+P), sing = —sin (I+Yp-HP), 
und cos’ Sinag, sine‘ 3 (0504, 


cos gg cos(I—g+P) sing — —sin (d+P+P) 


Subftituirt man diefe Werthe in bie vorftehenden Formeln, und feat ꝰ 60 
überall dba, wo ber Sinus ober Kofinus biefer Größe in die Ausdrüde von 


A,, Bı, A, und B, eintritt, =; indem man erwägt, daß biefelbe von bie: 
fem Werthe immer nur fehr wenig verfchieben ift, und daß A,,B,, A,, B, ſchon 
Ein Mal in bie fehr Fleinen Größen sing, oder sin 9, multiplizirt find; fo er: 
hält man 
Ti 71 
A, —sine, +7z7sinß, Bi =cou, + z, cos 6. 
1 1 
6) 
A sing — — sin ß, B, — cos 2, + — cos ß, 
as a 


und aus (f), wenn man mehr, als Eine Dimenfion, von sing, sing, und sing, 
vernadhläffigt, | 
Pa, {rasin (+ +9) — A singp — 0,828 oz sin a (As +-Bz) } 
— Paag Iri sin (& ) -+A sing +-0,828 o, sin pı (Aı +Bı) } 
—= 0,828 (rz 9, sing Wı tr, 02 sin 9 Wa)sin(#-+-9)....(h) 
Die Bedingungen, unter welchen die Größen A, und W,; B,; A, und W,; B, 
reſp. pofitiv ober negativ genommen werben müffen, find 


Witz AıZo; BZ; 


W+424B 20; 0, 
ober abgekürzt, 
W; + (sin “+ sine) Z0; 008 az 005ß zo; 
0 
W.( sinaz—sinß 20; cos a9 2005870 


In bdiefen Werthen von B ift immer das obere Beihen 4 zu nehmen 
wenn bie pofitive Richtung der Schwere zwifchen den pofitiven Richtungen der 
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ift, und 2 Ay den Winfel darftellt, welchen das treibende Rad 
1 2 

befchreibt, während fih das getriebene Rab um den Winfel Ay 

drepet C. $. 209), und da mithin P, a, (7A Y) die Arbeit 


AU, ($. 50) ausbrüdt, welche die treibende Kraft P, Teiftet, 
während von dem getriebenen Rabe der Winkel Av befchrieben 
wird; fo hat man 


AU _ 
Av 


1 1, 1\. Lı01 . ’ 
Bat atr, sing + sing + singe |) 4A. 


Nimmt man nun den Winfel Ay unendlih Hein an, ſodaß 
bie Iinfe Seite biefer Gleichung der Differenzialfoeffizient von 


Kräfte P und R oder deren Berlängerungen liegt, unb bas untere Zeichen —, 
wenn jene Richtung zwifchen der pofitiven Richtung der Einen und ber rüdwärts 
verlängerten Richtung der anderen Kraft liegt. Ziele die pofitive Richtung ber 
Schwere gerade in bie Richtung Einer der beiden Kräfte P und R; fo würde 
das obere Beichen gelten: fiele biefelbe aber in die Verlängerung Einer dieſer 
Kräfte, fo würbe das untere Zeichen gelten. 

eoͤſtt man endlid die Gleihung (h) für P, auf, und rebuzirt gehörig; fo 
Eonımt 


2 sin p + 0,828fp, sin (A, -+Bı) 


p. ⸗ ET ad p 
Tara j._ Kein P-+0,828 03 sin Pa(Aa+-Ba) R 


ra sin ( 09) 
0,828 1 ( 0, sing; w.+ 03 Sin a w.) 
ra 


7 EIER LETTLTZICERNT » 
1 r3sin (FF 9) 


ober wenn man die Divifionen ausführt, und alle Glieder von mehr, als Einer 
Dimenfion, in sin p, sing, , sing, vernadhläffigt, 


P, = 
an), (etz sing +0,20 | E (a,48+ et] 
a,n]ıt sin(#-- 9) — 


oxs (En Hat Wa)... 
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U, in Beziehung zu Y wird, integrirt alsbann zwifchen den 
Gränzen O und v; fo ergibt fih, wenn man während der Dre: 
bung P,, L, und L,, alfo auch N, als fonftant annimmt, 


U= 
W 
1 1. AN. ee... oo 
nf Ir) — ag Haoetsinge || dv 
+N.S,,... (255) 


worin S ben Bogen r,% barftellt, welchen ber Theilfreis des 
getriebenen und mithin auch der bes treibenden Rades durchläuft, 
während jener den Winkel y befchreibt. 


$. 222. Der Mobel eines Syſtemes von zwei verzahnten Rä: 
dern, wenn die Anzahl der Zähne des getriebenen Nades beträcht: 


lich ift. 


Es leuchtet ein, dag der Raum, melden ber Berührungs- 
punft zweier Zähne auf ber Oberflähe eines jeden derfelben be: 
Schreibt, im Vergleich zu den Halbmeffern der Theilfreife in die: 
fem Falle immer ſehr Flein und die Richtung des refultirenden 
Drudes R zwifhen den Zähnen auf der Mittellinie BC fehr 
nahe perpendifular fein wird, fodbag man den Winkel BOR 
=#+9 (f. die Figuren zu $. 218 und 219) ohne merflichen 


Fehler5 und demnach sin(*-+Yp)=1 ſetzen kann. 


Subſtituirt man dieſen Werth für sin(#-+g) in die Glei— 
hung (255); fo bleibt von den unter dem Integrationszeichen 
enthaltenen Größen nur noch A von F abhängig Cindem L, und 
L, bei der furzen Drehung als fonftant angefehen werben). Da 
aber RP in dem vorliegenden Falle jehr nahe als eine auf ber 
Mittellinie BC im Punkte A perpendifular ftehende Linie anges 
fehen werben kann; fo ſieht man, baf bie Länge von A fehr nahe 
der Länge eines Bogens des Theilfreifes vom getriebenen Rabe 
gleihfommt, deſſen Zentrumsmwinfel zwifchen der Mittellinie CA 
und ber nad dem Berührungspunft P gezogenen Linie CP liegt. 
Nimmt man nun allgemein an, die Berührung zweier Zähne 
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beginne vor der Mittellinie in einem Winfelabftande PCA=y, 
Big. zu $. 219) und endige hinter berfelben in einem Winfel- 
abftande CAP=Y, (Fig. zu $. 218), betrachtet demzufolge die 
Bewegung bes getriebenen Rades in einer jeden bdiefer beiden 
Perioden befonders, indem man den Winfel I erft von O bis %, 
Coor ber Mittellinie) und dann von O bis Y, (hinter ber Mit- 
tellinie) wachen läßt; fo hat man für bie erfte Periode = 
r,(d, —v) und für die zweite Periode A—r,y. Zerlegt man 
hiernach das beftimmte Integral der Gleichung (255), welches 
fih auf die Gränzen O und yy +», bezieht, in zwei — ſo 
hat man — 


Yıtya v— Y%g Y Ya 
Safer) rdv= fr, Y, —-Wdy+ —* Ydy,d. i. 
0 h) 0 


| =r,%,” EEE =41, —** 


Beachtet man nun, daß wenn die Berührung der Zäpne 
able vor. der Mittellinie ſchon anhebt, der Winfel y, doch 
immer im Vergleich zu », Elein ift, daß ferner die Linie AP=A 
bei einer Berührung vor der Mittellinie immer etwas größer 
ift, als der Bogen 72 (01 — V) des Theilfreifes des Rades C, 
wie in dem BVorftehenden angenommen worben, und daß endlich 
für * Periode der Berührung vor der Mittellinie der Faktor 


or von welcher ganz vernachläſſigt iſt, größer iſt, 


als für die Periode der Berührung hinter der Mittellinie; ſo 
begreift man, daß es auf das Reſultat feinen weſentlichen Ein- 
fluß haben wird, wenn man bei der Subftitution des ſoeben ent» 
wickelten Integral Cd, +%,)? flatt v,?+W%,? ſchreibt. Wäre 
d,=0 oder begänne die Berührung erft in der Mittellinie; fo 
flimmte diefe Annahme mit der Wahrheit genau überein. Inte: 
grirt man nun ebenfalls die übrigen Glieder der Gleichung (255) 
zwifchen den Gränzen O und Yı+Y, und fegt ı +ı=V; fo 

ergibt fi fih leicht bie — 
U, j 
—* (-- +4)sn Pr a ——— ra ee ——— 
J . (256) 
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Bezeichnet man die Anzahlen der: Zähne des. treibenden und 
bes getriebenen Rades reſp. mit n, und na; fo hat man 2 = "2 
4 i “ ı 1 
($. 206), alfo 1 


E90 ER — u n, | 

vr (+) er lrt)=(ltt). 

Da v nothwendig den Winkel darftellt, welchen die Theilung bes 

getriebenen Rades überfpannt; fo hat man ferner y= == dem⸗ 
2 


nach 


N — 


Subſtituirt man dieſen Werth in die vorſtehende Gleichung, 
bezeichnet mit U, die Nutzarbeit Ppazr, welche am Angriffs— 
punkte bed Widerftandes P, geleiftet wird, während fi das 
getriebene Rad um ben Winkel Y drehet, und mit S den Raum 
72 v, welchen gleichzeitig ein jeder Theilfreis befchreibt; fo erhält 
man Ä | 

u, 1% Lıeı . L2o3 . 
U= u sin er ae sing U,-+-N.S... (257) 

Die Beziehung, welche zwifchen der Arbeit der treibenden 
Kraft und dem Nuseffefte befteht, während zwei gegebene Zähne 
miteinander in Berührung find, findet offenbar auch dann nod 
fatt, wenn mehrere Zähne nachundnach miteinader in Berüh— 
rung kommen. Diefelbe ftellt alfo den Model eines Spftemes 
von zwei verzahnten Rädern dar, wenn bie Anzahl der Zähne 
des getriebenen Rades beträchtlich ifl. 9 


) Wenn man von der Gleichung (X) in der Note zu $. 220 ausgeht; fo 
erhält man für den Model zweier verzahnter Räder unter den bier gemachten 
Vorausfegungen 


Uy= | » 


1,41, i i 
Paar )ring+o,sne| in2Lca un + alnBa (ArrBo U, 


+ 0,828 (29 w, +92 w,).8....@ | 
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$. 223. Der Model eines Syftemes von zwei Näbern mit Evol- 
venten: Berzahnung. 


Sn $. 203 hat man gefehen, daß der Drt für die Berüh— 
— rungspunkte der Zähne in dieſem Falle 
Ka eine gerade Linie DE ift, melde durch 
ben Berührungspunft A der Theilfreife 
„geht und bie Kreife EF und DG berührt, 
N deren Evolventen die Kurven ber Zähne 
\ } bilden. Nimmt man nun an, die Be- 
rührung finde nur hinter ber Mittel: 
linie ftatt, und ift alsdann P irgend eine 
Lage des Berührungspunftes; fo ift bie 
Länge von AP auf der gegebenen Linie AD bie in $. 218 mit 
% bezeichnete Entfernung und der Winfel CAD, der in diefem 
Falle konſtant bleibt, iſt ber daſelbſt durch 9 dargeſtellte. Da 
fich ferner der Berührungspunft der Zähne gerade fo bewegt, 
wie ſich ein Punft P auf einem biegfamen Faden ED bewegen 
würde, wenn biefer Faden um bie Kreife EF und DG geſchlun— 
gen wäre und fi von EF ab- und auf DG aufwidelte (ſ. 8. 203); 
ſo leuchtet ein, daß der Abſtand AP, welchen ein ſolcher Punkt 
durchläuft, während ſich der Theilkreis AH um ben Winkel v, 
von der Mittellinie aus, drehet, gleich der Fadenlänge iſt, welche 
ſich bei Beſchreibung dieſes Winkels auf den Kreis DG wickelt, 
alfo gleich dem Bogen des Kreifes DG, welder ben Winkel v 
überfpannt. Bezeichnet man baher den Winfel ACD mit n, 
ſodaß OD=TA.cos. ACD=r,cosn ift; fo bat man A=radcosp. 
Subftituirt man biefen Werth für A in die Gleihung (254), und 


bemerft, daß $+9=> —1+9=5 — (n—g) und daß 





rn —_ 2 ift; fo erhält man 
1 





71 
P,= 
arı a "N ost ing, + si (P 
ayrz ten EX r —B— Ach Fan : 
N. ... (258) 
a 


Hieraus ergibt ſich ebenfo, wie in $. 221 und 222 für den 
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Model eines Syftemes von zwei Rädern mit Evelventenverzah- 
nung bei einer jeden beliebigen Anzahl von Zähnen 


U= 


ji rer ut eoonsing + 220 ing si 7] (u, 
+ N 8....(259) 


$. 224. Die Evolventen:VBerzahnung vom Fleinften Widerftande. 


> Hape ein, daß der Werth von U, in Gleihung (259) 
oder ber Werth der Arbeit, welche von 
der treibenden Kraft geleiftet werden muß, 
um einen gegebenen Nutzeffekt U, zu 
liefern, von dem Werthe des Koeffizien- 
“ten von U, abhängt, und daß Diefer 
Koeffizient, umter fonft gleichen Umftän- 
A / den, von dem Wertbe des Winkels ACD 
len ff rn, oder aud von dem Winkel DAI 
u abhängig ift, welchen die Tangente DE 
an bie — der Evolventen mit einem Perpendikel 41 
auf der Mittellinie einſchließt. Da ferner der Koeffizient N’ den 
Faktor 7 nicht erbält (Gleichung 252); fo Tiegt die Variation 
des Werthes von U,, foweit diefelbe durch den Winkel J be 
dingt ift, nur in dem Koeffizienten von U,, und diefer Werth 
wird ein Minimum, wenn der Testere Koeffizient ein folches 
wird. Der Werth des Winfels 7 num, welcher jenen Roeffizien- 
ten auf fein Minimum rebuzirt, ift derfenige, welcher der Bedin⸗ 
gung der größten Krafterfparung ein Genüge Teiftet, und 
ſowol die Neigung DAI ber Tangente DE gegen das Perpen- 
difel auf der Mittellinie, wie auch die Halbmeffer CD und BE 
ber Grundfreife beftimmt, von welchen die Evolventen erzeugt 
werben müffen, damit die Verzahnung ben geringften Widerſtaud 
leiſtet. 
Zur Ermittelung des Werthes von n, welcher einem Mini— 
mum jenes Koeffizienten entfpricht, bezeichne man ben Lesteren mit 
u. Der gefuhte Werth von 7 ift alddann durch die Bedingungen 





je 
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beftimmt; -, Segt man ber Kürze wegen 








fi — un. Buß, Eos 0; Se 
At Hart er 
fo ift | | 
* (Acosn.sinp-+B) 
— cos ( - ꝙ) 
B Asing.cosn 
sg r cosn—g) 


Hieraus ergibt ſich j | 
du _ Bsinn— 9) Bi sinn N c087.sin(7—g) 
dn cos? m—9) nr — - 9) cosꝰ -9) 


_Bsinm—-g) __ _Asing, a 
eos? (n—g) ee) TEEN ae in 


dv. i. | 
du _ Bsin(y—g)— Asin? ꝙ 
dn = Test m 9) .. ++ (260) 
Damit nun 0 werde, muß 
7 
Bsin 7 — 4) —Asin?9—=0..;,0261) 


fein, da der Faktor ei) niemals gleich null ſein kann (in- 


bem fein Fleinfter Werth die Einheit if). Beftimmt man aber den 
Werth von m aus ber vorftehenden Gleihung; ſo fommt 


. 


sin(n —p)= 5 sin? oder 


"=9-+tare.sin. (sin? g ), 

d. i., wenn man für A und B ihre Werthe wieder einführt, 
1 a 

F at) Hain 


n==P + arc.sin [779,979 TORTE T9I 
—ı1 gi _—XI2 ci 
aır, sing, + — sin ꝙ2 


62) 


Ob die Funktion u wirklich ein Minimum zuläßt, welchem 
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diefer Werth von 7 entfpricht, zeigt fih, wenn man biefen Werth 
2 
in Ken fusfituirt, und alsdann eine abfolut poſitive Größe 


erhält. Differenziirt man daher Gleihung (260) nochmals; jo 
ergibt fi 


d’u __2sin(n—g) 
dn? cos®(n—9p) 


Nun fieht man aus Gleichung (261), daß der obige Werth 
von n von der Art ift, daß durd eine Subftitution besfelben in 
den vorftehenden Ausdruck der Faktor Bsin(y—p)—Asin?g 
und mithin das ganze erfte Glied verſchwindet. Damit alfo * 

2 
Werth von * durchaus poſitiv werde, iſt es bloß erforderlich, 
daß cos(y—g) poſitiv fei, indem der konſtante Koeffizient B 
einen abſolut poſitiven Werth hat; cos (7 — 9) iſt aber poſitiv, 
wenn 


at : B 
[B sin(n —g)—Asin? p] Too —g) . 


N — 5 oder wenn 
arc .sin (Fin )<5 „ Oder 


4 sin?p<1 oder Asin?g<B, d. h., wenn 


rk 
L 
AR ap —— aba sing; .... (263) 
1 


iſt. 

Findet ſich dieſe Bedingung erfüllt; ſo entſpricht der durch 
Gleichung (262) gegebene Werth von 7 einem wirklichen Mini— 
mum ber Funftion u, und beflimmt die Evolventen-Berzab- 
nung vom Feinften Widerftande. 


Eliminirt man zwifchen den Gleichungen (259) und (261) 
die Größe n; fo findet ſich Teicht, daß der Model einer Evolven- 
ten-Berzahnung, welche der Bedingung ber größten Krafterfpa- 
rung entfpricht, durch die Formel 
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U,=|144Asin29-+vV B?—A?sintg |U,-+N.S 
bargeftellt wird. *) 


$. 225. Beftimmung des Verhältnifies, in welchem ber Be: 
rührungswinkel eines jeden Zahnes durch die Mittellinie getheilt, 
oder um welches Bogenftück feiner Theilung ein jeder Zahn vor 
und hinter der Mittellinie getrieben werden follte, damit die zur 


9— Wenn man bei dieſer unterſuchung die Gleichung (1) aus —* Note zu 
$. 222 zu Grunde gelegt hätte; fo wuͤrde 


A = + „) und Ba At (Aı-+B; tn] 


fein. Greignete es fih nun, daß B einen negativen Werth —B’ hätte; ſo 
wuͤrden die obigen Bedingungen für ein Minimum der Funktion u 


n=gp-rarc sin(-5 sin? e) =gp--arc sin( 5 u 7 sin? 9) und 
— 

cos ( -) cosc-9) 

Diefen beiden, Bedingungen kann nur durch einen Werth von 7 — 4 genuͤgt 


>0 oder cos ( — ) <O meiden. 


werben, weldyer im dritten Quädranten liegt, indem man arcsin (5 sin? g 


A A 
=—rs-tarcsin (5 sin? p ) und demnach 7 =# —-g-tarc sin Bi sin? 9 ) 
fest, wobei es übrigens immer nothwendig ift, daß 


As <BR 
fei. 
Da nun aber eine ſolche Forberung, daß.77 > werde, durchaus nicht err 
füllt werden ‘Tann, inden 7 bei ——— Abnahme der Halbmeſſer der 
Grundkreiſe EF und DG hoͤchſtens den Werth — 2 annehmen fann, welcher bann 


ftattfinden würbe, fobald fich diefe Kreife auf ihre EEE rebuzirten ; fo folgt, 
baß es in’dem Kalle, wo der Koeffizient B negativ ——B’ wird, fein Mini: 
mum ber unktion « gibt, felbft wenn Asin?@<B’ ift, und daß alsdann bie größte 
Krafterfparung mit der Anwendung der, Eleinften. Grundkreiſe verbunden fein 
wird. Die Gränze, welcher der Werth von U, bei — Verminderung 


der Halbmeſſer dieſer Kreiſe entgegenſtrebt, ft fün y== 5 oder wenn die Halb⸗ 
meſſer null werden, 


u= (142 — s-(1-Z)U+N. s. 


380 Beftimmung des Beruͤhrungswinkels $. 225. 


Überwindung ber Weibung erforderliche Arbeit fo gering als 
möglich werbe. 


Nimmt man zuvörderft an, die Anzahlen der Zähne der bei- 
den Räder feien fo groß, daß man die Richtung des Drudes 
zwifchen den Zähnen als ein Perpendifel auf der Mittellinie im 
Punkte A anfehen und demgemäß sin(d+g)=1 und die Länge 
der Linie A gleich der Länge eines Bogenſtückes des Theilfreifes 
des getriebenen Rades fegen fann, bezeichnet ferner den Winfel, 
welchen die Linie CP vom Mittelpunfte C bis zum Berührungs- 
punkte P vor der Mittellinie befchreibt, mit »,, und den Bogen, 
welchen diefe Linie hinter der Mittellinie befchreibt, mit w,, 


ſodaß v,, +Y,=V und die Theilung ua oder der Win- 
2 


fel v2 ift; fo hat man nad $. 222, wenn man die Arbeit 
2 


ber treibenden Kraft, ebe der Berührungspunft durch die Mit: 
tellinie gebt, mit w,, und nachdem derſelbe durch die Mittellinie 
gegangen ift, mit w, barftellt, | 








1 WW Lo. 
Hr (> + )sing+ : ing + 


a, r, 


Lg03 ; 
* ** pa Pgagyy + N raw, 
und 

Ug — 


1 IL. L,o, . La 09 . 
Hirt singt sit * sin Ya Pgasya-t-Nryyn. 





Nimmt man nun an, der Winfel F werde durch die Mittel 
linie fo getheilt, daß 


y,=ri= 2; und —⏑—— d—x) 
2 Ng 
fei, fubftituirt diefe Wertbe für , und ı, in bie vorftebenden 
1 1 r 
—— u Kun nt 
Gleichungen, und beachtet, daß r, (F — * )= 6 41) 


— 2 +1), daß ferner P,a,dv—=U, und r,v=S ift; fo er 
1 
bält man 
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Yıtzn are ng singat zU,+NxS, 


u,= 
1,1 
} i+(1 -an( +, int Ha singn + ing, (1-z)U,+N(1-z)8. 


Addirt man biefe beiden Gleichungen, und fegt die gefammte 
Arbeit uw, tu, welche die treibende Kraft verrichtet, während 
das getriebene Rad den Winkel HrV=V, befchreibt oder mwäh- 
rend zwei Zähne miteinander in Berührung find, gleih U,; fo 
fommt 

U,= 


— Im (+ ang 4 * ei AR. UNS. 


Diefer Werth für U, wird ein Minimum, wenn der Koef- 
fiient 2 +A— )?—=2r?—2r+1 ein Minimum wird. Dies 
fes Minimum findet offenbar für z—} ftatt, und es folgt, daß 
unter den angenommenen VBorausfegungen ber Winkel » buch 
die Mittellinie balbirt werden muß, wenn die auf die Reibung 
zu verwendende Arbeit den geringften Werth annehmen fol. Der 
Ausdruck für U, wird für a *v 


U, = tz (+ „Yten Lie, sino tn U,-HNS. 


Will man den Werth von x mit mehr Genauigfeit beftim- 
men, und demnad für sin(®-+gY) und % ihre wahren Werthe 
einführen; fo bat man bei einer Verzahnung nad Kreisevolven- 
ten A—r,Ybcosn ftatt A=r,Y zu fubftituiren, und sin(®-+-9p) 
—cos(n—g) zu fegen, folange bie Berührung hinter der Mit— 
tellinie ftattfindet ($.223), und sin (d-+p)=cos(n+g), folange 
die Berührung vor der Mittellinie ftattfindet, weil in dem letzte⸗ 
ren Falle $ den ftumpfen Winfel CAP ($. 219) bezeichnet, Da 
die Faktoren cosn, cos(n+Y) und cos(n--g) biefer neu ein« 
zuführenden Größen von dem Winfel v unabhängig find; fo er 
Hält man ohne-Weiteres für die beiden Perioden der Berührung 
vor und hinter der Mittellinie refp. | 
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— 1, AN srsing Laos 
u= — *— — —— * singt sing | 
— X zZ U, + NzSs 


und 
Us — 


— oda )eomsingt ae singt ing] 


cos(7—g) 
xd=-2)u H$NA-— 28 
oder wenn man ber Kürze wegen | 
1+. 3 . 

(„- ⸗ evn sing=a und 
L,o, . L,'o 

—_—ı u 1 — 
ar, pi * 0,75 ——— 
etzt 

ia ac-+b 

cos(n-+ 9) 


ai —z)-+b | | 
uU, d— U, +NÜ—z)S. 


Addirt man biefe beiden Gleihungen; fo Fommt 


ar:+br  „ ali—z)’+bli—x) | 
erento — 
eine Formel, wodurch der Model zweier Räder mit Evolventen- 
Verzahnung dargeftellt wird, wenn die Berührung zum Theil 
vor und zum Theil hinter der Mittellinie ftattfindet. 

| Bezeichnet man den Theil der Arbeit U,, welder auf die 
Reibung verwendet wird, mit u; fo ift 


25 a — x)? +b(1—rx) 
—?eos(n-+yp) cos(n—p) 


u= —* zU,+NzS, 


+ 


(U,-+NS. 


Der Werth von x, welder diefe Funktion zu einem Mini: 
mum macht, und demnach das Verhältniß beftimmt, in welchem 
der Berührungswinfel » durch bie Mittellinie getheilt werben 
muß, wenn die größte Krafterfparung erzielt werben foll, ergibt 
fih aus den Bedingungen 

du 


d’u 
1,” Im >) 
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Differenziirt man daher die Funktion u zweimal nach x; fo rebu- 
ziren fich diefe Bedingungen auf | 

1 1 1 

EEE. BEER DEREN VEANENDIEL EN J nen 

ee en 


wa en. —0 und 
cos(7—gp) 


2a } + * >). 


1 
| cos(n+p) — 
Da a eine abſolut poſitive Größe iſt, und ae c08(n-+9) 
und cos(n— ꝙ) (melde gleih sinC®+g) find) ſtets pofitiv fein 
werben; fo fiebt man, daß die zweite Bedingung immer erfüllt 
fein wird. Aus der erfteren ergibt fih, wenn man mit REN: 
cos(n—g) multiplizirt, 


2az {cos(n— 9) 4 cos ( - ) )+bleosm— P)—cosm+9p)} 
—2acos(n+p)=(0, 
d. i. 
2ar. 2eosn. cosp+b .2siny . sing - 2a(cogncosp — sinnsinp)—0, 
alfo 
| b\,. 
—E J (1+ —Jtängn.tangy . 


Die Bedingung für die größte Krafterfparung bei der Evol- 
venten-Berzahnung wird alfo erfüllt, wenn die Zähne zuerft vor 
der Mittellinie in einem Punkte miteinander in Berührung 
fommen, deſſen Winfelabftand von biefer Linie um ben Bruch 


(14 —) tangn.tangp ober um 


kubıng, +, 
{ — — 


— 114 tangn .tangQ «+. + (265) 


= +. )eos n.sinp 
ffeiner ift, als die Hälfte bes von ber Theilung überfpannten 
Winkels. Die abfoluten Größen der beiden Winfelftänbe v und %%, 
vor und hinter der Mittellinie find, wenn ber ganze von ber 
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Theilung überfpannte Winkel Ytm—d— m geſetzt wird, | 
| 


v,—=4+ 1 (142) tang n.tangpf =, 


v *4 460 +2) tans · tang 


$. 226. Der Model eines Syſtemes von zwei Nädern mit 
Epizyfloiden: Berzahnungen. 


Der Drt für die Berührungspunfte P zweier folcher Zähne 
ift bier offenbar der erzeugende Kreis APH bes epizykloidiſchen 
Kopfes des Einen und der hypozykloidiſchen Seite des anderen 
Zahnes (8. 204), und demnach iſt der Abſtand AP des Berüb- 







i rungspunftes P der Zähne von A, welcher in 

/ m Gleichung (255) mit A bezeichnet ift, gleich der 
Sehne des Bogens AP, den ber erzeugenbe 

IS Kreis befchreiben würde, wenn er ſich durch die 





7 gemeinfhaftlihe Berührung mit den Theilfrei- 


fen bei A um feinen Mittelpunft D drebete, 

\ während ber Theilfreis AE den Winfel ACP 
Sn befchriebe, Bezeichnet man den Winfel, welchen 

E das getriebene Rad C in ber Zeit befchreibt, wo 

ber Berührungspunkt P der Zähne aus der Mittellinie in die 
Lage ber obigen Figur übergeht, mit %; fo ift der Bogen bes 
zheilfreifes dieſes Rades, welcher während derfelben Zeit durch 
ben Punkt A gebt, gleih 73%. Da fi nun der erzeugende Kreis 
APH gleichzeitig mit herumgedrehet hat; fo ift auch von feinem 
Umfange ein gleicher Bogen AP—=r,u dur ben gemeinfchaft- 
lihen Berührungspunft A gegangen. Setzt man daher den Halb- 
meſſer des erzeugenden Kreiſes — 7; fo iſt der von dem Bogen 


AP überſpannte Winkel ADP = oder —2igp, wenn 


⸗ 


man das Verhältniß > bes Halbmeffers des Theilfreifes des ge 


triebenen Rabes zu dem Halbmeffer des erzeugenden Kreifes durd 
21 barftellt, Hieraus folgt für die Länge der Sehne AP 
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AP=2AD.sin4ADP b. i. 
12rsini v ⸗ oiniv. 


Subſtituirt man dieſen Werth von A in bie Gleichung (255), 
beachtet dabei, daß der Winkel PAD=#=-—jADP=3 
— iv, alfo 9+9= > — (iv 9) und daß der ganze Winfel 
%, durch welchen ſich das getriebene Rad mährend ber Berüh— 
rung eines jeden feiner Zähne bewegt, = iſt; fo bat man, 
da die Berührung nur hinter der Mittellinie ftattfinden foll, 

u = 
P,a, fir — remis er sinp. any up, Hung] dp 
+N.S, 
oder wenn man L, und L, während ber Berührung irgend 
zweier Zähne als Fonftant annimmt, und 


———- SINg ⸗ sıng —B 
174 42 72 3 


fest auch für 2 . feinen Werth 3 — einführt, 


U,= 
ar 2 
ng 
ng insy.dy dy 
Pac for) er Hr — cos (ip P) 
0 # 


"IN. S. 
Run bat man zupärberft 
27 


25 
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Da nad einer befannten Integrationsformel 





dı 7 ae 
— Const + log· tang — ne 3.) ift; fo hat man ferner 
dıy 1 f div-g) _ 3 7 
f: —— 5 Me f: — — Const.+ r log.tang + 4 | i 
und demnach 
an 
/3 dv — tang = 7 CE 
cos(id—gp) ’ tang (+ wi 2) 
Endlich ift 
an an 
I = sin | dy—gp)-+p |.dy 
cos(ivy—g) , cos (iY—g) 


0 


cos (ivᷣ — pP) 


_ f Tomas P).C0Sp+cos(iy —p). sinp }d w 
0 


rn 
n2 


* —W 
= fi cosp.tang(iy—y)-H-sinp \av= 00:9 / mgiv-p.dg) 
0 0 


+ sing. 
2 
Nah einer anderen befannten Formel ift aber 


JS angr.de= Const. —log.cosz, alfo 


Ir 


Sn tang Gy — P).dÜv — YP)==Const. —log. cos y—9p); 
0 
demnach 
zn 
m cos (7 — — ?) 
tang dv — 9).d ¶ v —P)=—log ——2_ und 


4 COS 
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kr G ) 

—* cos 

siniv.dv 1 n, ? rn 
— TER 


Subſtituirt man dieſe Werthe in die obige Formel für den 
Model des Syſtemes, und beachtet, daß die verrichtete Nutzarbeit 


U,=P, a. ‚alfo P,aa,= EU, ift; fo ergibt ſich 


U, = 
n cos a. 1 
ei Blog — (+7 )no.( = nn) m ) | U, 
| +N.S.... 266) 
Nun ift 


2in 
cos nr) u. c0sp+sin—. .sinp 
Ma O2 Mg — 

7 er cos ꝙ 


—=log )cos ut Hang Sin. tang p ) 


2in 2in 
—=log . cos a (1 ung, ms 9) ; 


oder wenn man dag zweite Glied in die Togarithmifche Reihe ent- 
wickelt, 


ıT 2 ” — 
=-log.cos - -Htang en tangp —ttang? 2 ‚tang?p-+- etc. 
N. Na N, 


Subftituirt man diefen Ausdruck in die vorbergebende Glei— 
chung, und vernachläffigt GTieder von mehr, als Einer Dimenfton 
in tangp und sing; ſo kommt 


eh, 
pe en) 


IH: 


5 +3 (IH )un2e. log. eos] U, 


—NS....(267) 
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In allen diefen Gleichungen bedeutet log einen natürlichen 
Logarithmus, der mit 2,3026 zu multipliziren ift, wenn er aus 
den gewöhnlichen Tafeln genommen werben fol. 


$. 227. Wenn der Halbmeffer r des erzeugenden Kreifes 
gleich der Hälfte des Halbmeffers des Theilfreifes des getriebe, 
nen Rades ift, wie Dies fehr häufig ftattfindet CS. 205 und 


212); fo wird =, =} =. In diefem Falle alfo, mo 


die Seiten der Zähne bes getriebenen Rades gerade werben, bat 
man für den Model die Gleichung 


U,= 
me) 


Gh) 


$. 228. In Gleichung (267) ift 


„ich a; 2) 


— — — =log.tang +2) }-1g.tung(7-?) 
"ul 


1 [no 2 3(142 Jein 2p.log.cos | | U, 


+NS....(268) 





1-+ tans(7- — 5 1—tang > 
=log - — 
1 tang( — 5 1-Htang- 


oder wenn man die Logarithmen in Reihen entwidelt, 
*2 tang (= - Sy zangz+stang?( ge( in -2) +3tang? -+etc. 


Nimmt man nun an, daß die Anzahl n, ber Zähne bes ge- 
triebenen Rabes fo groß fei, daß die dritte und alle höheren 


Potenzen von tang er 29 gegen die erſte vernachläſſigt 
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werben können, und läßt man alle höheren Potenzen von tang + 
weg; fo kann man 





fegen. Diefer Ausdruck wirb übrigens gteip ER, wenn man 


die beiden Bogen = —— F und — fo Hein annimmt, daß fie 


‚ihren Tangenten Telihgefent — können. Unter dieſen Vor⸗ 
ausſetzungen kann man denn auch in dem Ausdrucke 


—0— +) — etc. 


die vierte und alle höheren Potenzen von vernachläffigen, und 


2in 2in\? 
cos— —=1—4 ( —. 


ſetzen. Entmwidelt man den Logarithmus dieſes Ausbrudes, und 
vernadhläffigt in der entftehenden Reihe wiederum bie vierte und 


alle höheren Potenzen von * jo erhält man als Näherungs« 
werth 
log. 0 (#). 

Subftituirt man biefe — in die Gleichung (267); ſo 

ergibt ſich nach gehöriger Reduktion 
1 IN. | 
U= N-HB+4@(„- + „,)sin29 U,+NS, 

oder wenn man für B feinen Werth wieder einführt, und wegen 
der Kleinheit von sinp die Größe Bu, fegt, 


a io +. )si F — 2sings{ U,-HNS 
22.269) 
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In diefer Formel befteht alfo der Model zweier Räder mit 
Epizyfloiden- Verzahnung, wenn Die Anzahl nz der Zähne des 
getriebenen Rades beträchtlich ift (vergl. Gleihung 257). 

Es Teuchtet ein, daß der Werth von U, in der Gleichung 
(267) ein Minimum in Beziehung zu © zuläßt. Man ftiebt alis, 
daß es eine beftimmte Beziehung zwifchen dem Halbmeffer des 
erzeugenden Kreifes des treibenden Rades und dem Halbmeſſer 
des Theilfreifes des getriebenen Rades gibt, weldhe bei Der Be 
ſchreibung der epizyfloidiihen Köpfe und der hypozykloidiſchen 
Seiten der Radzähne beobachtet werden müßte, damit die Räder 
mit dem geringften Sraftaufiwande arbeiten könnten. Diefer Werth 
von € fann dadurch beftimmt werden, daß man ben Differenzial- 
foeffizienten von U, aus Gleichung (267) in Beziehung zu 7 gleid 
null fest, und die fich ergebende transzendente Gleichung durch 
Näherungsmetboden auflöft. 


$.229. Der Model für die verzahnte Stange mit dent Getriebe. 


Wenn der Halbmeffer 7, des Theilfreifes des getriebenen 
Rades unendlich wird, während der Halbmeffer F, des treiben: 
den Rades endlich bleibt; fo gebt das Syſtem der beiden Räder 
in das einer verzahnten Stange mit einem Getriebe über ($. 215). 
Um den Model für das letztere zu beftimmen, fo braudht man für 
den Fall, daß die Zähne von einer beliebigen Form, aber auf dem 
Getriebe von beträchtliher Anzahl feien, und für den Fall, dafı 
diefelben nah Evolventen oder Epizyfloiden gebildet, und auf 
bem Getriebe in beliebiger Menge vorhanden feien, in den bereits 
beftimmten Modeln für dieſe Rälfe der Größe ra nur einen un- 
endlichen Werth beizulegen. Ebenfo ift na—w zu fegen. Hin- 
fihtlih der Epizpfloiden- Verzahnung muß jedoch noch bemerkt 
werden, daß wenn auch 7, und n, unendlic werden, das Ver— 


pältniß 2 einen endlichen Werth — — behält (Ofeihung 232) 
2 1 


ſodaß n, Ans Sara wird, wenn man * durch 


2i, bezeichnet. Nimmt man daher in ben Gleichungen (257), 
259 und (267) n, und r, unendlih groß an, und fubftituirt 
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in Gleichung een für —; fo erhält man für den Model der 
2 
verzahnten Stange mit dem Getriebe 


1) wenn die Zähne fehr Fein find, welches auch ihre Formen 
fein mögen, vorausgefest, Daß fie gehörig ineinandergreifen, 





2 age 5 
U,= +7 singt = J sing, | U,+NS;....(270) 


2) wenn bie Zähne nad Evolventen gebildet find, welches auch 
ihre Tr fein mögen, 


U, = + 





(Feoosn. sing+7 zus 21 singe )| U,-+NS 

art) 
(verg. die Figuren zu $. 2155 in Figur 2 würde man n=0, 
alfo cos(m— Yy)=cosp und cosn=1 haben) 


3) wenn die Zähne nad Zykloiden und Epizyfloiden gebildet 
fi pi cs. 216) 


cos * g)\n 


ii 
t ⸗ 
i+—- = F sinoı.lo ae) Ag Pion. — IM 
— PIE ang (3 7)” a 


+N, S, 10 ++ ER 
indem ber Koeffizient 5 (14 =) aus Gleichung (267) 


=4(7 +24 (7 — =+(-+; ü — 


wird, da © unendlich tft. 

Der Werth für N wird in einem jeden Falle erhalten, wenn 
man in dem Ausdrucke (252) r, unendlih groß und 02*0 an- 
nimmt, Hierbei ift übrigens die Reibung der Stange in ben 
Führungen nicht mit berüdfichtigt. 


Konifche Näder. 
$. 230. Diefe Räder dienen dazu, um eine Umdrehungs— 
beiwegung von irgend einer gegebenen Are auf eine andere zu 
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übertragen, welche ſich gegen die erſtere unter einem beliebigen 
Winkel neigt. 

Iſt daher AF eine Are, welcher: eine Umdrehungsbewegunz 
von der Are AE, die fih unter dem Winkel 
EAF gegen jene neigt, mitgetbeilt werben 
fol; fo theile man den Winfel EAF burd 
die gerade Linie AD fo, daß die Perpenbitel 

DO und DN von irgend einem Punfte D 
dDiefer Linie auf AF und AE in demſelben 
Berbältniffe zueinander ftehen, wie Die An- 

zahlen der Zähne, welche die Räder erhalten müffen. (Diele 
Theilung gefchiebt, indem man auf den Linien AE und AF bie 
Perpendifel ST und UW errichtet, bie 
Längen berfelben fo nimmt, daß fie fih 
iwie die Anzablen der den Rädern zu ge 
benden Zähne verhalten, und durch die 
Endpunfte T und W Parallelen refp. zu 
AE und AF zieht, welde fih bei D in 
einem Punfte fchneiden, durch welchen die 
gefuchte Theilungslinie AD des Winkels 








F 
EAF geben muß.) 

Denkt man fi) nun Durd die Umdrehung der Linie AD 
um AE Einen und durch die Umdrehung berfelben Linie AD 
um AF einen anderen Kegel erzeugt, und nimmt an, daß fid 
diefe beiden Kegel vermöge ihrer gegenfeitigen Berührung um 
die feften Aren AE und AF dreheten; fo würden ihre Oberfläde 
längs der ganzen Berübrungslinie AD dergeftalt aufeinander 
- rollen, daß Fein Theil der Oberfläche des Einen auf ber des 
anderen glitte, und daß demnach die ganze Fläche des Einen 
Kegels, welde in einer gegebenen Zeit durch die Berührungs— 
Iinie AD ginge, gleich der ganzen Fläche des anderen Kegels 
wäre, welche in berfelben Zeit durch diefe Linie ginge. Denn es 
leuchtet ein, daß wenn das m, fahe des Umfanges des Sreifes 
DP gleich dem n, fahen des Umfanges des Kreifes DI wäre, 
und beide Kreife drebeten fich vermöge ihrer gegenfeitigen Be- 
rübrung bei D um ihre Mittelpunfte N und O, indem fie die 
obigen Kegel mit fih berumführten, der Kegel DAP n, Umdre— 
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bungen machen mwürbe, während ber Kegel DAI deren n, machte, 
und daß fi) ebenfo ein jeder Kreisdurchſchnitt GH des erfteren 
Kegels n, mal um fich felbft drehen würde, während fi ber 
entfprechende Kreispurdfihnitt HK des letzteren Kegeld n, mal 
um fich felbft drebete., Das n, fache des Umfanges von GH ift 
aber gleich dem n, fachen des Umfanges von HK, meil fih bie 
Halbmeffer diefer Kreife gerade fo verhalten, wie die Halbmeffer 
der Kreife DP und DI, und man fiebt, daß auch die erfteren 
Kreife GH und HK aufeinander rollen und niemals gleiten 
werden. Da Dies von jeden zwei zufammengehörigen Kreisburd- 
ſchnitten der beiden Kegel gilt; fo folgt, daß ihre ganzen Ober: 
flähen durch die gegenjeitige Berührung aufeinander rollen 
‚werben und daß feine Theile derſelben aufeinander gleiten fönnen, 
während bie übrigen eine rollende Bewegung haben. 

Hiernach Fönnte die Umdrehungsbewegung der Einen Are 
der anderen durch das llbereinanderherrolfen zweier folder 
Kegel mitgetheilt werden, indem die Oberfläche des Einen Kegels 
die des anderen vermöge der gegenfeitigen Reibung in der Be— 
rührungslinie AD mit fih berumführte, vorausgefest, daß die 
beiden Flächen fo ftarf gegeneinander gepreßt werben könnten, wie 
es zur Hervorbringung einer Reibung erforderlich wäre, melde 
dem Drude gleihfäme, unter dem die Bewegung mitgetheilt oder 
die Arbeit übergeführt werden müßte. In einem foldhen Falle’ 
würde fih die Winfelgefhwindigfeit der beiden Aren offenbar 
umgefehrt zu einander verhalten, wie die Umfänge irgend zweier 
zufammengeböriger Kreispurdfchnitte DP und DI der Kegel, 
oder umgefehrt, wie ihre Halbmeffer ND und OD (Gleidhung 
232), das heißt (nach der Konftruftion) umgefehrt, wie die An— 
zahlen der Zähne, welche den Rädern gegeben werben follen. 

Wenn die Bewegung übrigens unter einem bedeutenden 
Drude übergeführt werben muß; fo wird die Reibung zweier 
ſolcher Kegel unzureichend, und es ift nothwendig, die Fortpflans 
zung der Bewegung durch koniſch gebildete Zähne oder fogenannte 
Kämme zu vermitteln. Die charakteriftifche Eigenfchaft folder 
Kämme befteht darin, daß fie die Bewegung vermöge ihrer 
gegenfeitigen Berührung, gerade fo überführen, wie Dies durch 
die fortwährende Berührung der Kegeloberflächen gefchehen würde, 
Die verzahnten Räder, welche zur Umfesung einer Rotationg- 
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bewegung von der Einen Are auf eine andere gegen jene ge 
neigte Are dienen, beißen audh wol Rammräder, zum Unter- 
fchied von den früher behandelten, fogenannten Stirnräbdern, 
welche die Bewegung nur zwifchen parallelen Aren fortpflanzen. 


$. 231. Konftruftion der Kämme. 


Durh den Punkt D (f. den vorhergehenden Paragraph) 
ziehe man bie Linie EDF perpendifular auf AD und verlängere 
diefelbe auf beiden Seiten fo weit, daß fie Die Aren AE und AF 
der beiden Kegel in E und F fchneidet. Alsdann denfe man fıh 
durch die Umdrehung der beiden Linien DE und DF refp. um 
AE und AF zwei Kegelflächen erzeugt, und dur Ebenen LM 
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und XV, welche reſp. auf den Axen AE und AF perpendikular 
fteben, abgeftumpft, fobaß die Seiten DL und DY diefer abge: 
ftumpften Kegel refp. den Höhen gleichfommen, welche die Rad— 
fränze bis zu den Umfängen der Theilfreife erhalten werben. 
r Nimmt man nun an, die Fonifchen Flächen LDPM 
FARY und XIDY feien in einer auf AD im Punfte D 
„a perpenbifular ftehenden Ebene ausgebreitet; fo wer—⸗ 
KT pen diefelben die Dberflähen MPpm und IXri 
7. die feitftehende Figur) von Ausſchnitten zweier ebe- 

4 ner Ringe darftellen, deren Mittelpunfte in ben 
Punkten E und F der Aren AE und AF liegen, deren äußere 
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Halbmeſſer refp. die Theile ED und FD der Linie EF find, und 
welche fich in dem Punfte D der Berüprungsthuie ber vorhin be- 
ſchriebenen Kegel berühren, 

Über den in Einer Ebene Tiegenden Kreifen Pp und Ir be- 
fchreibe man nun Zähne, welche dieſe Kreife gerade fo berumbermegen 
würden, wie Dies durch die gegenfeitige Berührung in D ge- 
fchehen würde, d. h. man nehme die Kreife Pp und Ir zu Theil- 
freifen von Stirnrädern an, und verzeichne die Zähne nad Einer 
der früher angeführten Methoden. Hierbei ift die Theilung, 
welche für beide Kreife gleich fein muß, natürlich fo zu wählen, 
daß auf die Kreisbögen Pp und li ebenfo viel Zähne zu Liegen fom- 
men, wie refp. die Fonifchen RäberHP und HF enthalten follen. 

Nachdem man auf eine biegfame Fläche fo viel der erfteren 
Zähne verzeichnet bat, wie zur Herftellung einer Schablone er- 
forderlich find, biege man diefelbe über die Fonifche Fläche DLMP, 
und zeichne die Umriſſe der Zähne auf der Testeren ab. In 
ähnlicher Weife verfahre man mit der fonifhen Fläche DIXY. 
Hierauf nehme man DH gleich der Länge der fonifchen Zähne 
oder Kämme, ziebe durch H die Linie ef perpendifular zu AD, 
und begränze die Räder an diefer Seite durch die fonfaven ko— 
nifhen Flächen HGmi und HKry, welde in derſelben Weife 
fonftruirt werben, wie die foveren koniſchen Begränzungsflächen 
an der anderen Seite. Endlich verfahre man bei der KRonftruftion 
der Schablonen zu den Umriffen der Kämme am oberen Ende 
der Räder genau fo, wie bei den Schablonen zu den Kämmen 
am unteren Ende, und zeichne diefelben auf den oberen Fonifchen 
Begränzungsfläden ab, indem man dafür Sorge trägt, dag ähn- 
liche Punkte der Verzahnungen an beiden Enden immer in Ein 
und derfelben durch den Punkt A gehenden geraden Linie Tiegen. 
Die nad) dem Vorſtehenden auf den Endflächen der Räder ver 
zeichneten Umriſſe ergeben die äußerſten Begränzungen ber 
Kämme, und dienen dem Mafchinenarbeiter zu einer genauen 
Richtſchnur beim Einfchneiden derfelben. 


$. 232. Beweis, dag fo fonftruirte Kämme gehörig 
ineinander greifen. 


Wenn man fi in der durch D gehenden und auf AD per- 
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penbifular ſtehenden Ebene (f. die Figur zu $. 231) zwei ungemein 
bünne Räder benft, deren Mittelpunfte in E und F liegen, und 
welche in der vorhin befchriebenen Weife mit Berzahnungen ver: 
fehen find; fo werden dieſe Räder offenbar gehörig ineinander: 
greifen, und das Berhältnig ihrer Winfelgefhwindigfeit wird 
das Umgekehrte des Verbältniffes von ED zu FD oder von 
ND zu OD, alfo ein Berhältnig fein, wie es verlangtermaaßen 
den fonifchen Rädern zufommen fol. 

Nun leuchtet ein, daß fih der Theil von einer jeden der 
beiden Eonifchen Flächen DPML und DIXY, welder in irgend 
einem Augenblide durd die Linie LY geht, momentan in ber 
Perpendifularebene auf AD, die durch den Punft D gebt, be 
wegt, indem fih die Eine Fläche während biefes Furzen Zeit: 
momentes um den Mittelpunft E und die andere um den Mittel: 
punft F drebet. Diejenigen Theile der Kämme. der Fonifchen 
Räder, welche in diefen beiden Endflächen Tiegen, treiben ein- 
ander alfo in dem Augenblide, wo fie durch die Linie LY 
geben, in der gewünfchten Weife, wenn fienadh den Formen ge: 
bildet find, welche Zähne von Stirnrädern haben müffen, die fid 
in der oben erwähnten Perpendifularebene auf AD um bie 
Mittelpunfte E und F drehen follen. Diefe Formen find es 
. aber, nad) welchen die Kämme wirkfich.eingefchnitten find. Dieije— 
nigen Theile der Kämme, welche in den Eonifchen Flächen DPML 
und DIXY liegen, greifen alfo gehörig in einander, ſowie fie 
durch die Linie LY geben, und mithin auch in -fehr einen Ab: 
ftänden zu beiden Seiten biefer Linie, Da nun irgend zwei 
Kämme nur auf fehr Feine Entfernungen von der Linie LY mit 
einander in Berührung bleiben; fo folgt, daß die in ben fonifchen 


Slähen DM und DX Tiegenden Theile der Kämme gehörig | 
zufammenarbeiten, Hieraus folgt aber auch, daß die ganzen | 
Dberflähen der Kämme, welche in ber obigen Weife fonftruirt 


find, gehörig ineinander greifen werden, ba man fich dieſelben 
durch eine unendlihe Dienge ver DM und DX. paralleler um 
ähnlicher Fonifchen Flächen in ungemein fchmale Elemente zerlegt 
denfen fann, von denen fih Dasfelbe fagen läßt, wie von ben 
Theilen, welhe bei der Umdrehung der Räder nahundnad 
burch die Linie DY geben. 
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Die Kräfte P, und P, feien an ben in ber Figur darge 
ftellten fonifhen Rädern in den perpendifularen Abftände a, und 
a, von ihren Aren CB und CG angebracht, die Länge AF der 
Kämme fei gleih 5, der Abftand irgend eines Punktes dieſer 
Linie AF vom Punkte F werde mit x bezeichnet, und man nehme 
an, bie ganze Länge AFb fei in eine unendlid große Anzahl 





u. 
u... 
. 
art" 
u. 
Zu”? 


gleiher Theile getheilt, von denen ein jeder durch Az barges 
ftellt werde, Denkt man fi alsdann durch einen jeden biefer 
Theilpunfte Perpendifularebenen zu den Aren CB und CG ber 
Räder gelegt, welche ein jedes Rad in fehr dünne Elemente ober 
Scheiben von gleiher Stärke theilen, und nimmt an, bie Kräfte 
P, und P, feien auf diefe Scheiben gleihmäßig verteilt; fo 


wird eine jede Theilfraft für das Rab B durd) Az und für 


Das Rad G burd na Ax dargeftellt fein. Bezeichnet man hier» 


nah die an ben äußerften Scheiben AH und AK wirfenden 
Kräfte mit p, und p,, und nimmt an, daß ſich biefelben in 
Diefen Duerfchnitten der Räder, unabhängig von den übrigen 
Kräften, im Gleichgewichte erhalten, ftellt alsdann mit R ben 
Drud dar, welcher fih zwifchen den Berührungsfläden ber 
Kämme längs der fehr Furzen Linie äußert, bie innerhalb ber 
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gedachten Scheiben Liegt, und mit R, und R, die Komponenten 
des Drudes R in den Richtungen der Ebenen AH und AK, je 
daß R, oder R, erhalten wird, jenahdem man R in zwei Kräft: 
parallel und perpendifular zu AH oder in zwei Kräfte 
parallel und perpendifular zu AK zerlegt; fo müffen fich die 
Kräfte p, und R, an der Scheibe AH und die Kräfte >, un 
R, an der Scheibe AK im Gleichgewichte erhalten. Segt man 
daber, wie in $. 218, die Verpendifel von B und G auf die 
Richtungen von R, und R, glei m, und m, und die Abftände 
zwifchen den Fußpunften der Perpendifel a,, m, und a,, m, 
gleih L, und L,; fo hat man nach den Gleichungen (241) und 
(242), wenn man bie Gewichte der Räder vernachläfligt, 


= Im, + (en 





) sinp, R,; 





[73 
; & 2... (272) 
Pa 7, Im; =. (a ) SiNpz \ R,, 


worin o, und o, die Halbmeffer der Aren der beiden Räder und 
p, und, die denfelben entfprechenden Reibungsmwinfel bezeichnen. 

Stellen nun y, und y, die Neigungen der Richtung von R 
gegen die Ebenen AH und AK dar; fo ift 


R,=Rcosy, und R,—Reospy,. 


In dem vorbergebenden Paragraphe ift gezeigt, Daß bie 
Wirfung des Theiles der Oberfläche der Kämme, welcher bie 
Begränzung einer jeden der Scheiben AH und AK bildet, bie 
felbe ift, wie die Wirfung von Zähnen, welche diefelbe Form und 
Theilung haben und auf zwei fehr ſchmalen Stirnrädern AD 
und AL eingefchnitten find, welche in einer auf AC perpendifu- 
Iaren Ebene EAD liegen und deren Mittelpunfte die Durch— 
fepnittspunfte 5 und g diefer Ebene mit den Aren CB und CG 
find. Die Richtung des elementaren Drudes R zwifchen den 
Känmen Tiegt demnach in der Ebene EAD, und wenn biefelbe 
mit der Mittellinie DL der beiden Kreife EA und AD zufam- 
menftele; fo würden ihre Neigungswinfel gegen die Ebenen AH 
und AK durch DAH unb LAK oder durch ACB und ACG 
bargeftellt werben, 
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Die Richtung von R neigt fih übrigens in allen Fällen 
gegen bie Mittellinie unter einem gemwiffen Winfel, der nad 
S. 218 und-219 in. einer jeden Lage ber Zähne der beiden Stirn: 
räder durh 9®-+-p bdargeftellt wird, worin 9 die Neigung der 
Linie A, welche man ſich von dem Berührungspunfte A der Theile 
Freife nad) dem Berührungspunfte.der Zähne gezogen denkt, gegen 
den Halbmeffer Ag des getriebenen Rades und ꝙ den Reibungs- 
winfel zwifchen den Oberflächen der Zähne bezeichnet. Um die 
Neigung y, von RA gegen die Ebene des Kreifes AH zu bes 
flimmen, nachdem man weiß, daß ihre Neigung RAD gegen die 
Mittellinie gleih F+gp und daß die Neigung der Ebene AD, 
in mwelder bie Kraft R wirft, gegen bie 

. Ebene AH gleid DAH=ACB=:, if; fo 


we, 
# 


' =, Si ftelle in der feitftehenden Figur Aa die Durch— 
„erh fenittslinie der Ebenen AD und AH bar, 


ſodaß Aard einen Theil der erfteren und Aach einen Theil der 
Tegteren Ebene bildet. Kerner jei Ar die Richtung des Drudes 
R in der erfteren Ebene und Ad und Ah feien Theile der Linien 
AD und AH aus ber vorhergehenden Figur. Fällt man von r ' 
das Perpendifel rc auf die Ebene Aach, zieht rd und ch ya- 
rallel zu Aa und verbindet die Punkte d und A durch die Linie 
dh; fo ift rAc der Neigungswinfel y, der Richtung von R gegen 
bie Ebene AH, dAr der Neigungswinfel 9-4-p von AR gegen 
AD und dAh der Neigungswinfel ı, der Ebenen AD und AH 
gegeneinander, Endlich fteht rd auf der Ebene Akd perpendi- 
fular, weil aA ein Perpendifel auf dieſer Ebene bildet. Hier: 
nah hat man 


rc=Ärsiny — BER RR ferner 
17T eos(#-+-9) * 


Ad 
er. ‚Sins, und 


sin y =-c0S(#-+-9).Sint,. 
Auf ähnliche Weiſe kann gezeigt werden, daß 
sin y ⸗ cos (). sint:. 
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ift, wenn «, den Neigungswinfel KAL=ACG der Ebenen AE 
und AK gegeneinander bezeichnet. 
Aus diefen und den vorhergehenden Beziehungen folgt 


R, =Rcosy, =RV 1 cos’ (d-+gp).sin®n 
R,=Rcosy, —RV 1—cos? (#-+9).sin?is 


Fällt man von dem Mittelpunfte 5 des Kreifes AD auf RA 
das Perpendifel bm; fo ift das Perpendifel BM von dem Mit 
telpunfte B des Kreifes AH auf die Richtung der Kraft R, die 
Projektion von bm auf die Ebene des Kreiſes AH. Um die 
Neigung von bmm gegen die Ebene AH zu beftimmen, fo ziehe 
man An parallel zu dm; alsdann ergibt fih für den Sinus bes 
Neigungswinfels von An gegen die Ebene AH der Auspdrud 


....(273) 





cosDAn.sin:, auf demfelben Wege, auf welchem man den Aus: 
brud.cosDAm.sinı, für den Sinus des Neigungswinfels von 
Am gegen biefelbe Ebene fand, Nun ift aber DAn—Abm 


=; — DAR=5 —(d-+9), mithin ber Sinus des Neigungsmin- 
feld von An oder von bm gegen bie Ebene AH gleich sin(#-+-p).sin:, 
und der Kofinus biefes Winkels gleih V_ I—sin?@-+p).sin?n. 
Hiernach hat man für die Projektion BM von bm auf die Eben: 
AH ben Ausdruf BM=m,=bmV I—sin@- g).sin2e,.. 
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Nah $: 218 ift das Perpendifel dm von dem Mittelpunfte 
eines Stirnrabes auf die Richtung des Drudes zwifchen feinen 
- Zähnen (Gleihung 244) durch die Formel 


r,sin($®-+-g9)-Asinp 


Dargeftellt, worin 9, @, A biefelben Größen bezeichnen, melde 
auch in dem gegenwärtigen Paragraphe mit biefen Buchftaben 
‚ bezeichnet find, worin aber r, für den Halbmeffer bA bes Krei— 


ſes AD ftatt, wie bier, für den Halbmeffer BA bes Kreifes AH 
| BA _7 

| fteht. Man bat jedoch PT sr und wenn 
: man biefen Werth für r, in ber vorftehenden Formel fubftituirt, 


ROTH 
cost, 


Hieraus folgt 
my uote Hising |V 1—-sin?(#-+9).sin?ı 


cost, 
und auf ganz Ähnliche Weife .+...(274) 
m, er) sing |V 1—sin?@®-+p) .sin?ı, 


Subftituirt man dieſe Werthe von m, und m, und aud die 
MWerthe von R, und R, aus ben Gleichungen (273) in die Glei- 
chungen (272), und eliminirt alsdann die Größe R; fo ergibt 
ſich eine Beziehung zwiſchen den Elementarfräften p, und p,, 
welche für einen jeden Abftand des Berührungspunftes der Kämme 
von der Mittellinie Anwendung findet. 


Nun nehme man an, die Anzahl der Zähne des getriebenen 
Rades fei fo groß, daß der Winfel 2X , welchen der Berührungs⸗ 
2 


punft eines jeden Zahnes befchreibt, gering, und bie Linie % bie 
Sehne eines fehr Fleinen Bogens des Theilfreifes des getriebenen 


Nades werde. Alsdann wird 54949 nahe gleich 5 fein ($. 222) 


ſodaß cos?(9#--g) eine ungemein Fleine Größe darſtellt, welche 
vernadhläffigt werden fann, und sin(d-+-g) fehr nahe gleich der 
26 
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Einheit if. Subftitwirt man diefe Werthe in die Gleichungen 
(273) und (274); fo erhält. man 


R,=R, R,=R 


m, —=r, +4singp.cosi,, my —r, — sing. CoSt,. 


Diefe Werthe in die Gleihungen (272) eingeführt, ergeben, 
wenn man jene Gleichungen dur einander bivibirt, um R zu 
eliminiren, 





r, +%sing.cosı, + (24) sing, 
— 
Pa #s r, — sing ‚c0s1, — (2272) SINQz 
2 
ober 
14, sing. cost, — 
p; 7 


. 


Führt man die Divifion auf der rechten Seite wirklich ans, 
und vernachläſſigt Glieder von mehr, als Einer Dimenfion in 
sing, sing; und sinpz; ſo fommt | 


a ra Eon ie 


Pı _ 
p: nn aırı 

Bezeichnet nun 9’ den Winkel, welhen das getriebene Stirn 
rad oder der getriebene Kreis ELA beſchreibt, während irgend 
zwei feiner Zähne miteinander in Berührung find; fo hat man, 
da A fehr nahe eine Sehne dieſes Kreifes ift, melde den fehr 
feinen Winfel % überfpannt ($. 222) A=r,y. Wird aber ber 
Winkel, welchen das Fonifhe Rab FK befhreibt, während fid 
der Kreis ELA um den Winkel drehet, durch % bargeftellt; 
fo fieht man, daß die Theilfreife des ungemein dünnen Rades 
AK und des Kreifes ELA, welche fi) vermöge ber gemeinfchaft: 
lichen Berührung in A herumbewegen, in der Zeit, wo fie reſp. 
die ungleihen Winkel » und %’ befhreiben, gleiche Bogen: 
theile durch den Punkt A führen werden, Außerdem ift der 
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’ r AG 7 
— — — — — 
Halbmeſſer Ag des Kreifes AL gleich GA Pa und 





‚ Ta _ 
u =»r, ober | 
V—=Y COS. ..(275) 


und daher auch A=ryy cost, 
Sest man dieſen Werth für 2 in die obige Gleichung, und 


beachtet, daß — iſt; ſo erhält man 
| m 
Pa 
m | „(ei +2 yoon sing +H2m 2 ing He) ing, 


«++. (276) 


ae man auf beiden Seiten biefer a. mit 
Pa as und bemerkt, daß pıa, „=p a; m SE und bap = ‚Av 
der Gebr kleine Winfel ift, welden das treibende Rab AN be⸗ 
ſchreibt, während das getriebene Rab den Winkel Ay durchläuft, 
ſodaß, wenn Auı die von der Kraft p, an der Scheibe AH vers 
richtete Arbeit bezeichnet, während das getriebene Rab den Win- 


fet Av befchreibt, pa, „ Av=Au iſt; fo bat man 


Au, _ 
Ar | 
226; | 1 el 3 yon sing + (2 sing +2 )sing | j 


oder wenn man Av unendlich Fein annimmt, ſodaß = in den 
Differenzialfoeffizienten a übergeht, auf beiden Seiten mit dy 


multiplizirt und zwifchen ben Gränzen y=o und y= u inte⸗ 
grirt, (f. 8. 222) 


aa Da Baer ee EEE En BE En Zr 
BT ee a 6663 
| | | Er 4 
Kr “I ei} | f 
| | | fd an + 
N | ! ! I ie | Kr r 
| 


—-_. 
-— — — 
— 
— — 
—— — 
.— 
— — 
- 
— — 
— m 
- * ⸗ 
— 
— —— #; 
- 
— 
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27 2 _ 
ich, da = + 
I - 





ete Arbeit besshner we u um m. n. 
Ab beihreiin, pn 7 _.- De 
Du _ 
Av 
— (ers When — 
el u · — 
Es 
Te u Ge u, — 
* vw ww" 
Ga 


pligirt u age 
wet (fe 6. 222) 


a 
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u,= 


van Yet ang + Jung + ang | 


Die vorftehende Beziehung zwifchen ber Arbeit u, welche 
die elementare Kraft pı an der äußerfien fehr dünnen Scheibe 
AH bes treibenden Rades verrichtet, während irgend zwei Kämme 
miteinander in Berührung find, und zwifhen dem elementaren 
MWiderftande p,, welcher fih an ber entfprechenden fehr bünnen 
Scheibe AK des getriebenen Rades der Bewegung entgegenfegt, 
findet offenbar auch auf irgend zwei andere ſehr bünne zuſam⸗ 
mengehörige Scheiben der beiden Räder Anwendung, wenn man 
ftatt pa, 1, 7, Lı und Ir die diefen Scheiben entfprechenden 
Werthe in die Formel ſubſtituirt. Stelft man daher das Inkre— 
ment der ganzen an dem treibenden Rabe verrichteten Arbeit U,, 
welches irgend Einer jener elementaren Scheiben biefes Rades 

P 
b 








zufommt, durch AU, dar, fegt für pa feinen Werth — Az, und 


bezeichnet die Werthe von Li, L,, rı, 73, melde jener Scheibe 
angehören, refp. mit L, L, r, r’; fo erhält man 


AU = 
a (an (Ener an 


oder wenn man Azx unendlich Fein annimmt, zwifchen den Grän- 
zen zo und zb integrirt, und beachtet, daß P,a, = bie ge 


fammte Arbeit U, darftellt, welche unter dem fonftanten Drud: 
P, während der Berührung irgend zweier Kämme auf bag ge 
triebene Rab entwidelt wird, 


U= 
e L y 
eos sin ⸗ 
U, —— + Jona ⸗ 5 * dal 
0 


e.+.(27) 


Bezeichnet man nun die Linie CF mit c, fobaß c+z du 
Abſtand des Berührungspunftes zweier folder elementarer Scer 
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ben vom Punkte C darftellt; fo werben bie Halbmeffer r und r’ 
dieſer Scheiben (wegen ähnlicher Dreicde) offenbar 


etz 


r= 





IC (1 + Z)rı und 
_ tz 





—— ) 


fein, wenn man mit 7 und 7, die Halbmeſſer der äußerſten 
Scheiben NF und OF an dem Fleineren Umfange (und nicht, 
wie bei den vorhergehenden Unterfuhungen, an bem größeren 
Umfange) der Räder bezeichnet. 
Nimmt man nun wieder, wie ed vorhin fchon gefchehen ift, 
Die Richtungen ber Kräfte R, und R, perpendifular zu ben Linien 
BA und GA an, welche von dem Mittelpunfte einer jeden der 
beiden Scheiben nad ihrem Berührungspunfte A gezogen find, 
fodaß die Punfte M und m -(f. die vor- 
bergehende Figur) mit dem Punfte A 
zufammenfalfen, und bezeichnet in ber 
‚R feitftehenden Figur Cin welcher bie Kreiſe 
J um B und G zwei zufammengehörige 
Scheiben ber beiden Räder barftellen, 
u welche nicht in Einer Ebene Tiegen) 
die Winfelt ABD und AGE, welche die Perpendifel BD und 
GE auf die Richtungen der Kräfte P, und P, mit den Halb« 
meffern AB und AG einfließen, refp. mit 9, und 9; fo hat 
man 





AD?—AB? en aD BD.cosABD, alfo 
AD\? BD 2) 
(35) —=1+(55) —2(Z5) 05 ABD, 
d. i., wenn man für AD, AB, BD und ABD reſp. ihre Werthe 
L, r=rı 14 a, und En einführt, 


a el” 
HC) HI EHE) rn 


cos d, oder 
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Entwidelt man die Binomialgrößen biefes Ausbrudes in 
Reihen, beachtet dabei, daß — immer eine fehr Feine Größe it, 
vernachläffigt demnach Glieder mit höheren Potenzen, als ber 
erften, von - und reduzirt gehörigy fo fommt 


(7) =1H() —2(2)eossn +2(% (0091-2) 08 


Wenn nun L, den Werth von L für 20, alfo für die 
Scheibe am Fleineren Umfange des treibenden Rades, deſſer 
Halbmeffer 71 ift, darftellt; fo hat man nad der vorftehenden 
Beziehung, ba der ne 9 für alle Scheiben diefes Nabe 
fonftant bleibt, 


(a ) =14(&) 2 (n) cos®, und daher auch 


2(71)(eos®ı -A)= — 6 y— (a ). 


Sest man zur Vereinfachung ber Formeln den Winfel ADB, 
welchen in der eriten Scheibe am Fleineren Umfange des treiben 
den Rades das Perpendifel BD oder a; mit der Linie AD over 
L bildet, gleich nı und den entfprechenden Winkel für die erſte 
Scheibe am Feineren Umfange des getriebenen Rades gleich 17z: 
fo bat man 


L,?+a°—2L,ı ar cosn, —rı?, alfo 
a +(@ Zi a 
0, 


25 cosn, =1— (< a) — (4 "r i. nach der obigen Formel 
=) ( 


Supftituirt man diefen. Werth für 2 (7. )(c0s8:— Zt) un! 
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2 
den obigen Werth für 1 +(@) —2 ()cos®, in den Aus- 
2 
druck von (#) ; fo fommt 


EC —— — 


Zieht man hieraus die Quadratwurzel, entwickelt die rechte 
Seite der Gleihung in eine Reihe, und vernachläffigt die Glie— 


ber, welche höhere Potenzen, als bie erfte, von = enthalten; fo 
ergibt fich 


— (Semi (&- cn) 


v ift (f. Gleichung 277) 


ging „an — F = ‚)dr= Qrsinpıf e from); 


ba,J Tr, 








und — eine ganz ähnliche Weiſe erhält man 


b 
Q25inp, [U ,„__0sinpyl, _, 5 
ba, er * * c 0089). 
0 


Subftituirt man diefe Werthe in den Model (Gleihung 2777; 
fo wird berfelbe 


U,= 
7 ———— cosia.sin ‚ii —— eꝛiepꝛl c08 
ee nahe) | 
Dezeichnet man nun den Neigungswinfel BCG der Aren ber 


beiden Fonifchen Räder gegeneinander mit 245 fo iſt , +1, =21, 
ferner csin, =r,, esinı,—=r,, und man hat 


Silg 7, 9%, 


sinn _ N _Rı 


Hieraus folgt 
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sin?ı, __sin?:, d 1 cos?ı, _ 1 cos? t, 
eh ren 
1 1 1 2 2 
1 1 _cos?ı, cos’, __/cosı, | COSt,\/CoSt, C0sh 
nn? m? n.” \m, N; ) N, Rz, 





cost, +2) 1 cosı, 


1 
— ¶es t,, folglich 
1 1 


cost, cost, a ER, 
5 ) os, = Teosı, T 
N, C0Sig Mg 
Da ferner ,=ı+3(,—,) und „=i— lu —1,) if; fe 

bat man 

cost, _coslı+4Q, —:,)] _1—tangz(ı, —ı1,).tangı , 

cost; cos[i—$(, —ı,)] 1--tangt(ı, —1,).tangt’ 
aud) ift 
n, _ _ Sint, _ sinlıF%CG,—t5)] _ tangı +tang4Cı, —%), 
N, Sin, sinl—}l,—i,)] tangı—tangt(i, — m)" 
mithin 


tangzli, —ı,)= — tangı; demnach 











—W — 
N, 
cost, n,-+-ng Bus: _ (Ra +n,)— ia, —n,)tang’ı 
coStl, 14 ag tang?ı 6a, +n2)+ ln, —nz)tang?ı 


Hieraus folgt 


lcosı 1_ 17, cosu )=- _1 a?-n32)-+(nı?-n,?)tangt 
N;COSig Na — cos IT nn (mn) [——— 


1 Ar’ — — 
nz (Rn, FR) +, —nz)tang?ı 


en 
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Diefer Werth, in ben obigen Ausdrud für — +20 )oost, 
l 
geſetzt, 


— 


Subſtituirt man dieſen Werth in die zuletzt entwickelte Be— 
ziehung zwiſchen U, und U,; fo verwandelt ſich dieſelbe in 


U,= 


1 2 int L b Y 
et ten) 


er..(279 


Diefe Formel ftelft den Model für die fonifchen oder Kamm- 
räbder dar, wenn man den Einfluß ihrer Gewichte außer Acht 
läßt. Die darin vorfommenden Größen r,,L,,n, und r,, La, 7 
beziehen fi auf die fleineren Endflähen FN und FO der bei— 
ben Räder, weldhe dem Durdfehnittspunfte. C ihrer Aren am 
nächſten liegen. Die Größen 7. und n, find reſp. von den Grö- 
gen r,,L,,a, und r,,L,, a, durch die vorhin entwidelten Be- 
ziehungen abhängig; he man daher in der vorftehenden Formel 


eos =— gg} — Pr * 
Ba u au 


fo geht biefelbe in 
U,= 


ea) en ne 








na 


— 
— ee] U, ...+ (280) 
über, 
Wenn die Richtung Einer der Kräfte P, und P,, 3. B. die 
ber Kraft P,, durch den Punkt F ber Linie AF ginge und auf 


der Ebene BOG perpendifular ſtände; fo würde a,—r, und 
L,=0 werben, ſodaß der Faktor 
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nr a Der ringe 


bes Gliedes der vorftehenden Gleichung, welches fih auf bie 
Reibung an der Are des treibenden Rades bezieht, die unbe 
fiimmte Form $ annähme. Da in diefem Falle aber der Winkel 


—— alſo cosn=0. wird; fo ſieht man, daß der Werth 





jenes Koeffizienten, welcher mit dem von [24 <-cosnı ] über: 
I 


einftimmen muß, unzweideutig —0 wird, Im Allgemeinen gebt 
aus ber vorftehenden Gleichung hervor, daß die Richtungen der 
treibenden Kraft und des Nusmwiderftandes für die zu verrid- 
tende Arbeit die vortheilhaftefte Lage haben werden, wenn biefel- 
ben den Bedingungen 


b b(r,?—a,?) _ 


b b(r,”—a,’) — 
(1-47, er 


aus welchen 


Le=b(%- ar) m und L, °=b(2, =) 


folgt, ein Genüge leiſten. Wenn dieſe Bedingungen übrigens er- 
füllt werben follen; ſo iſt es nothwendig, daß a>r mda>rn; 
fei, und daß die Werthe für L; und La refp. D>(a—r) u und 
> (a —rz) bleiben, weil bie Abftände L; und L, minbeftens 
=a—r, oder =a—rz fein müſſen. Wäre dagegen aı <r;; 
fo würde man die Bedingungen für ein Minimum der vorftehen- 
den Koeffizienten erhalten, wenn man ihre Differenzialfoeffizienten 
in Beziehung zu den Größen L; und L, gleih null feste, und 
wenn alddann die Differenzialkoeffizienten der zweiten Ordnung 
pofitive Werthe lieferten. Hierdurch ‚ergeben ſich Leicht die For: 
derungen 


§. 234. Der Model eines Syftemes von zwei koniſchen Rädern. 41 


Adc—b ’°°?7 c—b ’ 
b(r,—a,?) b(r,’—a,?) 
7 PEr u Ban 7 ve 


von denen bie leuteren unter den gemachten Borausfegungen im— 
mer erfüllt fein werben. Hierbei ift es jedoch wiederum durch— 
aus erforderlich, dagLı und L, refp. > (rı—aı) und > (rr—a,) 
“bleiben, da diefelben mindefteng =rı —aı und —=rg—ag fein 
müffen, | 


$. 234. Es leuchtet ein, daß wenn die Umbrehungsebene eines 
ſolchen koniſchen Rades vertifal wäre, der Einfluß feines Gewichtes 
fehr nahe derfelbe fein müßte, wie bei einem Stirnrade von bemfel- 
ben Gewichte, deffen Halbmeffer gleich dem mittleren Halbmeffer 
des fonifchen Rades wäre, und welches fich ebenfalls in einer verti- 
falen Ebene herumbewegte. Wäre die Are des Rades jedoch nicht 
horizontal, fo müßte fein Gewicht in zwei Kräfte zerlegt werben, 
von denen die Eine in ber Ebene des Rades und die andere 
rechtwinflig gegen biefelbe oder parallel zur Are wirkte. Die 
letztere wirkte dann bloß auf die Stirnflädhe der Are und erzeugte 
bafelbft eine Reibung, wie bei einem ftehenden Zapfen, fodaß die 
zur Überwindung diefer Reibung erforderliche Arbeit nad $. 178 
oder 179 beftimmt werben fönnte. Ermittelte man nad) bdiefen 
Paragraphen die in Nede ftehende Arbeit zur Überwindung ber 
Reibung an den Stirnflähen ber Aren beider Räder; fo würde 
fih für die Summe diefer Arbeiten ein Ausdruck von der Form 
N”.S ergeben, worin N” eine Konftante und S den Raum be- 
zeichnet, welchen die Theilfreife der kleineren Umfänge ber foni- 
fhen Räder befchreiben, während bie Arbeit U, verrichtet wird, 

Die zweite Theilfraft des Gewichtes eined jeden Rades, 
welche perpendifular zu den Aren wirft, müßte ferner in bie 
Gleichung (252) anftatt des Gewichtes der Räder fubftituirt 
werben. Hierburch würde jene Gleichung einen Werth =N’ er- 
geben, und man erhielte für das zweite Glied des Mobels einen 
Ausdruf von der Form (N’--NNS, Fügt man diefe Größe 
der rechten Seite der Gleichung (279) hinzu; fo erhält man für 
den Model zweier Fonifcher Räder, wenn man ihre Gewichte, 
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welche übrigens in Beziehung zu den Kräften Pı und P, als 
gering vorausgefegt werden, mit in Betracht zieht, die Formel 


U,= 
ee)" 


+(N’+NY)S... . (281)9 


*) Denkt man fi zur Vereinfachung der vorftehenden Kormeln die Kränze 
ber beiden Eonifchen Mäder auf zwei Kränze von unendlih geringer Stärke 
reduzirt, beren Halbmeffer die mittleren Halbmefler der Räder find, bezieht 
demnach die Größen r,, Li, 71, und 72, La, 772, auf die mittleren Durd- 
ſchnitte der beiden Räder, und fest bo; fo ergibt die Gleihung (281) 


— ( 4 F = 





| sinp—+ ae singı + ae sin gg U, 
{NH NNS, 


worin benn auch die Größen N’, N“ und S auf die mittleren Theilkreiſe ber 

beiden Räder zu beziehen find. 

Diefe Kormel berubet jedoch auf der Borausfegung, daß die Gewichte ber 
Räder, oder vielmehr die Komponenten biefer Gewichte in perpendifularen Rich— 
tungen gegen die Aren, im Bergleih zu ben Kräften P, und P, gering feien. 
Wären diefe Komponenten ber Gewichte aber fehr bedeutend; fo koͤnnte man 
zur Beftimmung des Models ber beiden NRäber einen Ahnlihen Weg, wie ben 
in der Note zu $. 220 verfolgten, einidhlagen. Zu diefem Ende nehme man an, 
tie beiden konifhen Räder reduziren fih auf ihre mittleren Umfänge; biefe 
mittleren Umfänge feien in der erften Figur des $. 233 durh AH und AK 
bargeftellt, die Richtung bes Drudes R zmwifhen den Kämmen ber beiden Räder 
falle mit der Durdfchnittslinie der beiden Ebenen AH und AK zufammen und 
ftehe demnach auf den Linien AH und AK in A perpenbifular. Außer den Be: 
ziehungen bes $. 233, welche fi hier ſaͤmmtlich auf die mittleren Umfänge 
der Räder beziehen, feien 
W, und W, die Komponenten bes Gewichted des treibenden und des getriebenen 

Rades in perpendilularen Richtungen zu den Aren CB und CG oder in 

ben Ebenen AH und AK, | 

w, und wz bie Komponenten biefer Gewichte in parallelen Richtungen zu 
biefen Aren, 

als der Winkel zwiſchen ber pofitiven Richtung der Kraft P, und ber pofitiven 
Richtung der Kraft W,, 

42 der Winkel zwifchen der pofitiven Richtung des Drudes R,=—R bes ge 
— Zahnes gegen den treibenden Zahn und der poſitiven Richtung der 
Kra 1? 

ug der Winkel zwifchen der pofitiven Richtung der Kraft P, und ber pofitiven 

| Richtung der Kraft W,, 

gg der Winkel zwifchen der pofitiven Richtung bes Drudes R,—R des trei: 
benden Zahnes gegen ben getriebenen Zahn und ber pofitiven Richtung ber 
Kraft W,, wobei die Drudfräfte R, und R, in der Durchſchnittslinie ber 
Ebenen AH und AK liegen und entgegengefegte Richtungen haben. Berner 
fei nad) der Note zu $. 220 
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$. 235. Vergleicht man den Model eines Spflemed von 
zwei Eonifchen Rädern (Gleichung 281) mit.dem eines Syſtemes 


A, = cos ts + Pr c08 4'33, Bı— sin 1’,; F _ sin 2'aa, 
6 


r Ta, 
A, =cos 4", tn c08 4"'39, B,=sint, 3 F = sine”za, 


fodaß in ben Ausdrüden B das obere Zeichen zu nehmen ift, wenn die pofltive 
Richtung der Kraft W zmifhen die pofitiven Richtungen der Kräfte P und R 
ober deren Berlängerungen fällt, und das untere Zeichen, wenn jene Richtung von 
W zwifdhen die pofitive Richtung der Einen und die Verlängerung der anderen 
ber beiden Kräfte P und R fällt. 

Iſt nun nad $. 178 oder 179 A, w, die Kraft, weldhe am Äußeren Um: 
fange oder an dem Halbmeffer g, der Are bes treibenden Rades angebracht 
twerden müßte, um ben Reibungswiderftand an der Stirnflähe bdiefer Are zu 
überwinden, fodaß hierzu am Angriffspunfte der Kraft P, ein Drud — 


- k,ıo, erforderlich wäre, und hat A, ww, eine ähnliche Bebeutung für das ge: 
triebene Rad; fo erhält man ftatt der Gleichungen (272) auf biefelbe Weife, wie 
die Gleichungen (e) in ber Note zu $. 220 erhalten find, die folgenden: 


1 — 
P= = m; 0,828 o,sin pı (Ar-+Bı) h R-+0,828 &1 —_ Wı+ © 


1 , in k 
=, {2 —0,828 ggsin Pa (Ay+ R- 0, W— en. 


Hierin find die Größen A, und W,; B,; A, und W,; B, reſp. pofitiv ober 
negativ zu nehmen, jenachdem man 


a | 
Wı +7 AP 20; 6 Z0; 
>_ 
W+,, MBaZo; Ba _ 0 
bat. 
Für m, und m, hat man nad) $. 233 die Werthe 
m, —r, + Asin ycosı, und my =r, — A sin 9C08 % 


= fegen. Nimmt man biefe Subftitution vor, eliminirt alsdann zwifchen ben 
beiden vorftehenden Gleihungen die Größe, R, verfährt dabei genau fo, wie in 
der Note zu $. 220; fo ergibt ſich 
P,= 

— Ned 1, eing+0,828 — (A,+B,)+ Ben Aura |} P, 
aıTa r Ta rı 72 

ru grsingr w. -4 Qaeinpa Ti .). 
0,828 2 ( * * * —)4 * ( * + = ) 
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von zwei Stirnrädern (Gleihung 257); fo zeigt fich, Daß ber 
durch die Reibungen berbeigeführte Verluſt an Arbeit bei bem 
legteren Spfteme um ben Theil 


⸗ 2 2 
— reinp LP (Bicosn,.sing, +22cosn,.sinpz (28) 
N, c\r, 72 


ber Nutzarbeit U, größer iſt, als bei dem erſteren. Das erſit 
Glied dieſes Ausdruckes kommt der Reibung zwiſchen den Zähnen 
allein zu, das zweite bezieht ſich bloß auf die Reibung an den 
Axen. Beide Glieder find weſentlich poſitiv, dan, und n, in 
jedem Falle <- find, 


Hieraus geht hervor, daß der Verluft an treibender Kraft, 


Macht man nun bier biefelben Vorausſetzungen hinfichtlid der Länge von A, mie 
in $. 233, fegt alfo Ar wcosı,, multiplizirt auf beiden Seiten mit 


a; 2dy und integrirt alsdann zwifhen den Gränzen y=o und y= 
1 


In 2rı 5 r 
N, —U,n — — 8s ımb 8 — 


In, 12 
— indem man beachtet, daß Pızı .— "Na r1 


”2 ift, bt 
ſt, ſo ergibt ſich 


UVr — 
* 


Bf } —J —8 un ET ———— — | dv 


2 } ses (FW, +, He Sn ‚ea —R 

Wird die Integration ausgeführt, P, a, 2 —U, und ( —— -+ =>) 
2 sin? Na N, N 

cos — (+ +) — — geſetzt, worin z den Neigungswinfel Fer 


beiden Aren CB und CG FRE bezeichnet; fo findet fih für den Model 
zweier — Raͤder die Formel 


u⸗ (+ — ER ‚828 [: * —4)ö —— +] u 


g1sin Qr Q3sin @g 01 kı O2 ka 
4 — ae + + «)|s 
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welcher den Kammrädern zufomınt, bei übrigens gleichen Umftän- 
den geringer ift, als ber, welcher bei Stirnräbern ftattfindet; fo« 
dag es in Rüdficht auf Krafterfparung vertheilhaft fein wird, 
überall ba, wo die Praris e8 erlaubt, ein Kammrad flatt eines 
Stirnrades anzuwenden. Dieſes Refultat ſtimmt mit ber Erfah- 
rung überein, welche lehrt, * Kammraͤder leichter laufen, als 
Stirnräder. 


$. 236. Der Model eines Syſtems von mehreren Stirnräbdern. 


In einem Rädermwerfe, wie e8 die feitftehende Figur zeigt, 
bezeichne man der Reihe nad) mit 7,725 7g +++ "ap - Die Halbmeffer 
der Theilfreife ber Räder, von dem treibenden Rabe anfangend, 
mit a, ben perpendifularen Abftand der treibenden Kraft von 
dem Mittelpunfte dieſes Rades, 
mit a, den Abftand des Nutzwider⸗ 
ftandes von dem Mittelpunfte des 
legten Rades, mit U, die auf dag 
erfte Rad entwidelte Arbeit, mit 
u, die von dem zweiten Rabe auf 
das dritte übertragene und von dem 
fegteren geleiftete Arbeit, mit u, die von dem vierten Rabe auf. 
das fünfte übertragene und von dem letzteren geleiftete Arbeit 
u. f. w., endlich mit U, die von dem legten oder Zpten Rabe 
verrichtete Nusarbeit. Die Beziehung zwifchen U, und u, ift 
durch den Model, Gleichung (257), beſtimmt, wenn man bemerkt, 
daß der Angriffspunkt des Widerſtandes für das zweite Rad der 
Berührungspunft b bes dritten Rades mit dem vierten iſt, 
ſodaß man in jener Gleichung a,=r, zu fegen Sn Nimmt 
mon außerdem L, für den Abftand des Punktes 5 von ber 
Projektion des Suuftes a auf die Ebene des britten Rades; 
ſo erhält man 


U= 
1+2(, +, —\sinp+ eL sing, +22 „sing, us+N,.S;- 


Um in gleiher Weife bie Begiefung zwifchen u, und u, 
oder den Model des dritten und vierten Rades zu beftimmen, 








416 Der Mobel eines Syſtemes von mehreren Stirnräbern. 8.236 


fo denke man fi, die Arbeit w,, mit welcher das dritte Rab 
das vierte treibt, äußere fih auf_das dritte Rab im Berührungs: 
punkte 5, fodaß in biefem Falle der Abftand von dem Berüb- 
rungspunfte» bes treibenden und des getriebenen Rades bis zu 
dem Kußpunfte des aus dem Mittelpunfte des treibenden Rades 
auf die treibende Kraft gefällten Perpendifels gleich null wird, 
und das Glied, welches jenen Abftand L als Faktor enthält, aus 
dem Model verfchwindet , während das Perpendifel aus dem 
Mittelpunfte des treibenden Rades auf die treibende Kraft felbit 
gleih r, wird. Ebenfo nehme man an, daß fi die Arbeit des 
vierten Rades im Berührungspunfte c des fünften und fechsten 
Rades Äußere, ſodaß das Perpendifel von ber Are des getrie— 
benen Rades auf die Richtung diefer Arbeit gleih r, ift. Hier: 
nah erhält man für den Model des dritten und vierten Rades, 
wenn man mit L, den Abftand zwifchen dem Punkte c und ber 
Projektion des Punftes b auf die Ebene bes fünften Rades 
bezeichnet, 


u,= 1+z(,, 45 singt — sinp, 


Durch eine ähnliche Betrachtung ergibt ſich für den Model 
des fünften und fecheten Rades oder für bie ——— zwiſchen 
u, und u, 


„=|i+z x. + +4)sinp+% Bring, ut+N,.Sz, 


ferner für den Model bes fiebenten und ochten Rades oder für 
bie. Beziehung zwiſchen u, und u, 


—— —J —* Zub sinps/us+N,.S,, 


und endblih, wenn 2 p verzahnte Räder ober p Paare folder 
Räder vorhanden find, welche ineinandergreifen, für den Model 
des leuten Paares 





uw+N,S, 

















— 
—J — sinp+ —eul2tı sin Prti U,+N.„S,. 
Nap-ı Rap 


In diefen Ausdrüden — N,, N. N, ‚. N, für bie 
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aufeinander folgenden p Räderpaare bie Werthe der "Funktion 
(252), wodurd die Reibung beftimmt wird, welche den Gewichten 
der Räder zufommt, L,, L,, L,, ... L, ftellen die Abftände zwifchen 
dem Berührungspunfte irgend eines zufammengehörigen Paares 
und ber Projektion des Berührungspunftes des zunächſt vorher- 
gehenden Paares auf bie Ebene des erfleren dar, n,, 025 Nas. 
N5p Stehen für die Anzahlen der Zähne ber einzelnen Räder, 
"15 725 735 ..725 für die Halbmeffer ihrer Theilkreife und S,, 
SS; . S, für die Räume, welche ihre Berührungspunfte a, 
b, C,... befhreiben, während auf das erfte Rab die Arbeit U, 
verrichtet wird, 

Bezeichnet man in den vorftehenden Beziehungen die Koeffi- 
zienten von Uy, Ug, Up... U, reſp. mit Ci+u,), A-+u,), 
A+u;)... +); fo werden diefelden 


U, =(i+u,)% +N,.S,; 
w=(l+us)us +N;.S,, 
u„=(4+u)u +N,.S; 
„„=(+u)U, +N, .S. 
Eliminirt man zwifchen biefen Gleichungen bie Größen w,, 


Ugnlgs++ + u, indem man die zweite mit (I-+-u,), die dritte mit 


CI A) (i+u,), die vierte mit i-+u,) di+u,) dus) 
u. f. f. multiplizirt und dann alle Gleichungen abbirt; fo erhält 
man eine Gleihung von der Form 


U, =(d+.)d+e)Atud)..A +4) U,-+N.S,... (282) 
worin Ä | 
NS=N,S, +14, )N,,;+41+m)Atuz)N, St... 
+4+e) d+u)A+u).. At IN, Sp. (283) 
ift. 
Nun bemerkt man, daß der Winkel oder der Bogen, welden 


das erfte Rad in dem Abftande gleich ber Einheit von feinem 
Mittelpunkt befchreibt, während fein Umfang den Ranm S, burd- 


Yauft, dur * dargeſtellt wird. 
1 j 
27 
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Diefer Winkel ift aber auch gleich dem, welchen in berfelben 
Zeit der Angriffspunft der treibenden Kraft P, oder der Fuß— 


punft des Perpenbifels a, beſchreibt, fodaß 1-2 ift. Auch 
1 1 


feuchtet ein, daß der Winfel, welchen bas dritte Rad befchreibt, 
glei dem ift, welchen gleichzeitig das zweite Rad zurüdlegt, dab 


alfo =. iſt. Ebenſo bat man für den von dem vierten 


und eänften Habe befchriebenen Winfel — = —— ferner a — 
72 6 
u. f. w. undendlich für den von dem —— und (20 — Idten 
Rade beſchriebenen Winkel ———. worin S, der von 
r2p- 1 2pP—-2 
dem Theiffreife des (2p—I)ten und auch von dem Theilfreife bes 
2pten oder Testen Rades befchriebenen Raum darftellt. 
Multiplizirt man die beiden erften biefer Gleihungen, ale 
dann die drei erften, baranfdie vier erften u. f. f. miteinander; 


fo ergeben ſich die folgenden Beziehungen 
— 
en eo) u 
— 
I = — Fa ie 2), 


=, Tata =(Aı — 


— —— 15: = anime —— 
* + ’ * + 
= ee Cor — — er Pe BO N»: — 


Subſtituirt man dieſe Werthe für S,,S,,S,... in bie 
Gleichung (283), und dividirt mit S, oder mit bem Saunte, wel: 
hen der Angriffspunft der treibenden Kraft P, beſchreibt, wäh— 
rend diefelbe die Arbeit U, verrichtet; fo kommt 


n=(Zt) INETEIR TERN ERANC) VEn 





++ Ita )ItedAtup- 1) (ann — = yn 2 


. Agp- 
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ober wenn man beachtet, daß bie Größen u,,t2, 45... fämmt- 
ih aus Gliedern beftehen, welde Eine Dimenfion von sing, 
sinp,, SiNnyz,... enthalten, daß die Größen N,,N,,N,,... 
(Gleichung 252) ebenfalls von Einer Dimenfion in dieſen fehr 
feinen Größen find, und daß Glieder von mehr, als Einer Di- 
menfion in sing, sinp,,sin@z,... vernachläſſigt werben können, 


N=(Ze) I HG) HEN Hagen ar + 
Gu 
Ng+.N4.: "Nap-2 


Vernachläſſi gt man in gleicher Weiſe in der Gleichung — 
alle Glieder, welche mehr, als eine Dimenſion von u, Has Kgs- 
— ſo wird dieſelbe 


UVI—ν. + UNS. 
Hierin ift aber 


—— —— — — 19; Lang, Tat 











„sin Pas 





A Psa⸗ 


— sinn + at 
1 


04 * 
— 7 +) sing L. a sin 
M3 = 94 1, rt, 9 


+ + . > + 2 + + 


L,+ 0p+ | 
HERR ER. ing Lti deti a 
Na—ıp Rop 7 72p42 Pet 


Subſtituirt man daher dieſe Werthe für uistaskas-- in die 
vorhergehende Gleichung; fo erhält man ald allgemeinen Aus- 
druck für den Model eines Syſtemes von mehreren Stirnräbern 


U, == 
i+r — el r—— Lie; — 4 Rings + singat. 
bp 5 sing, — =pst0ptt cin — U,+ N.8...(253) 
"ap-aTap-ı 


§. 237. Die Arbeit U,, welche auf das erfte Rad eines 
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zufammengefegten Räberwerfed verrichtet werden mE, = co 
dem Testen Rade eine gegebene Nutzarbeit U, bewerzeirzn 
überfhreitet die Tegtere um die Größe 


-(„-+,- + = +,2_)nr-U, 


+ (ing, + singt. — — JUN: 
O8 
In diefem Ausdrude ſtellt das erite Glied den — 
bar, welcher aufgeboten werden muß, um die Reibung zwiſce 
den Zähnen zn überwinden; berfelbe variirt in direfiem Berbil: 
niffe mit der von der Mafchine zu leiftenden Nusarbeit U, 
Das zweite Glied ftellt den Kraftaufwand bar, welhe 
dazu verwendet werben muß, um die Reibung an den Am 
der Räder zu überwinden, welche durch den Drud der treibe- 
den Kraft, durch den Drud des Nusmwiderftandes und durch ku 
Drud der durch diefe beiden Kräfte zwifchen den Zähnen erzeu: 
ten Preffungen an den Aren der Räder hervorgerufen wird; bie 
fes Glied variirt ebenfalls in direftem Berhältniffe mit der Nur 
arbeit U,. Das dritte Glied endlich bezeichnet den Kraftauf 
wand, welcher erforderlich ift, um die von den Gewichten br 
Räder an ihren Aren erzeugten Reibungen zu befiegen; basielk 
ift von der zu Teiftenden Nusarbeit ganz unabhängig und variir 
nur mit dem Raume S, welchen ber Angriffspunft ber treiben 
den Kraft befchreibt, 





$. 238. Der Kraftaufwand zur Überwindung der 
Reibung zwiſchen den Zähnen. 

Die auf die Reibung zwiſchen den Zähnen zu verwendende 
Arbeit iſt durch den Ausdruck 


1 a 
x(-- + Hast) sin9.... 28 
bargeftellt. Der Werth besfelben tft offenbar deſto geringer, je 


feiner ber Faktor sing oder ber Reibungsfoeffizient für die Be 
rührungsflägden ber Zähne ift, und je größer die Anzablen ber 
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Zähne der verfchiebenen Räder bed Spftemes find. Die Anzapı 
der Zähne an irgend Einem biefer Räder fann in ber That fo 
Hein angenommen werben, daß dadurch ber vorftehende Ausbrud 
im Bergleih zu U, . einen fehr beträchtlichen Werth erhält, 
und man Tann fogar durch die gleichzeitige Verminderung ber 
Anzahlen der Zähne mehrerer Räder bed Syſtemes die auf bie 
Reibung an ihren Berührungsflächen zu verwendende Arbeit fo 
fehr fteigern, daß fie die Nutzarbeit U, überſchreitet. Dies wird 
umfo begreifliher, wenn man beachtet, daß bie Berührungsfläcdhen 
‚der Zähne, nachdem die Mafchine längere Zeit in Thätigfeit 
gewefen ift, gewöhnlich frei von dem dazwiſchen gebrachten Fette 
werben, fodaß der Reibungswinkel für die Oberflächen ber Zähne 
in den meiften Fällen einen viel größeren Werth annimmt, als 
für die Oberflähen der Aren der Räder. Aus biefer Betrach— 
tung erfieht man, wie wichtig es ift, ben Rädern eines zufam- 
mengefegten Syſtemes die größtmögliche Anzahl von Zähnen zu 
geben. 


$. 239. Der Kraftaufwand zur Überwindung der 
Neibung, welde durh die treibenden Kräfte an ben 
Aren erzeugt wird. 


Die hierzu erforderliche Arbeit iſt durch die Formel 
—* gi+ in nr ae sing 4... 


+ ee__ sing, + ker EL sin ) Us... (288) 
rap- 272-1 

dargeſtellt, welche das zweite Glied des Ausdruckes (286) bildet. 
Es leuchtet ein, daß der Werth dieſer Arbeit umſo geringer wird, 
je Heiner die Größen sinp,, sinp,,... oder bie Reibungswin- 
fel für die Berührungsflähen der Axen und ihrer Lager werben, 
oder je beffer die Aren gefchmiert werben; wird fi aber 
auch dann vermindern, wenn die Brüche un, Kuba, Zala 
fleiner werden. 

Nun bezeichnen die Größen Li, Lu, Las - . für je zwei an 
Ein und derſelben Are befeftigten Räder, welche hier als ein 
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einziges Rad gedacht werden, den Abftand ber Angriffspuntt 
; Fe p ber beiden auf dieſes einzige Ra 





a Angriffspunfte auf eine Perpendifufar: 
& ebene zu der gemeinfchaftlihen Umbdre 
: 5 bungsare profizirt; es ift nämlich L, 
“ Abftand des Angriffepunftes der frei 
benden Kraft P, (oder des Zußpunftes des Perpendifels a, aus 
dem Mittelpunfte des erften Rades auf die Richtung dieſer Kraft) 
von dem Berührungspunfte a des erften und zweiten Rades; L, 
ift der Abftand des Punktes a von der Projektion des Berüb: 
rungspunftes 5 bes dritten und vierten Rades auf Die Ebene dei 
zweiten Rades u. ſ. f. Es Teuchtet ein, daß dieſe Größen L,,. 
L,,... am Fleinften werden, wenn bie Angriffspunfte der eben 
erwähnten Kräfte auf Ein und Diefelbe Seite der entfpre: 
henden Are fallen, und daß diefelben am größten werden, wem 
diefe Angriffspunfte auf entgegengefeste Seiten ber gemeinfchaft: 
lihen Are fallen, Cvergl. $. 168, von weldhem ber vorliegende 
nur ein befonderer Fall if). So wäre 5.8, der Fleinfte Werth, 
welchen ber Abftand L, annehmen kann, gleih r,—r, und ber 
größte gleih x, Fr2, ſodaß das Marimum und Minimum bei 
Werthes von L, durch r,;, tr, und das Marimum und Mini- 
mum bes Werthes vor 282 durch (-- —* e dargeſtellt wer— 
2'383 2 3 

den fann, 

Auf eine Ähnliche Weife ergibt fih für das Marimum und 
Minimum des Werthes von Er ber Ausdruck G- F He⸗ u.f. 
f., ſodaß fih das Marimum und Minimum der durch die Reibung 
an den Aren verloren gehenden Arbeit in der Form des Ausdrudes 





1.1 1%. 1 EEE KO. 
(-- +70 sing ++ 1 ent ossingat.. 


1 1 } 
+ Ge + Qg ) Oprı SNY,-, U, 
darſtellt. 


Hieraus erſieht man, daß in einem jeden Falle der Kraft—⸗ 
aufwand zur Überwindung der Reibung an ben Aren umfo 


angebrachten Kräfte, wenn man biel . 
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geringer fein wird, -je Feiner das Verhältniß der Halbmeſſer 
dDiefer Aren zu den Halbmeffern der Räder ift, indem berfelbe 
durchaus nicht von den abfoluten Dimenftonen dieſer Halbmeffet, 
fondern nur von ihren gegenfeitigen Berbältniffen abhängt, daß 
aber außerdem jener Kraftaufwand am geringften. fein wird, wenn 
die Räder fo geordnet find, daß die Projektion des Berührungs— 
punftes irgend eines zufammengreifenden Paares auf die Ebene 
des nädftfolgenden Paares in die Mittellinie des letzteren, zwi— 
fchen den Berührungspunft feiner Zähne und den Mittelpunkt 
feiner Are fällt, während der Kraftaufwand am größten fein 
wird, wenn jene Projektion ebenfalls in die Teggebachte Mittel: 
finie, aber auf Die entgegenfegte Seite bes Mittelpunftes ber Are 
fällt. Der Unterſchied zwifchen der in biefen beiden äußerften 
Fällen auf die Reibung an den Aren zu verwendenden Arbeit 'ift 
durch die Formel 
0 94 O+p} 


a ER 02; 03; 04: E Op . O+p1 .: 
2 a a ei di aa a — Bi * — U; 





Dargeftellt, welche bei einem Syſteme von fehr vielen Rädern zu 
einem beträchtlichen Bruce von U, anwachſen kann. Der Werth 
dieſer Formel bezeichnet die Arbeit, welche Durd eine unzweck— 
mäßige Anordnung der Berührungspunfte Der Räder verloren geht. 


$. 240. Der Kraftaufwand zur Überwindung ber 
Reibung, welde durch die Gewichte der Räder an ben 
Aren erzeugt wird, 


- Das dritte und letzte Glied NS des Ausdrudes (286) ſtellt 
die Arbeit dar, welche zur Überwindung desjenigen Theiles der 
Reibung an den Aren erforderlich ift, der durch bie Gewichte 
der einzelnen Räder des Spftemes erzeugt wird. Bon biefem 
Gliede bezeichnet der Faktor N einen Ausdrud (Gleichung 284), 
deffen einzelne Glieder als Faktoren die Größen N,, N,,N,,.. 
enthalten, deren allgemeine Form burd bie Gleichung (252) 
gegeben ift, wenn man dabei berüdfichtigt, daß bie Richtungen ber 
treibenden Kräfte für die verfchiebenen Näberpaare, von bem 
sweiten an, in ben Tangenten ihrer Berührungspunfte Liegen. Die 
anderen Faftoren der Glieder des Ausdrudes von N (Gleichung 
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‚teibung an den Aren erterterfih ber dark die Gewichte 
er einzelnen Räder des — ciergt wirt, Ben diefem 


Hliede bezeichnet der Zafter N einen You Gleichung 284), 
u: —* Glieder ale 5 Fafteren die Größen N, NN 


a 

Prriietenen Rüderpaare, von bey 

"rer Berührungspuntte —X 
Ausdruckes von N LO! 
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284) find Brüche, deren Zähler aus ben Probuften 72, 72,... ber 
Anzahlen der Zähne aller vorhergehenden treibenden Räder bes 
Syftemes, mit Ausnahme des erften, und deren Nenner aus ben 
Produkten n,n4... der Anzahlen der Zähne aller vorhergehenden 
getriebenen Räder des Spftemes beftehen. Wenn das Räder: 
werk von der Art ift, daß dadurch die Bewegung befchleunigt 
wird, ſodaß die Anzahlen der Zähne der getriebenen Räder im 
Vergleich zu denen der treibenden Räder Hein ifl, und wenn bie 
Größen N,,N,, N,,.. fämmtlih pofitio find; fo fieht man, 
das alsdann der durch die Gewichte der Räder herbeigeführte 
Kraftverluft fehr beträchtlich werden fann. Da ferner Die Koef— 
fijienten von N ,,N,,N,,... in dem Ausdrude für N (GTeichung 
284) ſehr raſch zunehmen, und der Kraftverluft für Die von dem 
erftien Rade am weiteften abliegenden Räder am größten ift; fo 
ift es rathſam, die Gewichte der Räder mit ihrer Entfernung 
von dem erften zu vermindern, was um fo eher gefchehen fann, 
da der Drud auf ein jedes folgende Rad in dem Maaße abnimmt, 
wie die Gefhwindigfeit, unter welcher die Arbeit von demſelben 
fortgepflanzt wird, zunimmt. 


$. 241. Der Model eines Syſtemes von mehreren 
NRädern,in welchem alle treibendenund alle getriebenen 
Räder refp. einander gleich find, und in weldem bie 
Berührungspunfte der treibenden und getriebenen 
Räder eine ähnliche Lage baben. 


Wenn die Anzahlen der Zähne und auch die Halbmeffer 
aller treibenden Räder einander gleich find; f hat man n, = 
Bann, =eteudr=r,=r,=r,ete, . Ebenfo bat 
man, wenn aud die Anzahlen der Zähne und die Halbmeffer der 
getriebenen Räder unter fih gleih find, nn —=n, =n, = etc. 
und n,=r,=r, et. Nimmt man zur Bereinfadhung ber 
Unterfuhung an, daß der Angriffspunft der treibenden Kraft 
an dem erften Rabe zu dem Berührungs- 
punfte a dieſes Rades mit dem erften 
J R getriebenen Rade eine ganz ähnliche 
2 3 Etage babe, wie biefer Punft a zu 
;— : 5 bem Berührungspunfte b des nädhften 
"Paares, ſodaß a,=r; ift, und baf ber 
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Angriffspunft des Nutzwiderſtandes P, am Testen Rabe ebenfo 
gegen den Berührungspunft bes Testen Paares Tiege, wie 
diefer Punkt gegen den Berührungspunft bes vorhergehenden 
Paares Tiegt, daß alfo a,=r, iftz fo hat man offenbar L, = 
L,=L,=..=L,+, und (nah Gleichung 252) N,=N, 
=5...=Np. 

Durch diefe Subftitutionen wird der Model (Gleihung 285), 
unter der Borausfegung, daß alle Aren biefelben Dimenfionen 
haben, von demfelben Materiale gefertigt und in gleicher Weife 
gefchmiert find, wenn man beachtet, daß das Syſtem p Paar 
ineinandergreifender Räder enthält, 


U,=}14ap (-+;-) Sing HN it sing: (V. . s 
2.289) 


Der Wertb von N Gleichung 284) wird unter dieſen 
Vorausſetzungen 


nn (HEHE 


oder 


vo = N, .... 290) 
Draw £ 


Das Näderwert vom Fleinften Wiberftande. 


$. 242, Ein Syftem von lauter gleichen treibenden 
und lauter gleihen getriebenen Rädern, wie es in 
dem vorhergehenden Paragraphe befhrieben ift, foll 
an dem legten Nabe eine beftimmte Nusgarbeit U, unter 
einer Gefhwindigfeit hervorbringen, welde m mal 
größer oder Fleiner ift, als die, unter welder bie Ar— 
beit U, der treibenden Kraft am erften Rabe ver- 
richtet wirb; man verlangt Die Anzahl p der Räderpaare 
zu. fennen, bei welcher die dur den Raum S auszu— 
übende Arbeit U, der treibenden Kraft ein Minimum 
wirb. 
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Wenn allgemein a, und a, die perpendifularen Abſtände 
von der erften und Testen Are find, an welchen refp. Die treis 
bende Kraft P, und ber Nutzwiderſtand P, wirft; fo ift be 
Raum, welden der Augriffspunft von P, bei Einer Umdrehung 
des erften Rades befchreibt, = 2ra,. Während fi} aber das 
erfte Rad Ein Mal umbdrebet, drehet fih das leute oder 2ptı 


Rad, nah Gleichung 239, (2) mal herum. Ebenfo viel mal 
— 2 


bewegt ſich nun auch der Angriffspunkt des Nutzwiderſtandes 
P, um die legte Are, beſchreibt alſo einen Raum = 2 za, 


=), während der Angriffspunft der treibenden Kraft P, den 
2 


Raum 2 ma, befhreibt. Hieraus und aus ber Forderung, daß 
die Gefchwindigfeit der Nutzarbeit m mal fo groß oder fo Fein 
fein foll, als bie Seſchwindigkeit der Arbeit der treibenden 


Kraft, folgt 
0 


Bei der ſymmetriſchen Anordnung des — S. 241 if 











angenommen, daß a =nunda,=r; alfo © — — — ſei. 
2 
Für dieſen Fall hat man alſo 
m— a) 
Nyg 
zu fegen. Hieraus folgt 
SER 
Na. 3 
— — 
1 Pt 
uw und -—— ,„ mithin auch 
N. N, 72 
— mr 


Subftituirt man dieſe Werthe in den Model (Gleichung 
289), und fegt für N feinen Werth aus Gleichung (290); fo 
fommt 
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U, = 


3 1+ = (mer )sing+ (8) (PU) mFsing, U; 


—mPpti! 
+ (8... 00 


mPtı — 1 


Es leuchtet ein, daß die Aufgabe dur denjenigen Werth von 


'p gelöft wie, welcher ben Bedingungen mon nt *0 
ein Genüge leiſtet. Die erſte dieſer beiden ia ergibt 


nad der Differenziation ber vorftehenden Gleichung 
plogm 9— 
—D — 


„ti. 
met m —ToEm_ N,S=0..., (292) 
+ mr) 


Diefe Gleihung kann durch eine Näherungsmethode für p 
aufgelöf’t werben, wenn alle übrigen darin vorfommenden Größen 
gegeben find. Differenzürt man biefelde noch einmal, und erhält 
alsdann durch Subftitution des Werthes von p aus Gleichung 
(292) eine pofitive Größe; fo erfüllt der für p gefundene Werth 
beide Bedingungen eines Minimums der Funktion (291) und 
entfpricht den Forderungen der vorliegenden Aufgabe. 

Segt man gr=o und Nı=o, oder mit anderen Worten, 
vernachläffigt man den Einfluß aller Reibungen an den 
Aren der Räderz fo rebuzirt fih die Gleichung (292) auf 








*5 plogm — 
mptı (Fe) sin + sing 0 


oder, nach gehöriger Reduktion, auf 


ı 
rl 1m FF )—logm .2.(293) - 


Nachdem diefe Gleichung für p aufgelöft wäre, hätte man, 
Yıın die Auflöfung eine irrationale Zahl ergäbe, für p bie zu- 
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nächſt liegende ganze Zahl zu nehmen. Aus dem gefundenen 
Werthe für p und dem gegebenen Werthe für m würde alsdam 
das anzunehmende Berhältnig der Anzahlen der Zähne oder ber 
Halbmeffer der treibenden Räder zu ben Anzahlen ber Zähn 
ober ber Halbmefler der getriebenen Räder nad den Formeln 


= GER ı DEBIAN = 

) nn 5. 

zu berechnen fein. Bon den beiden Größen r, und r, könnte 
immerhin die Eine im voraus beftimmt fein, die andere aber it 
von p abhängig, und ergibt fih erft nah der Auflöfung ber 
Gleichung (293). Hieraus folgt, daß von den beiden Abftänden, 
in welden die treibende Kraft und der Nusmwiberftand von 
ihren Aren angebracht werden müfjen, und melde bier refp. r, 
und r, find, immer nur Einer im voraus gegeben fein bürfte, 
während der andere erft nach der Ermittelung bes Werthes von 
p beftimmt werben könnte. 

Sollten jedoch die Abftände aı und a, der treibenden Kraft 
und des Nutzwiderſtandes im voraus gegebene und von ben 
Halbmeffern der Räder unabhängige Größen fein; fo hätte man 
nah biefer Bedingung die allgemeine Form des Models (285) 
einzurichten, alsdann, wie im Anfange diefer Unterfuhung be 


merft ift, 
"-(2)(2) 


darin zu fubftituiren und wie im Borftebenden behuf Beftimmung 
von p zu verfahren. Unter dieſen legteren und ben übrigen 
Borausfegungen des $. 241 würde man für den Model des 
Spftemes die Formel 


(14 BA nr re 


erhalten, worin 





sing, | U, 
+N.S 





— gL 
N SSR — — * 


2 nt (2 | ner (a J 


Vernachlaͤſſigte man auch bier alle Reibungen an den Aren 
der Räder, feste alfo sin p, = o und N=o; fo würbe fi der 


Model auf die Gleihung 
U= Y+zr(-- +L)ine U; 


reduziren, und wenn man. alsdann nad ber obigen Beziehung 
4 
— *6 m) und demnach 








iſt. 


ng 
ı 
RN 
1 (m 
— 2 und 
ng 7, 
a NP 
nı N Nı 


fubftituirte, ii 
U= +Zp [em y+1]snp (U, 


Differenziirt man dieſe Gleihung in Beziehung zu pz fo ergibt 
fih unter den hier gemachten Borausfegungen ftatt der Bebin- 


gung (293) die folgende, 


14 — m)" — “U m)... (2934) 


Die geneigte Ebene 
S. 243. AB fei die Oberfläche einer geneigten oder ſchiefen 


430 Die geneigte Ebene. 8.243. 


Ebene, auf welcher ein Körper, deſſen Schwerpunft G und deſſen 
Gewicht W ift, vermöge eines Drudes P im Gleichgewichte er: 
halten wird, der fi in beliebiger Richtung auf den Körper 
äußert und den man fih durch die Spannung eines Seiles cr: 
zeugt denfen kann. OR fei die Richtung der Nefultante von 
P und W und ST ein Perpendifel auf der geneigten Eben: 
im Punfte S, wo die Linie OR diefelbe durchſchneidet. 

(N) 





Wenn fih die Richtung der Refultante OR auf der nad 
unten gefehrten Seite des Perpendifeld ST unter einem Winkel 
OST, gleih dem Reibungswinfel, gegen das Tegtere neigt (wie 
in der Figur 1); fo ift der Körper im Begriffe, aufwärts zu 
gleiten, und wenn ſich jene Richtung auf der nad oben gefebrten 
Seite des Perpendifels unter einem Winfel OST, gleich dem 
Reibungswinfel, gegen dasfelbe neigt (wie in der Figur 2); fe 
ift der Körper im Begriffe, abwärts zu gleiten ($. 138). Die 
erftere Vorausſetzung entfpricht dem oberen und die legtere dem 
unteren Gränzzuftande des Gleichgewichtes ($. 140). 

In einer jeden biefer beiden Lagen ift der Widerftand ber 
Ebene, welder mit R bezeichnet werde, der Refultante von P 
und W gleich und gerade entgegengefest. Man bat alfo drei 
Kräfte P,W und R, welche fih im Gleichgewichte erhalten, um 
daher nad $. 14 

 P __ snWOR 
W"sinPOR ' 

Bezeichnet man den Neigungswinfel BAC ber geneigten 
Ebene gegen den Horizont mit ı, den Reibungsmwinfel OST mit 
p und den Neigungswinfel PQB der Richtung der Kraft P 
gegen die Ebene mit ®, fegt dabei voraus, daß die inden Figuren 
dargeftellten Durchſchnitte in einer vertifalen und auf Der ge 
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neigten Ebene perpenbifufar ftehenden Ebene liegen; fo hat man, 
wenn man OV perpendifular zu AB zieht, 
in $ig. 1. WOR=WOV-+SOV=BAC-+OST=:4 9, 

und POR=PQB+ 0SQ=PQB+5—0ST=F43— 9; 
in $ig. 2. WOR=WOV— SOV=BAC— 0ST=1—9, 

und POR=PQB +0SQ—=PQB+5+0ST=F+249; 
alfo 

WOR=:+g und POR=—-+C-+9), 


worin die oberen oder unteren Zeichen zu nehmen find, jenachdem 
der Körper im Begriffe ift, aufwärts, wie in Fig. 1, oder ab- 
wärts, wie in Fig. 2, zu gleiten. Sest man alfo voraus, daß 
der Winfel p pofitiv oder negativ genommen werde, jenachdem 
der Körper im Begriffe ift, nach oben oder nad unten zu gleiten; 
fo hat man allgemein 


WOR=149, POR=-+@—9), 
und demnach | = 
sin («+ 9) sin (+ 9) 
—_ ln IF — IF, woraus 
sin(2-+9— 9) cos(F—p) 


og nCHg) 7 
P=W. ee IT ae (294) 


E_ 
= 


rolgt. 
Wenn die Richtung der Kraft P der geneigten Ebene parallel, 
sper wenn < PQB=#= 0 if; ſo wird bie vorftehende Be- 


iehung 


pw. LP)... 
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Wenn ı=o ift, fo wird bie Ebene horizontal (Fig. 3) und 
die Beziehung zwifchen P und W nimmt die Form 


an. 
Wenn gleichzeitig do wäre; fo hätte man P=W tongy. 
wie es nah $. 138 auch fein muß. Wenn der Winfel PQB=® 


(Fig. 1) über 5 +g hinaus wähft und — — 9 wird, worin 
9 den Winkel PQA bezeichnet, der <Z —p ift, wie in Fig.4; 


fo wird cos (d—g) = cos(a - H — 9) — — cos (#9), worin 
cos (Hg) pofitiv bleibt, und die Beziehung (294) nimmt die 
Form 


sin(+) 
=-W 9 Le) .... (297) 
an. Das negative Zeichen Yehrt, daß bie Kraft P, vermöge 
welcher der Körper die Ebene hinauf gleiten foll, in dieſem 
Falle nah einer Richtung wirken muß, welche ber bei Fig. 1 
angenommenen entgegengefegt ift, oder daß bie Kraft P in Diefem 
Falle in der Richtung PO einen Drud ausüben muß, während 
fie vorher in der Richtung OP einen Zug äußerte. 

Wenn übrigens der Körper im Begriffe wäre, auf der Ebene 
herab zu gleiten, fobaß ꝙ negativ genommen werben müßte, 
und wenn außerdem .p>ı wäre; jo würde sing) in sin 
G--9)=—sin(p—.ı) übergehen, ſodaß P alsdann wieder einen 
pofitiven Werth 

j 22 sin(p—1) 
PeW. a 

annähme, durch welchen die Kraft beftimmt ift, welche eben er 
fordert wird, um den Körper auf ber Ebene herabzuziehen. Wärt 
in dem Tegteren Falle ı=g; fo ergäbe ſich P=o, und be 
Körper würde unter biefen Umftänden im Begriffe fein, ohne bie 
Anwendung irgend einer anderen Kraft, ald ber feines Gewichtes, 
auf der Ebene herabzugleiten. Man fieht, daß in dieſem Fall 
die Ebene unter dem Neibungsmwinfel gegen den Horizont 
geneigt ift. 





nu 
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$. 244. Die Richtung der Fleinften Zugfraft. 


Bon der unendlichen Menge der verfchiedenen Richtungen, in 
welchen die Kraft P angebracht werden .fann, um den Körper bie 


” geneigte Ebene hinauf zu bewegen, erfordert eine jede einen an- 


Deren Werth für diefe Kraft, und man fieht, daß diejenige Rich— 


— tung den fleinften Werth für P zu diefem Zwede erfordern wird, 
‚5 welde den Nenner des Bruches in Gleihung (294) am größte: 


A. a a 5° 


— oder welche — — o oder *9 macht, indem ber 


Zähler dieſes Bruches von der Richtung der 
Kraft P unabhängig iſt. Demnach entſpricht 
die Richtung von P der des geringſten Zuges, 
wenn der Winkel PQB dem Reibungswinkel 
gleich wird, eine Beziehung, welche für einen 

“ jeden der im vorhergehenden Paragraphe uns 
terfuchten Fälle Gültigkeit bat. 





$. 245. Die bewegliche geneigte Ebene. 


ABC ftelle eine Verbindung zweier gegeneinander geneigter 
>». Ebenen AB und CB dar, auf welde 

in der Richtung P,D, parallel zu CB, 
die Kraft P, wirft, und welde zwifchen 
„ äwei widerftehbenden Flächen GH und 
“KL beweglich ift, von denen die Eine 
feft bleibt und die andere im Begriffe 
ift, dem Drude der fchiefen Ebene nach— 





zugeben. 

Wenn man fih die Refultanten der Widerftände der ver- 
ſchiedenen Punkte der beiden Ebenen AB und CB reſp. durch 
R, und R, dargeftellt denkt; fo Teuchtet ein, daß die Richtungen 
diefer Refultanten und der Kraft P, in Ein und demſelben Punfte 
O zufammentreffen werben (ba eine jede diefer drei Kräfte der 
Refultante der beiden anderen gleih und entgegengefegt ift) und 
daß, weil das Spftem der fhiefen Ebenen im Begriffe ift, auf 
einer jeden der beiden Flächen zu gleiten, die Richtung einer 
jeden der beiden erwähnten Refultanten mit der Perpendifularen 
auf den ſchiefen Ebenen einen Winkel einfhliegen wird, welder 
dem entfprechenden Reibungswinfel gleich — 
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Sind demnach ET und FS Perpendifel auf den Ebenen AB 
und CB in den Durchſchnittspunkten der Richtungen von R, und 
R, mit dieſen Ebenen und 9,, 9a die Reibungswinkel für Diefe 
Ebenen und die widerfiehenden Flächen GH und KL refpeftive; 
fo hat man RET=g, und RRFS=g,. 

Da bie Kräfte Pi, Rı, Rz einander das Gleichgewicht hal- 
ten; jo ift ($. 14) 


P, _sinEOF — P,_ sinEOF 


R, sinDOF R, sinDOE’ 








Nun ift die Summe der vier Winkel des Vierecks BEOF 
gleich vier rechtens demnach 


EOF=22—EBF—OEB—OFB, 
d. 4* da EBF=:, 0EB=+91; OFB=—.+9, ift, 


EOF=1—ı—9p, 09 


Ebenfo ift 
DOE=2r—-ADO-AEO—DAE, 
d. 1, ba ADO=— > f AEO=—9,, DAE=—ı iſt, 
DOE —— 


Da ferner DO parallel zu CB ift; fo hat man 
DOF=x--OFC, 
d. i. weil OFC=-— 9; iſt, 
'DOF=+9,. 


Hierdurch werben bie obigen Beziehungen 
P, _sinz— (+9, +93)] _ sin +9, +92) 


R, sin (+9) COS, 
und 
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P, __sinf®—C+9,+92)] _ sinG4+9,+9,) 
R, sin (5-+:49,) — 
Hieraus folgt: 





P,—R, "C+9,+92),,,,(299) 


cos . 


SinC 3 +92) 
PR, BE Pe)... (800) 


In den Rihtungen R,E und R,F müßten nun von außen Kräfte 
gegen bie Flächen GH und KL angebracht werben, wenn fie der 
Wirfung der Kraft P, nicht nachgeben follten. Diefe Kräfte 
fönnten aud durch feſte Hinderniffe ganz oder zum Theil erfegt 
werden, Nimmt man z. B. an, die Flächen GH und KL wären 
durch fefte Hinderniffe verhindert, fih parallel zu den Ebenen 
AB und CB zu bewegen, und es wäre ihnen nur geftattet, ſich 
perpendifular zu biefen Ebenen zu bewegen, in diefen perpen- 
difularen Richtungen TE und SF feien jedoch die Kräfte P’, und 
P”, wirffam, welche fih den Bewegungen widerfegten; fo müßte 
R, die Refultante der Kraft P', und des Widerftarbes des feften 
Hinderniffes in paralleler Richtung zu BA, und R, müßte bie 
Nefultante der Kraft P”, und des Widerſtandes des feſten Hin- 
dernifjes in paralleler Richtung zu BC fein. Demnach müßte 
man haben 


— und R,= 


R—___Pa ___Ps_ P”, P” 
7 eosR,ET ” cosg, 


—— EURROSERLL uU: SUN 
cosR,FS ” cosg, 


Setzt man dieſe Werthe für R, und R, in die vorftehenden Glei— 
dungen; jo werben dieſelben 


P,=P', sinu-+ 9,792) ER (2992) 


COSYP,.COSp, 


pr _Snttgı 92) ® 
——— — 


In dem Falle, wo die Fläche GH dem Drude der ſchiefen Ebene 
in perpendifularer Richtung nachgibt, während die Fläche KL 
feft bleibt, drüdt der Model ber fchiefen Ebene ABC die De: 


436 Die bewegliche geneigte Ebene. $. 245. Gl. (302.) 


ziehung zwifchen der Arbeit ber treibenden Kraft P, und ber 
Nugarbeit aus, welche hier in der Überwindung der mwiderftehen- 
ben Kraft P’, befteht, (ſ. $. 148). Da nun in der GtTeichung 


sin(t-9,+9,) 
(299) der Koeffizient —— — — für den Koeffizienten &, 


der allgemeinen Gleichung (119) ſteht, und der Werth Diefes 
Koeffizienten für den Fall, daß feine Reibungswiderſtände vor- 
banden, alfo die Reibungswinfel 9, und 9, gleih null wären, in 


®, (0)=sin: 
übergeht, fobag man 
P, ()—=P', sinı 
bat; fo ergibt fih nah Gleihung (121) für den Model ber ge 
neigten Ebene in bem vorliegenden Falle 
U U, Met t92) ‚,,,(300 
177 2 gins.cosp, -COSp, 

Wäre dagegen die Fläche GH feft, und gäbe KL dem Drud: 
in perpendifularer Richtung zu BC nad; fo hätte man nad 
Gleichung (300) 

_ Sint+9,+9») 
1 cos(+Y,).50Sp, 
®(0)=tang: und P,(Q—P"stangı, 


, alfo 


und der Model der geneigten Ebene würde für diefen Fall 
— sin@+9,+92) 
U=U, tangı. cos(i+-9,).C0sg3 " «+. 802) 
Die Gleitungen (301) und (802) fönnen refp. unter die 
Form 


r 
U,=T, sure YHtang(pı +92). cotıt und 


U,—U cos(p, +92) ! +tang(p,+92).cotz —— 
2 dos . cos p. 1—tangpı .tangı 


gebracht werden, 


Da der Winkel ı nicht >; werben fann; fo ift der Werth | 
von U,, welcher einem gegebenen Werthe von U, entipricht, in 


8. 245. ©1. (303) Die bewegliche geneigte Ebene. 437 


dem erften dieſer beiden Fälle am Fleinften, wenn =; genoms 


men wird. Im zweiten Falle erhält man ein Minimum des 
Werthes von U,, wenn 


tangı—tanz(p,+9,)-| vi +eotp, .cot(p, +92) —1] 
oder aud) ....(303) 


a COS, FR 
nt IV air, ‚sin(pf1 92) 1 


Aus der erften der beiden vorhergehenden Gleichungen für 
U,, welde fih auf den Fall bezieht, wo die Hypotenufe der ge- 
neigten Ebene die treibende Fläche bildet, geht hervor, daß die 
durch die Reibungen verlorene Arbeit umfo geringer ift, je größer 
der Neigungswinfel der fehiefen Ebene oder je geringer der 
mechanifche Vortheil ift, welchen man durch diefe Vorrichtung als 
Keil gewöhnlich zu erreichen firebt. 


$. 246. Ein Syſtem von zwei beweglidhen geneig» 
ten Ebenen. 

A und B feien zwei gleiche geneigte Ebenen, oder vielmehr 

12 zwei Verbindungen von je zwei gegenein- 

» _, ander geneigten Ebenen; A ruhe auf einer 
Shorizontalen Fläche und empfange durch 
die Wirfung der horizontalen Kraft P, 
eine gleitende Bewegung auf der Unter- 

— m lage, indem biefelbe gleichzeitig der B 

N eine Bewegung mittheilt, die fich vermöge 
eines in D angebrachten Hinderniffes nur in vertifaler Richtung 
äußern fann und ber fi in biefer Richtung die mwiderftehende 
Kraft P, entgegenfest. Es foll eine Beziehung zwifchen den 
Kräften P, und P; in dem Gränzzuftande des Gleichgewichtes 
und der Model des Syſtemes angegeben werben. 

Wenn R, der Drud der fhiefen Ebene A gegen die fchiefe 
Ebene B oder der Widerftand der letzteren gegen bie erftere und 
R, der Widerftand des Hinderniffes D gegen bie Kathete von B 
ift; fo erhält man die Beziehung zwifchen R, und P, nad Glei— 
dung (299), und da R,, Rz, P, drei Kräfte im Gleichgewichte 
find; fo wird die Beziehung zwifhen R, und P, ($. 14) durd 
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R, _sinP,QR, 
P, sinR,QR, 


| 
I 
} 


ausgedrüdt. Nun neigt fi offenbar die Richtung R3,@ de 


Kraft R, gegen das Perpendifel auf der Kathete ber jchiefen 
Ebene B unter einem Winfel, welder dem Reibungsmwinfel zwi: 
Shen der Oberfläche dDiefer Kathete und dem Hinderniffe D gleich 
fommt. DBezeichnet man bdiefen Reibungswinfel mit 9,5 fo ti 
der Neigungswinfel von Rz gegen die Kathete der Ebene B 


gleich 12 ſodaß auch 
A 


P,QR,= 7 Psa 


iſt. Verlängert man die Linie R,ZQ bis zu ihrem Durchfchnitte- 
punfte V mit der Oberfläche der ſchiefen Ebene A, und ziebt VS 
horizontal; fo ift ferner 


RıQR;=QVRı+VR,Q=R,VS-+ SVAHVRQ=g +45 


worin ı die Neigung der beiden gleichen geneigten Ebenen gegu 
ihre horizontalen Grundflächen bezeichnet. 

Subftituirt man diefe Werthe für die Winfel PRQR; um 
R,QR, in die vorftehende Beziehung; fo fommt 


— 
— —— 
br sin (Z+4+9,+9,) cos(t-+P17 93) 


Multiplizirt man dieſe Steigung mit.der Gleihung (299 
und löſ't dieſelbe alsdann für Pı auf; fo ergibt fid 


R 





_p Sinte+g,—+9P2)-Cospz 
h=h cos(+p,+P3).cosp, —* 


und demnach für den Model dieſes Syſtemes, da hier 


= sin(6-+-gy +9,).C0osp, atfo 
cos (+9,95). C08p32’ 
Oi (O)=tang: ift, ($. 152) 
— u, __SmUtPıFP2).00Spa __ 
—— tangı.cos(i+P,+93).c0sp, @05) 





1 


—“ — — A = 1 
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8. 247. Ein Syſtem von drei geneigten Ebenen, 
von denen zwei beweglich und die dritte feft ift. 


Die geneigte Ebene A in ber feitftehenden Figur fei feft, 
4: die geneigte Ebene B (oder vielmehr 
die Verbindung der beiden fhiefen Ebe— 
nen ab und cd), deren obere Fläche 
eine geringere Neigung gegen den Ho— 
rizont hat, als die untere, fei auf A 
beweglich; endlich fei C eine dritte ge— 
neigte Ebene, welche auf B rubet und 
an einer horizontalen Bewegung durch 
den Widerftand bei D verhindert wird, der es aber geftattet iſt, 
längs dieſes Widerftanded vertifaf in die Höhe zu gleiten. Es 
fol eine Beziehung zwiſchen ber horizontalen treibenden Kraft 
Pi, welhe auf B wirft, und ber vertifalen Kraft P,, melde 
gegen C wirft, im Gränzzuftande des Gleichgewichtes angegeben 
werben. 

Ri, R,, R, feien die Widerftände der Flächen, auf denen 
Bewegung ftattfindet (ſ. die Figur), Ps 92; Pa die ihnen ent- 
fprechenden Reibungswinfel, u, 12 refp. die Neigungen der unte- 
ven und oberen Berührungsfläden de und ba von B gegen den 
Horizont. | 

Da Pı, Rı; Rz, ebenfo wie Pa, Rz, R;, Kräfte im Gleich— 
gewichte find; jo hat man- 

r, zus sinR,OR; R, — sinP, QR; 


R, sinP, OR: ’ pP, sinRQR, ’ 





und wenn man biefe beiden Gleihungen miteinander multiplizirt, 


P, _sinR, OR, .sinP, OR, 
P,  sinP, OR, .sinR,QR; ' 


Zieht man OS und OT refp. parallel zu den Oberflächen 
cd und ab von B, und QM horizontal; fo ift 


R,ORı=R,OS+QOT—TOS. 


Man bat aber auch ROS=>— 9. ba 08 parallel cb ift, 
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ferner QOT=-—g; da OT parallel ab if, und TOS= 


ber Neigung der beiden Oberflähen von B gegeneinander ober 
=hb—4; demnad 


ROR=(5 = 9) 7 (5 9 (aaa -4)-(Pıt9) 

Ferner ift 

PRQR=—-—RsQ M=I—- 

Berlängert man PO bis V; fo ift 
PÄOR=z—-ROV=xz—(R,0OS-SOV) 
[Ernte 

Endlih hat man 


oder weil MQR,=93 und 


OQM=z— QOV=a--(QOT-+TOV)=a—| (I — 92 )+4) 
== > —4-+ 9a ift, 
ROR= +9 +9p=5—G— Pa — 9P3). 


Setzt man bie Werthe für diefe Winkel in die obige Br 
ziehung; fo wird dieſelbe 


P, sin 2-4, —b)—(p, +92) sin 2 ?s) 
RE FIRE RER 

n sin (+ +9, ) sin -%-92- 90] 
und hieraus folgt: 


p—p. "[Iu—%)+(,+92)]. cos 9 
— cos(t; FF). — (p+g)l"" (306) 
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Nach $. 152 erhält man alfo für den Mobel des vorliegenden 
Syftemes, wenn man beachtet, daß hier 
sin(i, —t,) 


® ——2 
(0) COSL,.COSt, 


it, 


— c0St,.C0St,.Sin(t, - +F, cos P, 307) 
s ? sin(1, —1g). 008, +P,). eos —- Pa —P5) 


Der Reil, durch Druck getrieben. 


$. 248. ACB fei ein gleichſchenkliger Keil, deffen Winkel 
ACB durd 2: bargeftellt werde. Derfelbe werde durch den 
Drud P, in der Richtung feiner Mittellinie zwifchen die beiden 
wiberftehenden Flächen DE und DF getrieben, 
und R, und R, feien die Widerftände diefer 
Flächen gegen die wirkenden Seitenflächen CA 
: und CB des Keiles, wenn ber Lestere im 
Begriffe ift, vorzudringen. Es Teuchtet ein, 
dag in dieſem Augenblide die Richtungen von 
R, und R, refp. gegen bie Perpendifel Gs 
und Gt auf den Geitenflähen CA und CB 
bes Keiles unter Winfeln geneigt fein werben, 
welhe dem Reibungswinfel p gleih find. 
Wenn. nun dieſer Reibungswinfel für die 
beiden Seiten bes Keiles derfelbe ift; fo folgt, daß die Kräfte 
R, und R, gegen die Mittellinie des Keiles oder gegen bie 


Richtung der KraftP, gleich ftarf geneigt find, ſodaß nothwendig 
R,=R, und (nad $. 13) 


P,=2R, cos#GOR 


if. Weil aber in dem Vierecke CGOR die Summe aller Winkel 
glei vier rechten ift; fo hat man 


GOR=2x — GER — 0OGC — ORC, 
oder, da GECR=2ı und OGC= ORC= 5+ p ift, 


GOR=r— (2ı-+29), mithin 
SEOR=F -1+9. 
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Hierdurch wird die obige Beziehung 
P,=2R, sin(+ 9) .... (308). 


Die dur den Keil auseinanderzutreibende Maſſe widerfteht au 
jeder Seite in der Richtung R,G oder R,R welde untı 
dem Winfel p gegen das Perpendifel Gs oder Gt geneigt ik 
Diefer Widerftand wird num daburd hervorgebracht, daß di 
Maffe durd fefte Hinderniffe und durch eigene Kohäfton ver 
bindert wird, fih parallel zu den Seiten AC und BC zu k 
wegen, und daß perpendifular zu den Seiten des Keiles, alı 
in den Richtungen sG und ER Kräfte wirken, welche burd N 
Kohäſion und Klaftizität der Maffe D bervorgerufen werde. 
Bezeid;net man eine jede diefer letzteren Kräfte in perpenbifulareı 
Richtungen zu den Seiten des Keiles mit Pa; fo hat man ofen 
bar, da R, oder Rz die Refultante von P, und dem Widerftund 
des feften Hinderniffes in paralleler Richtung zu der Seitenfük 
iſt, 
P, 
cos 9 " 


| Setzt man diefen Werth für R, in bie —— STeihun; 
fo wird Diefelbe 


Pı=2P; in, 2. (3084) 


cos 


R, = 








und es folgt für den Model bes Keiles ($. 159. da’ hier ®,U 
— sin: ift, und der zu überwindende Nugmwiderftand durch 2E 
bargeftellt wird, | 
U — U, —“ sin sin 42 | (309) 
1 ze .»..+ 


sin L. cos ꝙꝰ 
eine Formel, welche auch auf die Form 
U,=U, (1-+tangp.cotı) 


gebracht werden kann. 

Die durch Neibung verlorene Arbeit ift demnach um: 
größer, je Feiner der Winkel des Keiles iftz diefer Verluſt mir 
unendlich ‚groß, wenn bei einem endlichen Wertbe von g N 
Winfel ı unendlich Hein wird, | 
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$. 249. Der Neigungswinfel der beiden Seiten 
Des Keiles gegeneinander. 


Im Borbergebenden wurde angenommen, der Drud P, gegen 
den Rüden des Keiles fei gerade fo ftarf, um den Keil vorwärts 
zu treiben; nehmen wir jest an, diefer Drud fei gerade fo groß, 
um ben Keil in feiner Lage zu erhalten und fein Zurüdfpringen 
zu verhindern, nachdem er zwifchen die beiden wibderftehenden 
Flächen eingetrieben ift. | 

Da die beiden Seitenflädhen des Keiles unter biefen Um— 
ftänden eben im Begriffe find, auf den wiberftehenden Flächen 
rückwärts zu gleiten; fo leuchtet ein, daß die Richtungen 7, G 

| und i, R der Widerftände der Lesteren gegen 

die Perpendifel Gs und Rt auf den Seiten- 
flächen des Keiles unter Winfeln geneigt fein 
Pi müffen, welde dem Reibungswinfel gleich 


denjenigen Seiten der Perpendifel Gs und 
Rt liegen, welde den Richtungen R, G und 
R,R der früher betrachteten Widerftände 
entgegengefegt find. 

Um die Gleichungen (308) nnd (308°) auf 
diefen Fall. anzuwenden, braudht man darin 
den Winkel p nitr negativ zunehmen. Hierdurch werben diefelben 


P,;,=2R, sin ((—g) .... @10) 





pP, —2p, MIN, (310) 
cosp 

Solange ı größer ift, ald g, oder der Winkel C des Keiles 
größer ift, als das Doppelte des Reibungswinkels, ergibt Die 
oorftehende Formel für P, einen pofitiven Werth, d. h. es ift 
in diefem Falle eine Kraft P, von dem Betrage ZR, sin (6-9) 
in der Richtung P,O erforderlih, um den Keil am Zurüdfpringen 
aus einer Lage, in bie er bereits getrieben iſt, zu verhindern, 
fodaß bderfelbe, wenn die Kraft P, ganz entfernt ober: bo 
fleiner würbe, als der Werth der vorftehenden Formel es ver⸗ 
langt, in eine frühere Lage zurüdfehren würde. Iſt Dagegen ı 
feiner, als , oder der Winfel C des Keiles Fleiner, als dag 
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Doppelte des NReibungswinfels; fo erhält man für P, einen ne: 
gativen Werth, ſodaß in diefem Falle eine Kraft in entgegen: 
gefester Richtung OP, angebradt werben müßte, um ein Zurüd: 
fehren des Keiles in eine frühere Lage zu bewirfen. Hieraus 
folgt denn au, daß wenn im lesteren Falle die Kraft P, gan 
entfernt würde, der Keil in feiner Lage verharren würde, ohne 
zurüdzufpringen, und daß er Dies auch dann noch thun würde, 
wenn man zwar die in der Richtung OP, wirkende Kraft nidt 
ganz entfernte, aber doch Heiner, ald den negativen Werth ber 
obigen Formel, annähme, 

Diefe Eigenfchaft, in irgend einer Rage, in welche er einmal 
getrieben ift, zu verharren, wenn aud bie treibende Kraft auf: 
hört zu wirfen, charafterifirt den Keil, und verfchafft ihm einen 
großen Borzug vor allen anderen durch Drud oder Stoß gefriv 
benen Werkzeugen. Man fieht aber, daß es bei der Bildun 
eines Keiles, welcher zur Hervorbringung derartiger Effekte be 
nugt werden fol, ald Orundfag angefehen werben muß, daß ter 
Neigungswinfel feiner Seiten gegeneinander Feiner fei, als bei 
Doppelte des Reibungswinfels zwifhen dem Dateriale des Keil 
und dem der Maffe, in welche er getrieben werben foll. 


Der Keil, durch Stoß getrieben. 


$. 250. Bei der gewöhnlichen Anwendung des Keiles wir 
derſelbe dadurch getrieben, daß ein ſchwerer Körper mit einer 
größeren oder geringeren Gefhwindigfeit in der Richtung ie 
Mittellinie gegen feinen Rüden ftößt. Bezeichnet man das Gr 
wicht eines folhen Körpers mit W und feine Gefhwindigfeit mit 
V, wobei angenommen wird, daß fih ein jedes feiner Element: 
mit derfelben Gefchwindigfeit bewege; fo ift die in dem Körpet 
angehäufte Arbeit, wenn er den Keil trifft, nah $. 66 burd 
5 Yv⸗ dargeſtellt. Dieſe ganze Arbeit wird nun auf den Keil 
und von dem Keile auf die Widerſtände der Flächen entwickelt 
welche fi der Bewegung besfelben entgegenfegen. Nimmt man 
daher an, daß die Körper nad dem Stoße zur Ruhe fommen, 
vernadhläffigt den Einfluß der Elaftizität und der gegenfeitigen 
Zufammendrüdung an den Oberflächen des ftoßenden Körpers un 
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Des Keiles, und ſetzt voraus, daß Feine dauernde Zufammendrüdung 
auf den Stoß folge; fo ift die Durch den Stoß entwidelte Arbeit 
bie der treibenden Kraft, melde im Vorhergehenden durch U, 
Dargeftellt ift, und man hat 
2 
U,=z —, 

indem es offenbar gleichgültig ift, ob die treibende Kraft ihre Ar- 
beit U, gleihförmig und in endlichen Zeiträumen, wie bei einem 
fonftanten Drude, oder mit rafch veränderliher Geſchwindigkeit 
in einem fehr Fleinen Zeitraume, wie bei einem Stoße, verrichtet. 
Segt man daher biefen Werth für U, in die Gleichung (309); 
fo erhält man 


1 WV? v, sint-+p) 


29 ? sinı.cosp ’ 
und hieraus für Die geleiftete Nugarbeit 


WV? sinı.cosp 
g sint-+-9Y) 


Durch diefe Gleichung ift die Arbeit U, beftimmt, welche in ber 
Überwindung der Widerftände der dur den Keil auseinander 
getriebenen Maffe befteht, wenn ein Körper vom Gewichte W 
mit einer Gefhmwindigfeit V auf den Keil ftößt. Diefe Gleichung 
ergibt aber au das Gewicht W, welches ber fioßende Körper 
haben muß, um bei einer gegebenen Gefhwindigfeit V einen ges 
gebenen Nutzeffect U, hervorzubringen, oder die Geſchwindigkeit 
V, mit welder ein Körper vom gegebenen Gewichte W gegen 
den Keil flogen muß, um einen gegebenen Betrag U, von Nuß- 
arbeit zu erzeugen. *) 


U,=} ... 811) 


) Wollte man bie Ziefe S, beftimmen, um welche der Keil in die Maffe eins 
dringt, wenn er durch einen Körper vom Gewichte W mit einer Geſchwindigkeit 
V geftoßen wird; fo hat man, wenn P, den mittlern Widerſtand bezeichnet, 
welchen die auseinanderzutreibende Maffe in ben perpenbilularen Richtungen sG 
ober ER der Bewegung des Keiles entgegengefest, und wenn ben Raum be: 
zeichnet, welchen der Angriffspunft G oder R biefes Widerftandes in paral: 
leler Richtung zu sG oder ER befchreibt, während die Spige des Keiles 
um S, vorbringt, 


U, *2 P.. S⸗ 
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Den Einfluß, welchen die Elaftizität und Zuſammendrüdbu 
feit der Maffen auf die Wirfung des Keiles äußern, wird man u 
den Prinzipien erfeben, melde in dem fechsten Abfchnitte entwicth 
find, Aus denfelben gebt hervor, daß wenn die Oberflächen w 
ftogenden Körpers und des Rückens des Keiles im Vergleid x 
den Flächen, zwifhen welche ber Keil getrieben wird, fehr bar 
find, der gegenfeitige Drud zwiſchen den Stoßflächen fehr 2 


1 


Iſt nun nad) dem Stoße der Keil a4b 
in die Lage A’B’C’ und der Baik 
rungspunft G oder R der Seiterfük 
des Keiled mit der augeinandenut 
benden Maffe in die Lage G' tal 
SE getommen, fodaß GG’ — (Ü' =$ 
ift, und man fällt von G* auf beit: 
tung sG das Perpendikel GH; It 
offendar GH —S, Nun hat w 





E pP aber 
u GH=GG'.sin HG’G d. i, 
S,—S,.sins; 
demnach 


VU,=?R. S, sin ı. 
Sept man diefen Werth für U; 
Sleihung (311) und Löft dieſelbe 
S, auf; fo fommt 


8 __WV? cosp 
17 4gPasina+p) 


ft nun der Widerftand P,, welchen die auseinanderzutreibende Maſſe auf PR | 
Seite des Keiles in perpendilularer Richtung sG oder ER Ieiftet,, aus de © 
fahrung bekannt; fo Fann der gefuchte Werth für S, nad) der vorflehet 
Formel berechnet werben. 

Für den Fall, daß der Winkel »—o würde, alfo der Keil in em recht 
tiges Parallelepipedum überginge, welches von beiden Geiten einen nem“ 
Drud—P, empfinge, ergäbe biefe Formel 


ww 
17 4yPztangg@’ 


WV, 
29° 


Da tang 4 ben Reibungskoeffizienten, mithin 2 P, tang die in der Kiki 
des Stoßes zu übermwindende Kraft, und 2 P,tang Y.S, die in biefer Midi 
zu verrichtende Arbeit darftellt; fo fieht man, daß das Iegtere Reſultat jr 
a priori aufgeftellt werben konnte. Die Nugarbeit U, ift übrigens in BF 
Falle gleich null, wie aus der Formel (314) hervorgeht, und aud von felht 
leuchtet, da in perpenbdifularer Richtung zu den parallelen Geiten 
eines ſolchen Keiles eine Bewegung erfolgen und fein Rutzwiderſtand P I 
munben werben fann. 





8 
oder auch 
2 Pꝛ tang y. Si = 
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eutend ift gegen den Widerftand, welcher fich der Bewegung bes 
Reiles entgegenſetzt. Bernachläffigt man daher den Lesteren gegen 
en Erfteren; fo ift nach jenem Abfchnitte die Arbeit, welche der 
Reil dur den Stoß empfängt, wenn man benfelben als einen 
reien und rubenden Körper anfieht, durch 


d-+e?W,2W,V? 
29CW, -+W,)? 


Dargeftellt, worin W, das Gewicht des ftoßenden Körpers ober 
Hammers, W, das Gewicht des Keiles und e das Maaf ber 
Elaſtizität der Stoßflächen bezeichnet, fodaß der Werth diefer 
Größe gleih der Einheit wird, wenn die Elaftizität vollkom— 
men ift, und gleih null, wenn die Flächen ganz unelaftifch find. 
Segt man den vorftehenden Ausdruck gleih U, (Gleihung 309) 
und vernachläſſigt Die Wirfung ber Elaftizität und Zufammen- 
drückbarkeit der Fläche G und R, zwifchen melde der Keil einge- 
trieben wird; fo erhält man 


— — W,2W,V? sinı. cosp 
2 29(W,+W,) sint+9p)’ 


Aus diefer Formel gebt hervor, daß die Nusarbeit am 
zrößten fein wird, wenn unter fonft gleichen Umftänden das 
Gewicht des Keiles gleich dem des Hammers iſt, und wenn 
die Stoßflächen aus harten Metallen beftehen, für welche der 
Werth von e der Einheit am nächften fommt. 

Wenn der Keil nicht gleichfchenklich ift, fondern die Form 

AR" eines rechtwinkligen Dreieds bat, wie 
in der feitftehenden Figur; fo wird Die 
Beziehung zwifchen der Arbeit U,, 
— welche fih durch den Stoß auf feinen 

Fr Rüden entwidelt, und der Nugarbeit 

iR!. U,, welche fih in der Überwindung 

ines Nugwiderftandes P, in perpendifularer Richtung zu der Einen 
‚der der andern feiner beiden Seitenflächen äußert, durch die Glei— 
hungen (301) und (302) dargeftellt. Subftituirt man daher in Diefel- 
en unter der Borausfegung, daß der Keil durch einen Stoß getrieben 


yerde, für U, feinen Werthe v⸗ und löſ't fie für U, auf; 
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fo erhält man für den Fall, daß die Seite AB des Keiles 
treibende und die Fläche GH in perpenbifularer Richtung zuA 
beweglih, in einer jeden anderen aber unbeweglich ift, währe 
die Fläche KL ganz feft bleibt, Ä 


W V?sinı, cos@, cos 
U,= — — .... 3 
2 3 9 sint+9,+9,)’ C 12) 
und für den Fall, daß die Seite BC des Keiles Die treiben 
und bie Fläche KL in perpendifufarer Richtung zu BC bemealii 
in einer jeden anderen aber unbemweglich ift, während bie flid 
GH ganz feft bleibt, 


U — V? tangıcos(t + 9,).cosp, 
2 9 sing, -+9;) 





... (313) 


$. 251. Wenn die Gewalt des Keiles durch Die Dazwilde 
funft einer ſchiefen Ebene nugbar gemacht wird, welche in w 
pendifularer Richtung zu ber Richtung des Stoßes bemeglid ı 
R wie Dies 3.3, bei ber Ölpreffe ftattfink. 
— ſo ergibt die Gleichung (305), wenn m 
0 darin für die Arbeit U, der treibenden Kr 

= IT die Hälfte der Iebenden Kraft Des fioßenden 
Körpersoder 5 fubftitwirt und vieler 


2 N — alsdann für U, aufföft, 





















—— tangı.cos(i+g, +92).C0SQ2 


u. sin(+9,+9,).cosg, °°*" iR 
3 Wenn die untere GSeitenflik 
em... bed Keiles, ebenfo wie Die oben, 
Fr gegen den Horizont geneigt ift, mi 
Ei : — —“ in der ſeitſtehenden Figur; fo ergih 
eine ähnliche Subftitution in Oli 





hung (307) 


_ , WV? sin(t, —1,).c08 Ct, + ,).cos(,,—p, —P35) 315). 
U, = g C08S1,.C08S1,.sin(t, —h-+9, +92) cos —* 
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$. 252, Da die Gleichungen 311, 312, 313, welches aud) das 
Sewicht des ſtoßenden Körpers oder die Geſchwindigkeit desſelben 
ſei, immer einen endlichen Betrag von Nutzbarkeit U, liefern, 
welcher in der liberwindung des Nutzwiderſtandes in berpenbi. 
Fularer Richtung zu den Seitenflächen des Keiles befteht; fo folgt, 
baß es in einem jeden ſolchen Falle einen gewiffen mittleren 
Widerſtand P, gibt, welder vermöge des Stoßes durd einen 
gewiffen Raum S, überwunden werben fann, ſodaß man 


P,S,;,=U, und mithin 
P, 





= * oder S, = Fe 
bat. 

Wenn daher der Raum S, in Bergleih zu U, ungemein 
flein iftz fo wirb ein ungemein großer Nuswiberftand P, durch 
diefen Fleinen Raum vermöge des Stoßes überwunden werden fön- 
nen, wie ſchwach der Legtere auch fein mag. Hieraus erflärt ſich der 
ungeheuere Drud, den ein Keil perpendifular zu feinen Seiten- 
flächen auszuüben vermag, wenn er vermittelft eines Hammers 
getrieben wird. Die Fähigfeit, fo bedeutende Widerftände durch 
den Stoß zu überwinden, kommt übrigens nicht dem Keile allein 
zu; fie gebört vielmehr -allen Werkzeugen an, welde durch ben 
Stoß wirken, und Tiegt im Wefen des Stoßes begründet. Die 
Wirkungen des Lesteren werben nur durch die Anwendung bes 
Keiles bleibend gemacht, indem dieſer die Eigenfchaft befigt, 
irgend eine Lage, in die er einmal getrieben ift, fortwährend bei« 
zubehalten und dadurch zu verhindern, Daß die auseinandergetrie- 
benen Flächen in Folge ihrer Elaftizität ihre unfprüngliche Lage 
und Form wieder annehmen. Der obige Sag, daß ein nochſo 
großer Widerftand dur irgend einen, wenn auch Heinen Raum 
überwunden werden Fünne, gilt mit gleihem Rechte von dem 
ſchwächſten direkten Stoße eines Hammers, wie von dem durch 
einen Keil fortgepflanztenz; der Unterfchied zwifchen beiden befteht 
nur darin, daß die Fläche, welde unter dem Schlage des Ham— 
mers durch einen fehr Fleinen, aber endlihen Raum ausweicht, 
nad dem Schlage in ihre frühere Lage wieder zurüdfehrt, wenn 
die Gränzen der Elaftizität nicht überfchritten find, wogegen der 
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Raum, welchen der Keil in Folge eines folhen Stoßes in} 
Richtung feiner Länge durchdringt, eine bleibende Trennung ı 
Flächen bewirkt. 


Die Schraube. 


$. 253. Denft man fi ein Syftem von zwei bemeglid- 
geneigten Ebenen, wie e8 in $. 246 bargeftellt ift, von dem 
eine jede nur eine fehr geringe Breite habe und demnach cu 
bünne, biegfame Platte bilde, und nimmt an, die Eine derſelbe 
TR B, A, werde um eine fonvere zylindriä 
IT Fläche gebogen, während die andere, B, um cz 
——; konkave zylindriſche Fläche von demſelben Dur 
= meffer und derfelben Are gebogen mirb; fo fl 
= len die geneigten Flähen EF und GH tw 
Ebenen die Gänge zweier Schrauben bar, m 
R. denen bie erftere die Schraubenfpindelw 
bie lestere die Schraubenmutter beißt. Denkt man fid w 
das Gewinde EF fortgefest, ſodaß mehrere Ummwindbungen X 
ganze Schraubengänge entftehen, und nimmt alsdann an, * 
Zylinder, welcher diefes Gewinde enthält, werde Durch die Bir 
fung ber Kraft P,, die an feinem Umfange angebracht it, ım 
feine Are gedrehet, während der andere Zylinder mit dem ©r | 
winde GH durch den Widerftand eines Hinderniffes D, meld: 
ihm übrigens geftattet, fi in der Richtung feiner Are zu ben 
gen, an ber Umdrehung um feine Are behindert wird; fo laut 
tet ein, daß das Gewinde EF unter GH fortgleiten wird, wi 
rend der Zylinder mit dem Tegteren Gewinde eine Bewegung ! 
ber Richtung feiner Are annimmt, daß aber die Bedingung 
biefer gegenfeitigen Wirkung der Oberflähen EF und GHN 
Schraubengewinde denen für die Berührungsflähen der bein 
beweglichen geneigten Ebenen in $. 246 ganz ähnlich find. Hir 
nad werden die Bedingungen für den Gränzzuftand des Gleid 
gewichtes zwifchen den Kräften P, und P, und der Model ii 
Spftemes in dem Einen, wie in bem anderen Falle, ganz biel 
ben fein, mit ber einzigen Ausnahme, daß der Widerftand R, ii 
Fläche, auf welcher die Ebene A ruhet (ſ. die Figur zu $. 4) | 
in dem Falle der Schraube nicht bloß über die Bafis diefer Ehen 


] 
| 
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oder über die ſchmale Grundfläche der gekrümmten Platte A 
Ci. die vorſtehende Figur), ſondern über die ganze untere Fläche 
des Zylinders, an welchem dieſelbe befeftigt ift, oder über einen 
zylindrifhen Vorſprung vertheilt ift, welcher biefem Zylinder zu 
einem ſtehenden Zapfen dient. 

Setzt man nun in Gleihung (300 P,=0; fo erhält man 
diejenige Beziehung zwifhen den Kräften P, und P, im Gränz- 
zuftande des Gleichgewichtes, melde ftattfinden würde, wenn an 
dem unteren Ende der Schraubenfpindel gar feine. Reibung vor— 
handen wäre. Hierauf beachte man, daß die Kraft P, genau 
gleih dem Drude ift, mit weldem ber Zapfen der Schrauben» 
fpindel gegen die Unterlage gepreßt wird, und daß demnach das 
Moment des Widerftandes, welden die Neibung des ftehenden 
Zapfens der Umdrehung des Zylinders entgegenfest, (ſ. $. 177) 
durch ZP,otangp, ausgedrüdt wird, worin o den Halbmeſſer 
des Zapfens bezeichnet. Bemerkt man nun endlid, daß bie Kraft, 
welche am Umfange der Spindel angebradt werben müßte, um 


diefen Widerftand zu überwinden, durch 3P, —- Sin g⸗ dargeſtellt 


iſt, worin r den Halbmeſſer der Spindel bezeichnet, und daß dieſe 
Kraft zu der übrigen hinzuabdirt werden muß, welde dazu bient, 
die Reibungswiderftände zwifchen den Schraubengängen, an der 
Oberfläche des Hinderniffes D und den Nutzwiderſtand P, zu 
befiegen; fo erhält man für den Gefammtwerth der Kraft P, im 

Gränzzuftande des Gleichgewichtes | 


_ pm sin(i+9,).c0Sp, E 
P,=P, eos top.) +3P. 7 tanggz- 

Hierbei ift angenommen, daß die Kraft P, behuf Drehung ber 
Schraube an dem Umfange der Letzteren angebracht feiz es ift jedoch 
üblich, Diefelbe in einiger Entfernung von dieſem Umfange an einem 
Hebelarme wirken zu laſſen. Bezeichnet man bie Länge eines 
ſolchen Hebelarmes, von der Are ber Schraube aus gerechnet, 
mit a; fo würde eine an dem Enbpunfte dieſes Armes ange 
brachte Kraft P, an dem Umfange ber Schraube einen Drud 


gleih P, — hervorbringen. Setzt man baher dieſen Ausbrud in 
ver vorftehenden Gleihung an die Stelle von P,, und Töft die⸗ 
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felbe für P, auf; fo ergibt fih für die Beziehung zwiſchen P, 
und P, im Gränzzuftande des Gleichgewichtes 


sin(+9,)- sin(+9,)-.c08sp3 0 
—— Ar cost+gp, +92) +3 (Jtangp, 

Nimmt man ebenfo in dem Model (Gleichung 305) 9,=! 
an, und beftimmt hierdurch eine Beziehung zwifchen der Arbeit da 
treibenden Kraft und dem geleifteten Nugeffefte unter der Borut 
fegung, daß auf die Reibung des ftehenden Zapfens Feine Ark 
verwendet fei, und addirt alsdann zu dem fo erhaltenen Rerik 
von U, die Arbeit, welche zur Überwindung der Reibung de 
ftebenden Zapfens erforberlih ift und melde nad Oleidun 
(189) für eine jede Umdrehung den Ausdruck #+oP,tangs, 
und demnach für n Umdrehungen den Ausdruck rnoP, ht;! 
ergibt fich die folgende allgemeine Gleihung für den Model, vu 
bei fämmtliche ſchädliche Widerftände in Betracht gezogen fü 


FAR) 








— sin 
—— tangı.cos(+p,-+9,) +e@noPztangpr 


Bezeichnet man die Höhe eines Schraubenganges, d.h. m 
Raum, welchen die Mutter B bei jeder Umdrehung ber Squih 
in der Richtung der Are durchläuft, mit A ae beachtet, hi 


n.P,=U,, alſo $rnoP,tangp, = * otangp, 

h 

=}. —— ‚Uztangp, und daß in dieſem Ausbrudt ;,, 
=tangı oder — iſt; fo erhält man endlich für da 


Model der Schraube 

BR sin(i-+-g,)cosp, 20 ’ 
U,=U, Deore] ur tangp, R coti,....@M 
einen Ausdrud, den man nah $. 152 auch unmittelbar aus WM 
Gleichung 316) hätte ableiten fönnen, wenn man darin 


(wen, 





9, )=(-)tang: 
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gefegt und diefen Werth in bie allgemeine Formel (121) fubfti- 
tuirt hätte, 

Es ift offenbar für den Effeft gleichgültig, in weldhem Ab- 
ftande von der Are das Hinderniß D, welches fi der Umdre— 
hung der Schraubenmutter entgegenfegt, angebradht werde, ba 
die Größe dieſes Widerftandes in die obigen Formeln nicht ein- 
tritt, und nur die dur den Winfel p, beftimmte Richtung des» 
felben darin erfcheint, eine Richtung, welche bloß von der Be— 
Ihaffenheit ber widerſtehenden Flächen und feinesweges von ber 
Lage des widerftehenden Punktes abhängt. *) 


Anwendungen der Schraube. 


$. 254. Die nebenftehende Figur ftellt eine Anwendung ber 





*) Damit die vorftehenden Kormeln volltommene Richtigkeit haben, ift es er: 
forberlih, daß alle auf die Schraube wirkenden Kräfte und Wibderftände ſymme⸗ 
triſch um die Are vertheilt find, fodaß diefelben lauter Kräftepaare bilden und in per: 
pendifularer Richtung gegen die Are feinen Druck dußern. Bei den Reibungs: 
wibderftänden und dem Nutzwiderſtande ift Dies faft immer der Kal; die treibende 
Kraft P, wirft jedoch häufig an einem einzigen Hebelarme. Hierdurch entiteht 
auf die Are der Schraube in ihren Lagern ein Drud R, welder der Kraft P, 
gleich ift, weil der Widerftand R, den das Lager leiftet, der Kraft P, gleich und 
entgegengefeßt fein muß, wenn man biefelbe parallel mit ſich felbft an die Are 
verlegt ($. 8). Die durch den Drud RP, an ber Are der Schraube erzeugte 
Reibung kann genau fo, wie dies in $. 154 und an ähnlichen anderen Stellen 
geichehen ift, in Rechnung gebracht werden, wenn man nad) dem Prinzipe der 
Gleichheit der Momente 

aPr =M+R.osing=M--P;osing, alfo 
(@—osinp)P,=M und bemnad) 
M 
PL = — 
a—osinp 
feßt, worin M das Moment aller übrigen zu überwindenden Widerftände, d. i. 
nad) Gleihung (316) die Größe 


Par — — (*) tan | bezeichnet. 
sg jr] © 
Man fieht übrigens, daß der Einfluß der in Rede ftehenden Reibung nur Glie: 
ber von mehr, ald Einer Dimenfion, in den Reibungskoeffizienten erzeugen kann 
und demnach, vernachläffigt werben barf. 
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Schraube unter den in dem vorhergehenden Paragraphe angenem 
menen Umftänden auf eine fehr befannte Mafchine, den ſogenam 
ten Schraubftod, dar. AB ift ein voller Zylinder, welcher di 
Schraubenfpindel bildet, und innerhalb des Stüdes CD befinde 
fi ein hohler Zylinder, welcher die Schraubenmutter enthält 
die Mutter wird durh einen Sal am Stüde CD und burn 
einen entfprechenden Borfprung an dem feften Geftelle der Ni 
fchine verhindert, fih mit der Spindel herumzudrehen, Fann akı 
deffenungeachtet eine Bewegung in der Richtung ihrer Are ar 
nehmen. Ein Vorfprung an dem Rahmen ber Mafchine bei B, 
gegen welden fid der Zapfen ber Spindel ftemmt, widerfeet fd 
dem Beftreben der Lesteren, fi in der Längenrihtung zu be— 
wegen. Der zu überwindende Nutzwiderſtand P, ift zwiſchen be 
Baden H und K angebradt, und die treibende Kraft P, mir: 
an einem Hebelarme, welcher fid mit der Spindel AB umoreht. 
Es leuchtet ein, daß im Gränzzuftande des GTeichgemidte 
der Widerftand R gegen die Stirnflähe des Zapfeng am End 
B der Spindel AB in paralleler Richtung zu der Are der Schrauk 
der Kraft P, gleidy fein muß ($. 16), ſodaß, wenn man fid di 
Stück CD feft und das Stück BM in der Längenrichtung der 
Schraube beweglich denft, mit Hülfe diefes Inftrumentes irgend 
ein gegebener Nugwiderftand R, welcher fih der Bewegung des 
StüdesBM entgegenfest, dur den Fonftanten Drud des Zapiens 
gegen dieſes Stüd überwunden werden kann. | 
Unter ſolchen Umftänden wird die Schraube bei der gemöhn 
lichen Schraubenpreffe angeme 
det. Das an dem Rahmen der Mr 
fchine befeftigte Stück A enthält vi 
Schraubenmutter; die Schranbenfrir 
bel BC, welche vermittelft einer a 
derjelben befeftigten Handhabe umge 
drehet wird, drückt mit ihrem Zapfen 
am unteren Ende B gegen ein Stil 
EF, weldes in vertifaler Richtunz 
beweglich ift, und durch zwei fefte ver: 


Tr tifale Stüde fo geführt wird, daß 
Wes an ber Umdrehung der Schrauk 


— — keinen Theil nehmen kann. 
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Die in $. 253 für den vorhergehenden Fall der Anwendung 
der Schraube auf den Schraubftod entwidelten Gleichungen gel- 
ten auch für den Tegteren Fall der Schraubenpreffe, wenn man 
darin 9,0 ſetzt, indem bier fein Mafchinentheil, der fi 
längs der Are bewegte, durch die Wirfung der fehiefen Ober- 
flächen der Schraubengänge gegen eine fefte Fläche gepreßt wird. 
Das Stück EF wird zwar in Folge der Reibung an der Stirn- 
fläche des ftehenden Zapfens der Spindel feitwärts gegen feine 
Führungen gedrüdt, und erzeugt dadurch bei feiner gleitenden 
Bewegung längs diefer Führungen einige Reibung; indeffen ift 
diefelbe, da fie felbft erft Das Reſultat einer Reibung ift, unter 
allen Umftänden eine Größe von zwei Dimenfionen in Beziehung 
zu dem Reibungsfoeffizienten, alfo ftets fo gering, daß fie gegen 
die übrigen Widerftände der Bewegung vernachläſſigt werben 
fann. 

Sn $. 253 war angenommen, daß das Gewinde A auf der 
fonveren Fläche eines vollen Zylinders und das Gewinde B auf 
der Fonfaven Fläche eines hohlen Zylinders befeftigt fei. Denkt 
man ſich umgefehrt A auf einem hohlen und B auf einem vollen 
Zylinder befeftigt; fo werden ſich die Bedingungen für das Gleich: 
gewicht offenbar nicht ändern, wenn in dieſem Falle die Schrau- 
benfpindel ftatt der Schraubenmutter ges 
zwungen wird, fich in ber Längenrichtung zu 
bewegen. Würde übrigens unter biefen 
Umftänden die Bewegung der Spindel B 

— — in der Längenrichtung unterbroden und 
biefelbe ganz feft gemacht, während gleichzeitig das Hinderniß für 
die Längenbewegung der Mutter A entfernt würde, ſodaß fi 
diefe auf jener frei drehen und bei Überwindung eines Nutzwider- 
ftandes R der Länge nad) fortbewegen fönnte; fo nimmt die Ver—⸗ 
bindung die befannte Form der Schraube und Mutter an, 

Um die Formeln des $8 253 auf diefen Fall anzuwenden, 
muß 9,0 gefest werden, und ftatt daß die Reibung am End⸗ 
punfte der Schraube (Öleihung 316) wie die eines vollen ftehen- 
den Zapfens angefehen wurde, muß fie nun wie bie eines hohlen 
Zapfens betrachtet werden, indem man darauf (genau fo wie in 
$. 253) die Formeln des $8 178 ftatt des 88 177 anwendet. 
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$. 255. In dem Syſteme der drei geneigten Ebenen = 
$. 247 ftelle man fi) die B von einer viel größern Ausdehm 
vor, ald Dies in der dortigen Figur angenommen ift, foraf: 
Dimenfion ac bedeutend größer wird, während die Neigum 
der Oberflächen ab und cd gegen den Horizont unverändert I: 
ben, außerdem erhalte fie in perpendifularer Richtung zu al“ 
eine febr geringe Dide, fodaß fie eine dünne biegfame Ya 
bildet, deren obere und untere fehr ſchmale Ebenen ab un« 





gegen den Horizont geneigt find. Denft man fich diefe Pr 
um einen vollen Zylinder gebogen; fo werden Die Kantır « 
und cd die wirfenden Flächen der Gewinde zweier Schult | 
fpindeln bilden, deren verfchieden geneigte Gänge um verihit 
Theile Ein und desfelben Zylinders gewunden find. Eine feld 
Borrihtung ift in der nebenftehenden Figur dargeftellt, 1 
bas Gewinde der Einen Schraube um einen vollen Zylinder J— 
A bis C, und das Gewinde einer anderen Schraube von ver’ 
bener Neigung auf benfelben Zylinder von D bie B gewunden⸗ 

Nimmt man ferner an, die Ebenen A und C (ſ. . M 
feien um zwei hohle zylindrifhe Flächen von denfelben Dur | 
meffern, wie der vorhin erwähnte volle Zylinder, gebogen u 
in den Stüden E und F enthalten, durch welche der volle du 
ber AB gebt; fo entftehen innerhalb der Stüde E und Fi" 
Schraubermuttern, von denen die Eine dem Gewinde ber Ei" 
def zwifhen A und C und die andere dem Gewinde biefer ent 
del von D bis B entfprigt. Wird nun das Stüd E beit 
und das Stück F vermittelft einer Führung in ber Langenrih 
tung beweglich gemacht, ſodaß es dabei verhindert wird, an M 
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Umdrehung der Spindel Theil zu nehmen, und wirb alsbann bei 
A eine Kraft P, angebradht, welche die Spindel um ihre Are 
brebet; jo wird diefe Verbindung dem Spfteme der drei geneig- 
ten Ebenen aus $. 247 ganz ähnlich fein, und man erhält für 
die Bedingungen des Gleichgewichtes genau biefelben Ausdrücke 
(306) und (307), wie in jenem Paragraphe, worin bie treibende 
KraftP, am Umfange der Spindel wirfend angenommen ift, und 
P, den Nusmwiderftand bezeichnet, welcher überwunden werben 
fol, 

Die Erfindung der Differenzialfchraube ift von de Prony 
und White aus Mancheſter in Anſpruch genommen. Es Fann 
vermittelt berfelben eine verhältnigmäßig Feine Kraft einen 
ungebeueren Widerftand überwinden, wie Dies aus der Formel 
(306) hervorgeht. Diefe Formel zeigt, daß der Nutzwiderſtand 
P,, welder durch die Wirfung der Kraft P, überwunden wer— 
den fann, mehr von der Differenz, ald der wirklichen Größe ber 
Neigungswinfel ı,, ı, der beiden verfhiedenen Gewinde abhängt, 
fodaß derfelbe ungemein vermehrt werden fann, wenn man ben 
Gewinden fehr nahe diefelbe Neigung gibt. Bei Bernadhläffigung 
COS L,.COSt, 
sin(i, —t,) ’ 
welcher ungemein groß wird, wenn ı, nahe gleich ı, ift. 


aller Reibungen erhält man P,=P, ein Ausdrud, 


Die Hunterfche Schraube, 


$. 256. Denft man fih die Ebene B ($. 247) durch eine 
horizontale Linie in zwei Theile getheilt, und 
den oberen Theil um die innere Fläche eineg 
hohlen Zylinders und den unteren Theil um 
die äußere Fläche ebendesfelben Zylinders ge- 
wunden; fo entfteht ein hohler Zylinder, wels 
her an feinem inneren Umfange eine Schraus 
a benmutter und an feinem äußeren Umfange 
a, eine Schraubenfpindel darftellt. Ferner denke 
. man fi) die Ebene C um die äußere Fläche 
eines vollen Zylinders gebogen, welcher gerade den eben erwähn- 
ten hohlen Zylinder ausfüllt, und die Ebene A um die innere 
Fläche eines hohlen Zylinders gebogen, in welchen jener hohle 
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Zylinder mit feinem äußeren Schraubengewinde mie in ein 
Mutter hineinpaßt. Nun nehme man an, bie letztere Mut 
ter fei fe, der bohle Zylinder mit dem äußeren und innere 
Gewinde gehe durch diefelbe hindurd, und nehme an feine 
anderen Ende den vollen Zylinder als Spindel auf; Diefe Ile 
tere volle Spindel fei durh eine Führung verhindert, ſich um 
ihre Are zu drehen und könne fih nur in der Längenrichtun 
bewegen, und an dem hohlen Zylinder mit den doppelten Gemin 
den fei die treibende Kraft angebracht, welche denſelben zu breber 
und gleichzeitig die volle Spindel in der Richtung der Are ver: 
wärts zu treiben ftrebt. Die fo erhaltene Vorrichtung, meld: 
in der obigen Figur dargeftellt ift, wurde von Hunter in bes 
17ten Bande der Philosophical Transactions zuerft befchrieben 
und ift unter dem Namen der Hunterfhen Schraube befanıt. 
Die Theorie derjelben ftimmt mit der der Differenzialfchrauk: 
überein; die Beziehung zwifchen der darauf angebrachten treiben: 
den Kraft und dem Nusmwiderftande ift durch Gleichung (306) 
und ihr Model durch Gleihung (307) gegeben. 


Die Theorie der Schraube mit einem viereckigen Gewinde, wenn 
dabei anf die veränderliche Neigung des Gemwindes in verfhiee 
nen Abftänden von der Are Rückſicht genommen wird. 


$. 257. Bei den vorftehenden Unterfuhungen ift angenom: 
men, daß die geneigte Ebene, melde durch ihre Umbiegung un 
einen Zylinder das Gewinde einer Schraube erzeugt, in perpen 
bifularer Richtung zu der Are nur fehr ſchmal fer. Inter bie 
fer Borausfegung ift e8 denn aud erlaubt, fih die Abftände alle 
Punkte diefer Ebene von der Are des Zylinders ald gleich u 
benfen, und behuf Ermittelung der Beziehung zwifhen der trei- 
benden Kraft und dem Widerftande den früheren Weg ein: 
ſchlagen. | | 

Faſſen wir jest den Fall in feiner Wirklichkeit ins Auge, 
indem wir bie Oberflächenausdehnung der geneigten Ebene als 
endlich und bie Abftände ihrer verfchiedenen Elemente von ber 
Are als verfchieden annehmen. 

mb fei ein Theil des vieredigen Gewindes einer Schraube, 


) 
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in welder Form ein Perpendifel de von einem Punkte 5 ber 
äußeren Kante des Gemwindes auf die Are ef die Oberfläche bes 





Gewindes in feiner ganzen Tiefe bd berührt. AC fei eine Perpen- 
difularebene zu der Are, af die Projektion von be auf bdiefe 
Ebene, p irgend ein Punft in bd und g bie Projektion desfelben; 


die Länge ep werde mit r, der mittlere Halbmeffer des Gewin— 


des mit R, die Neigung der durch p gehenden Schraubenlinie 
gegen die Ebene AC mit ı, die Neigung der mittleren Schrau— 
benlinie des Gewindeg, deren Halbmeffer R In, mit J, die ganze 
Tiefe bd des Gemwindes mit 2T, die Höhe eines ganzen Schraur 
benganges mit L bezeichnet. Da die durch p gehende Schraus 
benlinie durch die Umbiegung einer fchiefen Ebene von der Nei— 
gung ı um einen Zylinder von dem Halbmeffer m entftanden ge- 
dacht werden fann, wobei die Baſis diefer fchiefen Ebene ber 
Bogen tg wird; fo hat man pg=tg.tangı. 

Wächſt aber der Winfel Afa bis zu 27; fo wird pg gleich 
der Höhe L eines Schraubenganges, und tg wird ein ganzer Kreis 
vom Halbmeffer "5; demnadh hat man L=2rr.tangı, und dba 
Dies für alle Werthe von r gilt; fo ift auch L=2HnR.tang). 
Sept man die rechten Seiten diefer beiden Gleihungen einander 
glei, und Löf’t für tangı auf; fo fommt 


tang A — 


Bing? ...tB18) 

r 

Aus diefem Ausdrude geht hervor, daß die Neigung eines 
vieredigen Schraubengewindes raſch zunimmt, fowie man fi von 
feiner äußeren Kante der Are nähert, und daß biefelbe gleich 
einem rechten Winfel werben würde, wenn das Gewinde bis an 
die Are träte. Denkt man fi die Oberfläche eines Schrauben» 
gemwindes aus einer unendlichen Menge Schraubenlinien von unge- 
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mein fchmaler Breite zufammengefest; fo wirb der Model ci 
jeden derfelben durch Gleichung (317) als eine Funktion des m 
fprechenden Neigungswinfeld ı ausgedrüdt. Es ift nun m 
Frage von vieler praftifher Wichtigkeit, zu beftimmen, went 
Schraube nur in einem einzigen Punfte ihres Gewindes auf: 
Widerftand wirkte, in welchem Abftande von der Are Diefer put 
liegen müßte, und wenn fi ihr Drud auf alle einzelnen Pu: 
der ganzen Tiefe des Gewindes vertheilte, wie es gemöhnlit 
der Fall ift, in wie fern die Bedingungen ihrer Wirfung dur 
die verfchiedenen Neigungen des Gemwindes in ben verfchieen 
Tiefen geändert werben. 

Mit Übergehung der erfteren Unterfuhung fchreiten wir 
gleich zu der letzteren. 


Bezeichnet man den Widerftand in paralfeler Richtung e 
Are, welcher durch die Wirkung der Schraube überwunden m 
den foll, mit P,; fo leuchtet ein, daf der hierdurch auf das & 
winde erzeugte Drud derſelbe ift, als ob der ganze zylindrik 
innere Theil der Spindel entfernt und der Widerftand P, u 
einen Ring von der Breite As=2T angebraht wäre. Th 
Oberfläche diefes Ringes durch a (R+TJ — z(lR— N’ 
dargeftellt iftz fo folgt, daß der Widerſtand P, auf jede Fir 
einheit besfelben einen Drud gleich a äußert. Stellt in 
Ar die ſehr geringe Breite eines ſolchen Ringes dar, deſſen dl‘ 
mefjer r ift, und welder demnach als die Begränzung einer w | 
gemein dünnen zylindrifhen, durd) den Punkt p gehenden Hit 
angefehen werben kann; fo ift die Oberfläche dieſes Kin 





= 
—=2arAr, und mithin der Drud auf denfelben — Ber | 
ya . Dies ift aber offenbar der Drud, welchen der eh | 


mentare Theil des Gewindes auszuhalten hat, welcher burd? 
geht, deſſen Breite Ar ift und welcher durch die Umbiegu 
einer ſchmalen Ebene von der Neigung ı um einen Zylinder ! 
dem Halbmeffer 7 erzeugt angefehen werden kann. Hieraus fol | 
daß die elementare Kraft AP,, weldhe am Hebelarme der Schrauk | 
angebracht werden muß, um diefen Theil‘ des Widerftandes P; " 
parallefer Richtung zur Are zu überwinden (Gleichung 316) durt 
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_fParAr\/r ein En): sin cos ꝑ⸗ 

SP,= (Irre) αν 

»Argeſtellt iſt. Nimmt man nun Ar und AP, unendlich klein 

in, ſodaß a L in den Differenzialfoeffizienten Zi übergeht, 


und integrirt zwifchen ben Gränzen r=R--T und r=R-+T; 
fo ergibt fih 


an sinG-+g 3: cosp 
— ef) ses, Tor y r?+$ortangp, | dr. 


Nun if 


sin(i4p, ).cosp, __ tangı--tangg, 
cos(i+Pı+93) 1-—tangp,.tangps—tangı(tangp,-Htangps) 


tangp, +tangpz 


und daber 
1—tangp,-tangps ’ 


oder, batang(p, +93) = 
tangp, +tangp, =tang(p, +Ys)(l—tangy, -tangps) 
iſt, 
tangı-H-tangp, 
— d—-tangp, ‚tangp,)[1 —tangı.tang(p,—+P3)] 


oder, wenn man ber Vereinfachung wegen mehr, als Eine Dimen- 
fionen von tangp, und tangp,, vernadhläffigt, und die Divifion 
ausführt, 


=tangp, ttangı+tang(p, +9Ps)-tang? ı. 
Hierdurch wird die obige Formel 


P.= 
R--T 
7 = 2 u N [tangpr +tangı-+-tang(p,+Ya)tang?ı] r2--$orlangga dr 
a . 819) 


Subftituirt man hierin für tangı feinen Werth aus Glei- 
chung (3139; fo fommt 
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P ı | 
R-HT | 
... fi r3tanggp, + RrtangJ+R2tang2J.tang(pı+@3)+Fortangg | 


R—T 


Integrirt man nun wirklich und reduzirt; fo erhält man 


P,R 72 
P=- | tangJ+ (14 )tengpr+tangt) ‚tang(pı+Pz +32) 
..++ KL 


und hieraus ergibt fih nach Gleichung (121) für den Mobil 
U= 


T? | 
U, 14 (14) tangpı +tang2J.tang(pı + gang | 
... 


Setzt man das Differenzial dieſes Ausdruckes von U! 
Beziehung zu J gleich null; fo findet man, daß die vortheitbeftl 
Neigung der mittleren Schraubenlinie eines vieredigen Gem 
des durch die Gleichung 


1 2 
N ee 
tang (Yı +43) 
beftimmt ift. 


$. 258. Der Neigungswinfel der mittleren Schraube” 
des vieredigen Gewindes überfehreitet felten 79, ſodaß das Of 
tang?J.tang(y, +95) felten größer, als 0,015tang(pıt® 
ift, und demnach vernacdläffigt werden kann. Ebenſo fann w 


2 , 
das Gtied 4(7-) tange, auslaffen, da die Tiefe 27 di ar 


‚eigen Gemwindes gewöhnlich zu etwa 4 des Durchmefferd ang? 
nommen wird, fodaß biefes Glied in der Regel den Wed m 
tangp, nicht überfchreitet, 

Unter diefen Vereinfachungen reduziren ſich die porftehen" 
Gleichungen, wenn man beachtet, dag L=2=Rtang) un M 


L 
tangJ =7,R ift, auf 
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P,ı L 
PR=2)52+Rtang 1 +etangp, | .... (822) 


U, =U, — 2° (Rtangg, +etangp,) | ++ (323) 9— 


*) Die früheren Unterſuchungen beziehen ſich ſaͤmmtlich auf den Fall, wo der 
Querſchnitt des Schraubengewindes ein Rechteck bildet. Wenn es nicht auf fehr 





große Genauigkeit anfommt; fo kann man bie Formeln (316) und (317) aud auf 
Schrauben mit dreiedigen Gewinden anwenden. Will man indeffen die Theorie fol: 
cher Schrauben elbftftändig entwickeln; fo kann Dies auf folgende Weife gefchehen. 

Man betradte die beiden einander ſymmetriſchen keilförmigen Körper AB 
und EF, melde auf der Flaͤche CB miteinander in Berührung find. Die Win: 
kel bei A feien ſaͤmmtlich rechte; die Ebene CB fei jedody fo gegen ben ‚Horizont 
geneigt, daß ihre Durchſchnittslinien ZB und ZC mit den vertifalen Ebenen XZ 
und YZ reip. die Winkel ZUA=ı und CVA=# bilden. Der untere Koͤr⸗ 
per ruhe auf einer feften horizontalen Ebene; eine horizontale Kraft P, ftrebe 
denfelben in paralleler Richtung zu AX fortzufhieben. Der obere Körper, gegen 
welchen der vertifale Widerftand P, wirkt, fei durch eine Kraft R,, welde in 
einer zu XZ parallelen Ebene angebradt ift (und durch den Widerftand eines 
feften Punktes vertreten wird) verhindert, fi in paralleler Richtung zn AX zu 
bewegen, und demnach genöthigt, ſich vertikal zu erheben. Außerdem feien (durch 
den Widerftand fefter Punkte) in Ebenen, weldhe zu YZ parallel find, gegen bie 
©eitenflähen YD und EF der beiden Körper die Kräfte R, und R, angebracht, 
welde ein Ausweichen in einer Richtung parallel zu A Y verbindere. Bezeichnet 
ınan den MWiderftand der feften horizontalen Ebene XY mit R, und den Widers 
—— die Beruͤhrungsflaͤchen CH der beiden Körper gegeneinander leiſten 
mit R; 
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Der Balancier der Dam pfmaſchine. 


$. 259. P., P,, P,, P, feien reſp. die Kräfte, welche du 
die Stempelſtange, die Kurbel- oder Treibſtange, die Stange ke 





Luftpumpe und die Stange der Kaltwafferpumpe an dem ds 
eier einer Dampfmaschine angebracht find, und man nehm v 





fo leuchtet ein, daß wenn fi die Körper im Gränzzuftande bes Gleihanni 
befinden, an dem unteren die Kräfte P,,R, R,, BR, und an dem obam* 
Kräfte P,, R, R,, R, miteinander im Gleichgewichte fein müffen. 

Sind nun 7,91, 92,93; 94 die Reibungsminfel für die Flächen, gegen m 
refp. bie Widerftände R, R,, R,, Re, R, wirken; fo folgt aus $. 141, Wi* 
diefe Kräfte gegen die Normale auf den ent prechenden Flächen unter tn d® 
fein 9, f1, Fa... geneigt fein müffen. Nachdem hiernach die Richtungen la 
licher Kräfte beftimme find, kann man eine jede in drei andere zerlegen, 
reip. den drei rechtwinkligen Aren AX, AY, AZ parallel find; die Beduch 
des Gleichgewichtes (f. den Anhang zum erften Abſchnitte) erfordern alstum!” 
die Komponenten biefer Kräfte in parallelen Richtungen zu einer jeden de 
Aren und für einen jeden der beiden Körper einander das Gleichgewicht KR | 

Zur Beftimmung der Richtung des Widerftandes R zmifchen den dr 
rungeflähen der beiden Körper bemerft man, daß diefelbe zuvoͤrderſt in ! 
Oberfläche des Reibungskegels liegen und mit der Normalen OS den Se | 
SOR==p einfließen müffe. Denkt man fi) durd den Angriffspuntt 0% 
Widerftandes die Linie MN parallel zu ZB gezogen, und durch diefe Lin? 
die Normale OS eine Normalebene SON auf die Berührungsflähen gell: 
muß die Durchfchnittslinie diefer Normalebene mit dem Reibungskegel note“ 
die Richtung OR des Widerftandes R fein, weil die gleitende Bewegun * 
beiden Flächen aufeinander in der Richtung der Linie MN erfolgt. SW 
folgt, daß die Richtung des Widerftandes R mit der Linie MN oder aßF 


ZB einen Winkel RON=.—» bilden müffe. Da aber die Einie KL = 


MN und auch auf der Normalen OS, mithin auf der Ebene SON perpati= 
ſteht; fo fiebt man ferner, daß die Richtung bes Widerftandes R gegen die vr 
KL ober ZC unter einem rechten Winkel geneigt fein müffe. Aus dieſen hens 
Beziehungen laffen fih die Neigungsmwinfel der Linie OR gegen bie drei I 
winkligen Aren AX, AY, AZ leicht beftimmen. Bezeichnet man diefe Bi 
melde die Linie OR mit den pofitiven Richtungen der drei Axen einfhlicht, 
mit &,ß,y und ebenfo die Neigungswinkel der Binien ZB und 20 gem! 
Aren refp. mit a’, 8', y’ und a", 8", „"; fo ift befanntlid 
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Richtungen aller diefer Kräfte als vertifal an, was von ber 
Wirklichkeit nur fehr wenig abweicht. 


cosRON==coso’ .cosa-—+-cos #’ „cosß-+-cosy’ .c0sY, 
cosROL== cos a‘ .cosa&-+ cos" .cosß-}- cos y’’.cosy, 
1=cos?«—+- cos? -+- c0s?y. 
Macht man kierin die gehörigen Subftitutionen, welche fi aus der Betrachtung | 
der Figur leicht ergeben; fo erhält man 
sin P=005 1.005 % — sin ı.C05Y, 
0 = cosꝰ.cos sin}. cosy, 
1 = cos? «+ 0052 8-4 cos?y. 
Dieraus ergibt fi) nad) gehöriger Reduktion 


1 
cos— in Isinucos9y co sinı.sin3d-}-cosu.sing| 


in’ 
= cosıyY cos?p-sinzı.sin2IF—sin:.cosd.sinp | (a) 
cos ⸗ 





RL...) SE —— —— 
cos/ — jeosıy cos?p-sint.sin 3—sinı.cos} sinp| 


Zerlegt man jest fämmtliche auf einen jeden der beiden Körper wirkenden 
Kräfte in ihre Komponenten nad) parallelen Richtungen zu ben drei Aren AX, 
AY, AZ; fo ergeben fidy folgende Bedingungsgleihungen für ben Gränzzuftand 


des Gleihgewichtes (wenn man beachtet, daß hier 4 einen flumpfen Winkel bes 
zeichnet) 


pP} —R cos«—-R; sin 9 —+-R, sin ?a2: 
R,cospg —=—Reosß, 
R, cospı —=Recosy, 


(b) für: ben. unteren. Körper, 





Rz cos —=R cos 0, 
R,c0sg, = — Rcosß, (c) für den oberen Körper. 
P,-HR; singa + R; sin gg =Rcosy 

Hieraus folgt durch Elimination 


Pı=R (cos &-+cosy .tang p, — cosftang ya), 


P3=R (cosy — cos .tanggpz + cosftang Y4), 
und bemnach 
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Die Stangen, vermittelſt welcher die Kräfte P,, P, P,k, 
an dem Balancier angebracht find, feien um Zapfen bemezis- 





PP cos q 4 cosy.tanggp; — cos f.tang ga) (d) \ 
17773 (6057 — cosa.tangggtcosß.tanggy| / 


worin für cos«, cosß, cosy bie obigen Werthe zu fubftituiren find. 

Um den Model des Syſtemes zu erhalten; fo bemerft man, di 
gen —_NR—M—)I (mit Berüdfihtigung der Werthe für we 
cos, cosy) 


P,h,=Pztang.:... . (e) 
wird, ſodaß @®, (O)=—tange und nad) $. 152 


1 gcos@--cosytang pi — cos B.tang gg 
Ro AR — TEE ER .. 
ang ı \cosy— cos tang ꝙ3 + cos .tang py 

ift. 

E Nimmt man nun an, bie Breite ZC der Ebene CB fei fehr gering, m 
die beiden Körper AB und EF werden ebenfo, wie Dies in $. 253 näher wider 
ben ift, um einen vollen und einen hohlen Zylinder gewunden; fo erhält => 
das Syſtem einer Schraube und einer Mutter mit einem Gewinde, defin Fr 
gung gegen ben ‚Horizont in tangentialer Richtung an die Schraubentinie glad ı 
ift und deſſen Oberfläche durch die Bewegung einer geraden Kinie erzeugt win 
welche fortwährend durdy die Are der Schraube und durd die Schraubmim 
geht und fich ftets unter dem Winkel 9 gegen die horizontale Ebene AY x 


unter dem Winkel 2. —s* gegen die Are ber Schraube neigt, 


Die Gleihungen für eine folhe Schraube find durch die vorftehenden Ku 
druͤcke gegeben, jedoch ift dabei noch zu bemerfen, daß die beiden Kräfte R. = 
R,, welche in dem vorhin betrachteten Syſteme durch äußere Hinderniffe ver 
ten werden mußten, um bie Abweichung ber Körper in ber GSeitenrichtum i 
verhüten, bei dem Syſteme der Schraube durch die Kohäfion der Materie, @; 
welcher die Mutter und die Spindel beftehen, erfegt werden. Hierdurch = 
aber eine Reibung hervorgerufen, die MWiberftänte R, und R, find viemt 
perpendilular gegen die Seiten ober parallel zu AY gerichtet, und man iX | 
$2 Zu und 9,0 zu fegen. Hierdurch reduziren ſich die obigen Gleihuns 
au 





PP [ rer eertanggı ' 
TR cosy— cosatang gg 


U—U | cos&—-cosytang gı 
1772 \tangı(cosy— cos «lang ya) 


Kerner ift bei der Anwendung auf die Schraube zu bemerken, daß fih 
Reibung an ber feften horizontalen Ebene X Y in die Reibung an ber tin | 
fläche eines ftehenden Zapfens verwandelt. Setzt man daher in den vorftehatt 
Gleichungen zuvörberft 9 0, addirt dann aber auf der rechten Seite des Br 


thes von P, bie Größe 3P, 2 tang pı, welche nad 5. 177 dieſem Widerftat | 
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* ken Mittelpunkte a, d, b, in derſelben durch den Mittelpunkt 
wEder Are des Balanciers gehenden Linie liegen. 


-mizpridht, wenn er buch eine am Umfange ber Schraube oder an bem Hebel: 
mer wirkende Kraft überwältigt werden foll; fo ergibt ſich 


rei 

| P 

=> — ul un tang G3 
47 c050 


Soll bie treibende Kraft P, am Hebelarme a wirken; fo findet man leicht 





r 1 eo 
— P, =, (7) Ten +} . tanggı/ - - - - (h) 
* oo: EP. 
d 
al 1 
—* U V + 8 - tang 9, } cotı „....(i) 
PT a —tang 95 
= cosa 
orin 
„sy — je ey eos?!p —sin?ı — ‚c0s9.sinp 222.0) 
05% sind cos9y cos? p—sin?ı.sin234-c0s ı .sinp 


int Bei der Bewegung einer folhen Schraube mit fchiefem Gewinde äußert ſich 
In perpendikularer Richtung rings um bie Are ein Drud R, und R,, vermöge 
„geffen die Spindel die Mutter auseinanderzutreiben und die Mutter die Spindel 
„jufammenzubrüden ftrebt. Man erhält den Werth besfelben aus ben früheren 
Bedingungsgleichungen für das Gleichgewicht, wenn man bie Reibungswintel 
„9 und 9, —0 feßt, da hier die Widerftände R, und R, ohne Reibung wirken. 
‚Dies ergibt | 








z — _ —Pı cos ß 
F: R,—=— Roos? = cos a-}-cosy tangpı < 
coß __ f 
Pıtang$ 
R= a — .... (1) 
—+-tang 9ı 
cosy 


| Aus dem rafhen Wachfen dieſes Werthes von R, mit dem Winkel 9 ober 

mit dem Neigungswinkel ber Generatrir der Scraubengänge gegen ben ‚Horizont 

erklaͤrt ſich die große Gewalt, mit weldher Holzſchrauben bie Maffe bes Holzes 

auseinandertreiben, in welche fie eingebrüdt werden, felbft wenn ihre Spindel 

nicht koniſch gebildet ifl. Wenn man von allen Reibungen abſtrahirt; fo wird 
ber Werth diefes Drudes e 
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Bezeichnet man die Halbmeſſer dieſer Zapfen mit 01,029,% 
den Halbmeffer der Are des Balanciers mit o und die Rebun: 
winfel für die Dberflächen diefer Zapfen und diefer Are in ıka 
Lagern mit 9, 925 Pa: 14, P5 10 leuchtet ein, Daß wenn fh 
Balancier durch das Übergewicht der Kraft P, im Gränzzußen 
des Gleichgewichtes befindet, ein jeder Zapfen oder eine jet 
im Begriffe ift, fih in ihren Lagern zu drehen, und daß demm 
die Richtungen der Kräfte P,,P,P,P,R, wevon R ba ® 
derftand des Lagers der Are des Balanciers bezeichnet, nidt tun 
die Mittelpunfte ihrer entfprechenden Zapfen oder Aren geh 
fondern um perpendifulare Abftände davon entfernt fein wert, 
welche reſp. durch E,sinp1, 025iNP,, Q35iNpz, Q4,5iny, U 
esinp bargeftellt find. 

Ferner leuchtet ein, dag die Richtung der Kraft P, an de 
jenigen Seite des Mittelpunftes a ihres Zapfens Tiegen wit 
welche dem Mittelpunfte des Balanciers zugefehrt ift, a 
Einfluß der Reibung an diefem Zapfen in einer Bermindern 
ber Wirfung der Kraft P, behuf Drehung des Balanciers Ü 
ſteht. Ebenfo begreift man, daß die Richtungen der Kräfte, 
P,, P, weiter von dem Mittelpunfte des Balanciers entirt 
fein müffen, als die Mittelpunfte ihrer Zapfen, da bie Reibı; 
an diefen Zapfen den Widerftand, welchen die darauf angebtat 
ten Kräfte der Drehung des Balanciers entgegenſetzen, zu per! 
mehren ſtrebt. Endlich erhelfet, daß der Widerftand RW 


R, = P, —— ..(m) während 
PR, =Pztangı....(n) 


wird. Man fieht, daß jener Druck R, zwifchen der Mutter und ber Ei! 
direft mit der Tangente des Neigungswinkeld der Generatrie des Gem 
gegen den Horizont und indireft mit der Tangente des Neigungsmintts 
Gewindes felbft gegen. den Horizont waͤchſt. Übrigens begreift man, MEN 
vorftehende Werth von Rz die Summe aller Prejfungen darſtellt, weld " 
rings um die Are in der Richtung der Halbmeffer äußern. Wäre bemnad " 
Länge der Spindel, foweit fie in der Mutter enthalten ift, gleich Z; fo wirt 
der Druc auf die Flächeneindeit der Oberfläche der Spindel in der Richtung # 
Balbmeffer 
R tane 9 
Se ET... 00 
2rn.l Znrl.tangı 


betragen, ein Werth, der mit der Länge 2 in direktem Verhältniffe abnimm. “ 
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Axenlagers des Balanciers feine Richtung an- derfelben Seite 
eg Mittelpunftes C, wie die Kraft P,, bat, da berfelbe. der 
Refultante aller auf den Balancier wirkenden Kräfte gleih und 
nigegengefest ift, und biefe Refultante für fih allein den Das 
fancier in derfelben Richtung, wie die Kraft P,, herumdrehen 
würde, 

Nun fei Ca=a,, Cd=a,, Cb=a,, Ce=a,, und wenn 
man die Horizontale FOg zieht, WinfelaCf=P%, Ferner bezeichne 
W das Gewicht des Balanciers, weldes durch den Mittelpunkt 
feiner Are wirfend gedacht wird. 

Da P.,P.,PsP,,W,R Kräfte im Gleichgewichte find; fo 
hat man nad dem Principe ber Gleichheit der Momente, wenn 
man biefe Momente in Beziehung zu dem Punkte O nimmt, 


P,.of=P,.0g+P,.0h+P,.0k+W.oC. 


Es ift aber of=Cf— Co=a, cos#® — p,5inp, — ESINy, 

0o9g=Cg9+Co=a,cos#-+ g5 Sinpz + esing, oR=Ch—Co 

=a30089-+938inpg3-osing,ok=Ck+Co=a,cos®+g,sinpytgsing; 

demnach 

P, larcos 9—(o, sinpı +osin p)]=P; [azcos9+(gasinpa+esinp)] 

—+-P;[a,cos$-H{ossinps—esinp)]+P 4[a,c0s9-+-Co,sinps+esinp)] 
+Wosing .... (824) 


Multiplizirt man diefe Gleichung mit 9 und beachtet, daß 
a,9 den vom Angriffspunfte der Kraft P, beſchriebenen Raum 
und demnach P,a,® die Arbeit U, dieſer Kraft darſtellt, daß 
in gleicher Weife P,aa% die Arbeit U, der Kraft Pa, P3az® 
die Arbeit Uz der Kraft Pz, Pıa,9 die Arbeit U, der Kraft P, 
und daß a,® fehr nahe den Raum S, darftellt, welchen der End» 
punft ber Stempelftange beftrebt; fo erhält man 
U, [eoss- (& sing; tosin ]=u|e09+(® singg-+ oe sin N 


v7 da 


Us [eos Henze 4) U, [0094 (ernten) 


ws, (--)sing,.... (325 
+ 1 ( a, ) sinp (325) 
eine Gleichung worin der Model des Balanciers beſteht. 
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Die Form dieſer Gleichung vereinfacht ſich ſehr, wenn ma 
cos#=1 fest, was ohne Herbeiführung eines erheblichen Fu 
lers immer gefchehen kann, da in der Praris der Winfel 9 mr 
mals 209 überfchreitet, und demnad cosd niemals um mehr, di 
0,060307 von der Einheit abweicht, wenn man ferner die Pr 
bungsfoeffizienten für alle Zapfen und Aren einander glei, eh 
9=9,=9,=9,=p, annimmt, mit dem Koeffizienten m 
U, bividirt und Glieder von mehr, ald Einer Dimenfton ® 


SIR PL, eie. vernagfäffgt. Hierdurch erhält man nach ge 
1 
riger Reduktion 


U, — 1 + N sing] +U, v + (= Zr.) 


Ga 


+u,[1+ (ea En Fee \sinp |+W s(2-)sinp .... 


$. 260. Die beſte Lage der Are des Balanciers. 


a fei die Länge ad des Balancierd und x der Abftand al 
des Mittelpunftes feiner Are von dem Ende, an welchem bi 
treibende Kraft wirft. 

Wenn ber Einfluß der Lage der Are auf den Kraftaufwan 
behuf Öffnung der Ventile, Bewegung der Pumpen und Über 





windung der vom Gewichte des Balanciers erzeugten Reisun 
vernadpläffigt wird, und biefe Lage nur unter der Bedingung be 
fimmt werden foll, daß ein gegebener Betrag von Nugarkl 
U, auf bie Treibftange durch den kleinſtmöglichen Betrag U, ir 
Arbeit der treibenden Kraft auf die Stempelftange hervorgebrath 
werde; fo kann man die letzten drei Glieder der Gleichung (30 
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als Fonftant betrachten und —=A fegen. Hierdurch wird jene 
Gleichung, wenn man beachtet, daß darin a,=r und ,=a—r 


iſt, | 
U= 14 (ter + 22) sing |U,+A. 


Die vortheilhaftefte Lage der Are ift nun durd denjenigen 
Werth von z beftimmt, welcher diefe Funktion zu einem Minis 
mum macht. Man findet denfelben, wenn man ben Differenzial- 


foeffizienten des Ausdruckes sta. a in Beziehung zu x 
gleich null fest. Dies ergibt 


gta 


- 0-+03 — 


(a—:r)? 


oder, wenn man mit z?(a—x)? multipliziert, 


— 


Co-+0.)2?—(e+0,) [a nI?=0 ober 
lev — eFe,1lzV ef ta) vV e+e,1=9, 
oder, wenn man mit dem Falter zy gFea + (a—x) Veto, 


welcher ftets abfolut pofitiv if, und nicht =O werden kann, divi⸗ 


zY 0e+9,—la—D)yY e+0, =. 
Hieraus folgt 


i’=> — ⸗——,t⸗⸗ ..,(327) 


a 
e +03 
Hy 





Wenn 05>0,, fo iſt vera>ı und z<}a; in bies 


fem Falle muß bie Are alfo dem Angriffspunfte der treibenden 
Kraft näher gelegt werben, ald dem des Nugmiberftandes, Wenn 
0, <o,, fo it z>%a und die Are muß dem Angriffspunfte bes 
Nugwiderftandes näher, als dem ber treibenden Kraft, gelegt- 
werden. 


427 Die Kurbel. g. 262 


$. 261. -Im $. 168 iſt gezeigt worden, daß eine Maſchint, 
welche fih, wie der Balancier einer Dampfmafchine, unter ber 
Einwirkung zweier gegebener Kräfte um eine fefte Are drehet, 
mit dem geringften Kraftaufwande getrieben wird, wenn bei 
Kräfte auf derfelben Seite der Are angebradht find. Diefe 
Prinzip wird bei den gewöhnliden Dampfmaſchinen, melde die 
Wirkung der treibenden Kraft vermittelft eines Balanciers fort 
pflanzen, offenbar nicht beobachtet; es wird jedoch erfüllt bei den 
Mafchinen, welche mit Crowther's Parallelbewegung arbeiten, un 
bei den fürzlich von Seaward eingeführten Schiffs-Dampfmafdi- 
nen, welche unter dem Namen der Gorgonen befannt find. €: 
ift in der That ſchwer, die Anwendung des Balanciers mit irgen) 
einem anderen Grunde, als dem, zu vertheidigen, daß derſelbe 
einigermaßen das Schwungrab bei der Ausgleihung ber Bewer 
gung des Kurbelarmes unterftüge (ſ. die Abhandlung über die 
ausgleichende Kraft des Balanciers von Coriolis im Dreizehnten 
Bande des Journals der Ecole polytechnique), eine Betrad- 
tung, welche fih übrigens nicht auf die Pumpmafchinen ausdehnen 
läßt, wo niemals ein Schwungrad angebradt wird. Sn allen 
Fällen erhöhet die Anwendung des Balanciers die Koften ber 
Konftruftion der Mafchine, und vermehrt durch fein eigenes Gr 
wicht bedeutend die fhädlihen Widerftände, welche ſich der Be 
wegung ber Mafchine entgegenfesen. 


Die Kurbel, 


$. 262. Der Model für die Kurbel, wenn die Rid: 
tung bes Widerfiandes ber der treibenden Kräfte pa: 
rallel ift. 


CD fei der Kurbelarm und AD die Treibftange. Um bie 
Unterfuhung zu vereinfachen, nehme man an, bie Treibftange 
befinde fi fortwährend in ihrer vertifalen Lage, da der au 
biefer Borausfegung hervorgehende Fehler die Bedingungen ber 
Aufgabe nur hinſichtlich der Reibung beeinträchtigt, und aus Gfie 


dern von wenigſtens zwei Dimenfionen des Reibungsfoeffizienten 


und ber fehr geringen Winfelabweidhung der Treibftange von der 


vertifalen Richtung befteht. Denkt man fih das Gewicht Des Kur | 
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belarmes CD, welches burch beffen 
Schwerpunft wirft, nah S. 16 in 
zwei Kräfte zerlegt, von denen bie 
Eine W, im Mittelpunfte C feiner 
Are und Die andere im Mittelpunfte 
c der Are, welche den Kurbelarm mit 
ber Treibftange verbindet, wirffam ift; 
fo fei Die Summe aus der letz— 
tern Kraft und dem Gewidte 
ber Treibftange durch W, darge— 
ftellt, Ferner bezeichne P, einen Wis 
derftand, welcher fi) der Umdrehung 
der Kurbel entgegenfegt und in irs 
gend einem Augenblicke hinreichend fein 
würde, um bie burch bie Treibftange fortgepflanzte treibende Kraft 
P, im Gleichgewichte zu erhalten, und zur Vereinfachung der 
Unterfuhung fege man die Richtung des Widerftandes P, ale 
vertifal und nad unten gefehrt voraus. Endlich fei Co=a, 
CA,=a,, CA,=a,, cCW,=®, die Halbmeffer der Aren C und 
e refp. =o, und o,, die entfprechenden Reibungswinfel =p, 
und pa, das ganze Gewicht des Kurbelarmes und der Treib- 
ftange W, +HW,=W. 

Da fih der Kurbelarm im Gränzzuftande des Gleichgewich— 
tes befindet; fo ift der perpendifulare Abftand der Richtung des 
MWiderftandes feines Arenlagers von dem Mittelpunfte feiner Are 
=0o;sinp, (f.$. 153). Diefer Widerftand ift gleich der Refultante 
aller auf den ie wirkenden Kräfte, alfo =P, +(P.+W), 
worin P,>P,-+W vorausgefent 
wird und worin bag Zeichen -+ oder 
— zu nehmen iſt, jenachdem bie 
Richtung von P, nad unten oder 
nach oben gefehrt ift, oder jenach⸗ 
dem fid) der Kurbelarm nach unten 
(wie in ber obigen Figur) oder nad 
oben (wie in der nebenftehenden Fi- 
gur bewegt. 

Hieraus folgt, daß das Mor 
ment des Widerftandes des Axen⸗ 
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lagerd gegen bie Are ber Kurbel durch [P, + (P, +W 
e,5ing, ausgedrüdt ift. | 

Nun halten fi die Kräfte P,, P, und der eben ermähnt 
Widerftand im Gleichgemwichte; nach dem Prinzipe ber GTeichhei: 
ber Momente hat man daher, wenn man beachtet, daß bie tre; 
bende Kraft durch P, + W, bargeftellt wird, jenachdem ſich der 
Kurbelarm nah unten oder nad) oben bewegt, 


(P,Ä,+W )a,=P,;,a+[P;ı + (PR, +W)]e, sing, 


Da aber die Are c, welde die Treibfiange mit dem Kurbel— 
arme verbindet, im Begriffe ift, fi auf ihren Lagern zu breben; 
fo gebt die Richtung der Kraft P, niht durch den Mittelpunkt: 
biefer Are, fondern ift von derfelben um einen Abftand —ossing, 
entfernt, ein Abftand, welcher nad) derjenigen Seite des Mittel 
punftes c gemeffen werden muß, welche dem Punkte C zugefehr 
ift, da die Reibung an der Are c die Wirfung der Kraft P, be 
huf Umdrehung des Kurbelarmes zu vermindern ftrebt. Hier 
nach hat ınan 

a, =asin#— 0, 5in92+ + ++ (328) 


Subftituirt man diefen Werth für a, in die vorhergehende 
Gleichung; fo kommt 


(Pı +W;)Casin®-gasinpa)=Paa;-+[Pı + (P,+W)Jeı sing.) 
und nach geböriger Rebuftion 


P, [asin®—o, sinp, —025inp;z] 


=P,[a, + 0, sinp,] + We,sinp, + W, (asin® — 9, sing,) 


Dies ift Die Beziehung, welche zwifhen P, und P, im Grän; 
zuftande des Gleichgewichtes beftebt. Bezeichnet man nun mil 
AP einen fehr Heinen, von dem Kurbelarme befchriebenen Br 
gen; fo ftellt «,A# den Raum dar, durch welchen der Wider 
ftand P, während biefer Zeit überwunden wird, und P,a, A? 
ift das Infrement AU, der Nutarbeit, welches bei der Beſchrei— 
bung biefes Kleinen Winfels von der Kurbel geleiftet wird. Mul: 
tipfigirt man daher die vorftehende Gleichung mit a, AP; ſe 
ergibt fi) 
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P,a,lasin®—o,sinp, —o5ing]A# 
aa + 018ing 1AU23+ Wazeı sing, A®P+ Waz(asind-ggsinp,)AF 





 0..+(330) 
D en erhält man, wenn man Ad unendlich Flein annimmt, 
ap 2 (Da wird, und zwifchen den Gränzen 9=® 


d — —O integrirt, darauf durch a, dividirt, 
Pi [2ac0s®— (x —2®)(g; Sing; + e35in pa)] 


1+ +8! 2’singı | U,&W(r-20)o,sinp, FW; [2ac0s®-g,(z-2O)sing3] 
..++ (33 1) 


Nun bemerkt man, daß 2acos® die Projektion des Weges 
uf die vertifale Richtung vonP, darftellt, welchen der Angriffe- 
unft c diefer Kraft befchreibt, während der Kurbelarm aus der 
age © in die Lage m—@ übergeht, ſodaß P,.2acos® ($. 52) 
ie Arbeit U, darftellt, welche die treibende Kraft P, auf bie 
zurbel entwidelt, während ihr Arm aus der Einen Lage in bie 
ındere übergeht, oder während bie Nugarbeit U, hervorgebracht 
wird. Setzt man demnach in ber vorftehenden Gleichung P,= 


5’ fo fommt nad gehöriger Reduktion 


ul) lets) 


-|1} +M sing |U,-EW@r-2O)g1singFWi [2a00sO-g,(r-20)sing3], 
..++ (332) 


eine Gleihung, durch welche der Model der Kurbel refp. für die 
niedergehende oder auflteigende Bewegung des Kurbelarmes be- 
ftimmt ift, jenachdem man die oberen oder bie unteren Zeichen 
nimmt, 

Addirt man bie beiden durch diefe Gleichung bargeftellten 
Werthe zufammen, bezeichnet mit U, die Gefammtarbeit von P, 
und mit U, die Gefammtarbeit von P,, während ber Kurbeların 
eine ganze Umdrehung macht, ferner mit u, die Arbeit von P, 
beim Niedergange und mit u, bie beim Aufgange, ſodaß u,tu, 
=U, it; fo erhält man (wenn man in den beiden Werthen ber 


U, 
2 acos® 
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Gleichung (332) zuvörderſt refp. w, und uw, an Die Stelle vor 
fest, und dann die Addition ausführt) 





veſt — (0) 5) (2 singt a sing) | =U,-+ (u —uz) 2* 
— 


In dieſer Formel beſteht der Model der Kurbel, wen 
Richtungen der treibenden Kraft und des Nutzwiderſtandes 
vertifal angenommen werden, und wenn vorausgeſetzt wirt, ! 
der Kurbelarm bei einer jeden halben Umdrehung die Rir 
der treibenden Kraft erft dann empfängt, wenn er fih ır 
einem Winfel © gegen die Bertifale neigt, und daß Die Wir: 
diefer Kraft auf den Kurbelarm dann ſchon wieder aufhört, w 
berfelbe einen gleichen Winkel mit der Bertifalen auf der m 
gengefegten Seite einer durch den Mittelpunft feiner Are ad 
den Horizontalen einichließt, fodag er fih unter der Wirfunz ! 
treibenden Kraft immer nur um einen Winfel gleih =-. 
brebet. 

Bei der doppelt wirkenden Dampfmaſchine ift z, —ıu,= 
bei der einfach wirkenden ift u,—=0,. Die auf die Reibum 
der Kurbel zu verwendende Arbeit ift demnach bei der legte 
Mafchine geringer, als bei der erfteren, wenn ber Wiberk: 
P,, wie in ber legteren Figur, an der Geite des auffteigen 
Bogens angebradt if. 

Wenn der Kurbelarm die Wirkung der treibenden & 
fortwährend empfängt; fo hat man @=0 und der Mobdel m 
für die Doppelt wirfende Maſchine 


U, 1-7 2 sing, 4 sing, )|=U,, 


oder wenn man mit dem Koeffizienten von U, dividirt, und Gl 
ber von mehr, als Einer Dimenfton in sing, und sing, % 
nadhläfligt, 


= 14 Z (sing +2 sinp)| U, .... (33 


Da der Model die Größe W oder das Gewicht der Kurk 
nicht enthält; fo leuchtet ein, daß folange P, und P, vertik 
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irfen und PÄ>P,-+W ift, das Gewicht der Kurbel mit ber 
reibftange feinen Einfluß auf die zur Bewegung erforderliche 
rbeit ber treibenden Kraft hat, indem die Reibung durch diefes 
zewicht bei dem Aufgange der Treibftange um ebenfo viel ver— 
iindert wird, wie fie beim Niedergange vermehrt wird, 

Ferner begreift man, daß wenn die Reibung, welde bem 
jewichte der Kurbel entfpricht, vernachläſſigt wird, der vorhin 
iv den Fall abgeleitete Model, wo die Richtungen der Kräfte 
', und P, vertifal find, auch auf jeden anderen Fall Anmwen- 
ung findet, wo bie Richtungen diefer Kräfte parallel find, 

Die Bedingung PR >P,-+W findet offenbar in jeder andes 
en Lage des Kurbelarmes ftatt, wenn fie in ber horizontalen 
age obwaltet. 

In diefer Lage ift aber für den Aufgang des Kurbelarmes 
ei Bernahläffigung der Reibungen (Gleihung 329) 


P,a=P,a,-+W,a, aloP, = P,+W, — 


ind daher P, —>P, Die vorftehende Bedingung, deren Er- 
2 


üllung bloß für das Auffteigen des Armes nothwendig ift, findet 
yaher immer ftatt, wenn man 


P,> * P,+W over 
2 


P, (1-2)>w 


yat, Hierzu ift es vor allen Dingen erforderlich, daf a,>a, 
der daß der Widerftand in einem perpendifufaren Abftande von 
ver Are angebracht fei, welcher größer ift, als bie Länge bes 
Rurbelarmes, Außerdem findet fi dieſe Bedingung in den mei- 
ten Fällen der Anwendung der Kurbel wirklich erfüllt. 


$. 263. Wollte man jedoch den Model für den Fall beftim- 
nen, wo P, nicht in jeder Lage >P,-+-W iftz fo bemerfe man 
zuvörderſt, daß die obige Bedingung auf den Model Gleichung 
332) nur beim Auffteigen des Kurbelarmes Einfluß hat, daß es 
ferner eine gewiffe Lage des Armes im auffteigenden Halbfreife 
zibt, in welcher die buch die Formel P,—(P,+W) ausgebrüdte 
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Refultante ven Werth null annimmt und alsdann durch CP,--W) 
—P, dargeftellt wird, und daß endlich, wenn der Kurbelarm fid 
weiter erhoben und eine gleiche Neigung gegen die Vertikale auf 
der entgegengefegten Seite der durch feine Are gehenden Horizon 
talen angenommen hat, der Werth jener NRefultante wiederum 
durch null geht und darauf durd die erfte Formel dargeftellt wird, 
Der Werth des in Rede ftehenden Neigungswinfeld kann dadurch 
beftimmt werden, daß man in ber Öleihung (329) P, für P,+W 
fubftituirt, und biefelbe, unter Beibehaltung der unteren Zeichen, 
für Hauflöft. Bezeichnet man dieſen Winfel mit 9,; fo Fann man 
die Gleihung (330) für den auffteigenden Halbfreis von *86 
bis 5*NM9, integriren, indem man bie Arbeit des Wiberftandes 
P, dur diefen Winfel mit w, bezeichnet; darauf kann man bie 
Zeichen aller derjenigen Glieder, welche o,sinp, enthalten, um: 
fehren, was einer Umänderung ber Formel von dem Falle, mo 
ber refultirende Drud auf die Are =P, —(P,+W) ift, auf 
ben Fall, wo dieſer Drud =(P,+W)—P, ift, entfpricht, und 


alsdann die Gleichung (330) zwischen den Gränzen®=®, und 9=, 


integriren, indem man bie Arbeit des Widerftandes P, durd die 
fen Winfel mit w, bezeichnet. Die Gefammtarbeit U, von P, 
im auffteigenden Halbfreife wird hiernah burdh 2Cu, + %,) dar 
geftellt fein. Um biefe Summe zu beftimmen, dividire man das 
erfte Integral durch den Koeffizienten von u,, das zweite durch 
ben von u,, addire bie erhaltenen Gleichungen, und multiplizire 
die entftehende Summe mit 2, Wird der fo erhaltene Model für 
den auffteigenden Halbkveifes zu dem Model des abfteigenden 
Haldfreifes addirt; fo ergibt fi) der Model für eine ganze Um 
drebung bes Kurbelarmes. 


Die todten Punkte der Kurbel. 


$. 264. Wenn bie Gleichung (329) fürP, aufgelöf’t wird; 
fo kommt 


P ı > 
| a,+e,sing, ii Wosinpı-W;(asin®-@asings) 
?tasind®—e1sinpr—gasinpg ! — asind®—g, sinp; —E,5in 92 
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ı derjenigen Lage des Kurbelarmes, in welcher 


ing — Luelnpı Fezein®s,,, (335) 


ird, nimmt alfo die treibende Kraft, welche zur Überwindung 
gend eines gegebenen Widerftandes P, erforderlih ift, einen 
nendlihen Werth an. Diefe Lage, in welcher feine enbliche, 
ı der Richtung der Teibftange wirkende Kraft hinreichend ift, 
m den Kurbelarm aus dem Zuftande der Ruhe in den ber Ber 
vegung zu verfegen, heißt ein tobter Punkt. 


Da es vier Werthe von 9 gibt, welche der Gleichung (335) 
in Genüge leiften, zwei im abfteigenden und zwei im auffteigenden 
Dalbfreife; fo enthält Die Kurbel überhaupt vier todte Punkte, 
Da übrigend ein jeder Werth von P, zwifchen den beiden höchſten 
und den beiden tiefften dieſer Lagen in allen Fällen ungemein 
groß iftz fo entfpricht eine jede beliebige Lage des Kurbelarmes 
zwifchen den beiden erfteren oder den beiden legteren und auch 
eine jede Lage in einiger Entfernung zu beiden Seiten biefer 
Gränzen in praftifher Beziehung einem tobten Punkte, 


Die doppelte Kurbel. 


$. 265. Bei diefer Kurbel, fowie fie von einer Dampfma- 
fine in Bewegung gefegt wird, find an Ein und berfelben Are 
zwei Arme rechtwinklig gegeneinander befeftigt, von denen ein 
jeder den Drud bes Dampfes aus einem befonderen Zylinder 
empfängt. Diefer Drud wird einem jeden Arme durch die ent- 
fprehende Stempelftange vermittelft eines Balanciers und einer 
Treibftange, wie bei den Schiffs-Dampfmafchinen, oder vermit- 
telft einer Führung der Stempelftange zwifchen fogenannten Kou- 
Kiffen und einer Treibftange, wie bei den Lofomotiven, mitgetheilt. 

In einem jeden Falle Fann man die Bedingungen für bag 
Sleihgewiht und die Bewegung unter ber VBorausfegung ent- 
wideln, daß die Treibftangen fortwährend einander parallel blei⸗ 
ben, und die barauf wirkenden Kräfte in Ein und berfelben Ebene 
liegen, ohne dadurch die Refultante merklich zu beeinträchtigen, 

Man nehme an, die beiden Kurbelarme feien von berfelben 
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NE Länge a, die treibenden Kräfte fein fü 
8) beide Arme gleih P, und die Bars 
nungen ber übrigen hierbei in Dein 
fommenben Größen feien bdiefelben, m 
in dem früberen Falle einer einfachn 
Kurbel. Betrachtet man zuvörderi de 

in der vorftehenden Figur bargefeln 
— — Fall, wo beide Kurbelarme auf bericht 

| "F Seite des Mittelpunftes C Tiegen, mw 
3 bezeichnet den Winkel W,CB mt‘; 
4 alfo den Winfel W,CE mit hi 
: 7 folgt auf demfelben Wege, wie ins! 
daß ber perpenbifulare Abſtand dert 
4 tung ber treibenden Kraft ber Ur 
‘ ftange AB vom Mittelpunfte © ber än 
bel (Gleichung 328) durh asin® —g,sinp, und ber pm“ 
difulare Abftand der treibenden Kraft ber Treibſtange Di 
durch asin (+9) —e2sinpa=acos®—ga5ing, bargeltl 
ift. Nun fei a, der perpendifulare Abſtand von ber Are Qi 
welcher eine einzige Kraft gleih 2P angebracht werben mil 
um auf die Drebung der Kurbel diefelde Wirkung zu äuft 
wie fie durch die vorftehenden beiden Kräfte zufammen bern 
bracht wird; alsdann hat man nad dem Prinzipe ber Gleic 
der Momente 
2P,a,=P,(asin®—e, sinp,)+P, (@cos® — og; sing;) 


und hieraus 





a, —ta(sind®-+cos®) — Ps sin Pa · 


NT __ —— 1 z } 
Da sin T=osT = 77° alfo auch sind te 


. T i 2 4\. 
=y/ 7(sin®.cos T+cos®.sin.) = 3.s(245} 
fo folgt, taß dieſer Ausdruck für a, auf unter bie gem 


a,= 75 sin (°+ 7) 92sinps 
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gebracht werben kann, und man fieht, daß derfelbe mit dem 
Werthe von a, der Gleichung (328) übereinftimmt, wenn man 


in ber letzteren Gleichung —, für a und — für 5 an bie 
v2 4 


Stelle fegt. Hieraus folgt, daß die Bedingungen für das Gleich» 
gewicht der doppelten Kurbel in dem Gränzzuftande und demnad) 
aud die Form des Models für Die Zeit, wo fich beide Arme an Ein 
und derjelben Seite des Mittelpunftes der Are befinden, genau diefel- 
ben, wie bie einer einfachen Kurbel find, bei welcher die Rich— 
tung des Armes den rechten Winfel BCE halbirt und bei mwel- 
cher die Länge des Armes gleich der Länge eines jeden Armes 
der doppelten Kurbel, bivibirt durh 7, ift. 


Bezeihnet man nun den Neigungswinfel W,CF diefes ein- 
gebildeten Kurbelarmes gegen die Bertifale W,C mit 9,5 fo 
werben beide Arme ber doppelten Kurbel von der Lage, wo 9,—= 


=. ift, bis zu der, wo d, =n — — iſt, auf Ein und derſel— 


ben Seite des Mittelpunktes C Tiegen. Subſtituirt man daher 
in ben beiden in der Formel (331) enthaltenen Gleichungen 


Pı4 = a pr ö f . F 
T für © und — für a, addirt alsdann dieſe beiden Gleichun— 


gen zuſammen; ſo ſtellt das Zeichen 20, in der entſtehenden 
Gleichung die geſammte Nutzarbeit dar, welche von der Kurbel 
geleiſtet ift, während ſich beide Arme in dem ab- und aufiteigen- 
ven Halbfreife an Ein und derfelben Seite des Mittelpunftes 
befanden, während P, die Summe der treibenden Kräfte der 
beiden Kurbelarme bezeichnet, und man hat 


ap; [a-5( erSinp, + 0,5ingQ, )| = 2U, ....(3%) 


Da die Richtungen der beiden gleihen und parallelen in 
pen Treibftangen wirkenden Kräfte bei der Beſchreibung der ande— 
ren beiden Duadranten einer ganzen Umdrehung auf entgegenge- 
festen Seiten des Mittelpunftes Tiegen; fo wird der refultirende 
Druck auf die Are der Kurbel durch P,+W, anftatt dur 
P,+(P.+W) dargeftellt, während bie Bedingungen für dag 
Sleichgewicht im Gränzzuftande in den übrigen Beziehungen 

31 
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diefelben bleiben, d. h. Diefelben, di 
wenn bie Kraft PR, Die Summe th 
treibenden Kräfte der beiden Treibſte 
gen) an einem eingebildeten Arme, deſe 


2 a » 
Länge 7% und beffen Lage CF ift, a 


gebraht wäre. Diefe Bedingung wir 
offenbar erfüllt, wenn man in der Gl 
hung (329) das Doppelzeichen vr 
(P,+ W) unterdrüdt und dafür hi 
einfache Zeihen + fest, gleichzeitig abe 
ben Werth von P, auf der rechten Exit, 
welder ing, sing, multiplizirt if, =0 annimmt. Hierburd win 
das in —o,Singp, multiplizirte Glied auf der linken Seite ix 
Gleichung (330) verfhwinden, und das Doppelzeichen in km 
erften und zweiten Gliede auf der rechten Seite in dag pofitis 
übergeben. Integrirt man nad diefen Subftitutionen die Gle— 


hung (330), zuerft zwifchen den Gränzen O0 und — 


4 
zwiſchen den Gränzen * und x; jo wird das Zeichen U, offen 





und ba 


bar die Nugarbeit während eines jeden der beiden Theile ein 
halben Umdrehung bes eingebilveten Kurbelarmes darftellen, wih 
rend welder die beiden wirffihen Arme der Kurbel nicht ur 
berfelben Seite des Mittelpunftes liegen. Außerdem leuchtet ein 
daß das Integral jener Gleichung zwifhen den Gränzen 0 un 
7 mit dem Integrale zwifchen den Gränzen u und zz identid 
it. Nimmt man daher das zuerft erwähnte Integral Doppelt; 
fo erhält man 


+7 Waze sing, F2Wsa, | 71-0054) —Z ozsing,] 


Dividirt man biefe Gleihung durch a,+o,singp, ok 
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yurdh a, (1421 sing, ) und vernadhläffigt Glieder von mehr, | 
2 
als Einer Dimenfion in sinp, und sinp,; fo ergibt fid 


2P, Et eos )(1-2.sing, )-ersings | =2U, +5 Woısing, 
= a HK . u . 
+2W, 75(1- cos )(1—-Zising, )— 7 o sin v2] n 


worin 2U, die Nusarbeit beim Niedergange oder Aufgange bes 
:2ingebildeten Kurbelarmes bezeichnet, jenachdem man das obere 
oder das untere Zeichen nimmt, während P, die Summe ber 
“in den beiden Treibftangen wirfenden treibenden Kräfte darftellt, 
Nimmt man baber die Summe der beiden in ber vorftehenden 
Gleichung enthaltenen Werthe, und bezeichnet mit AU, die ge- 
fammte Nusarbeit, welche in dem ab- und auffteigenden Halb— 
freife während derjenigen Perioden einer ganzen Umdrehung vers 
richtet wird, wo ſich Die beiden Arme auf verfchiedenen Seiten 
des Mittelpunftes befinden; fo erhält man 


AP, er —— =4U,-Wzg,sing;; 

„ober da cos — = iſt, 

2P, [ev EEE TEEN 
2 


Addirt man diefe Gleihung zu der Gleichung (336), und 
bezeichnet die gefammte bei einer ganzen Umdrehung bes einge- 
bildeten Kurbelarmes geleiftete Nugarbeit mit U,; fo kommt 


2Pı [av 7-atv 2-0  singı— z-(eusingı + 202sing)| 
=U,+Wze,sing,; 


worin P, für die Summe der beiden treibenden Kräfte fteht. 
Stellt man nun mit U, die gefammte Arbeit dar, welche 

von den treibenden Kräften während einer ganzen Umdrehung 

des eingebildeten Kurbelarmes verrichtet wird; fo, hat man 
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a a r . 
*0 da 277 die Projektion des von dem End— 


punkte dieſes Armes während eines Niederganges oder eines Auſ 
ganges beſchriebenen Raumes bezeichnet (F. 52). Hieraus folgt ale 


_U,v?_ U, { 
u und wenn man biefen Werth für 2P 
in die vorftebende Gleichung fubftituirt, 


_vY ?T—lıe ; x (an. 20 .. 
U j1 — sing 375 (singt z singz)| 


=U,+Wno, sinp,« 0 +. (Bi) 


In diefer Formel befteht der Model der doppelten Kurkel 
wenn bie Richtungen der treibenden Kräfte und des MWiderfan 
des vertifal find. Wird die aus dem Gewichte der Kurbel ber 
vorgehende Reibung vernadhläffigt, und demzufolge WO gefest: 
fo ſtellt dieſe Gleihung den Model der doppelten Kurbel fi: 
beliebige Richtungen der treibenden Kräfte dar, wofern nur hi 
Richtung des Widerftandes denfelben parallel if. Dividirt mı 
dur den Koeffizienten von U,, und vernadhläffigt Glieder ır 
mehr, ald Einer Dimenfion in sinpy und sing,; fo nimmt x 
Model die Form 





2—1 i — 
u=)14+2 — en einat 9 (singt 2% einge) 
a + Wzo,sing, .... (338) 


Die Kurbelführung. 


$. 266. Beieinigen der wichtigften Anwendungen der Danr 
mafchine empfängt die Kurbel ihre ftetige Umbdrehungsbemegun 
durch bie Treibftange direft von der abwechfelnden geradlinig: 
Bewegung der Stempelftange, ohne Vermittlung eines Balı 
eiers oder einer Parallelbewegung, indem das Eine Ende v 
Treibftange mit dem Ende ber Stempelftange verbunden ift ur 
ber ſchräge Drud, welder aus biefer Verbindung bervorgei‘ 
von einem Mafchinenftüde aufgenommen wird, welches fih : 
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der Richtung der Stempelftange zwifchen feften Führungen oder 
Rouliffen bewegt, eine Einrichtung, wie fie namentlich bei den 
Zofomotiven vorkommt. 

Bezeichnet man die Länge CD der Treibftange mit b, die 
!änge BD des Kurbelarmes mit a, und ftellt in der folgenden 
$igur mit P, und P, refp. den Drud in der Richtung ber 
Stempelftange und der Treibftange dar; fo ift die Linie RS, 
velche die Richtung des Widerftandes R der Kouliffe im Gränz- 





zuſtande des Gleichgewichtes bei dem Übergewichte der treiben- 
sen Kraft P, darftellt, gegen ein Perpenbifel auf der Richtung 
ser Kouliffe oder auf der Richtung der Bewegung der Stempel- 
tange unter einem Winfel geneigt, welcher nah $. 141 dem 
Reibungswinkel für die Berührungsflädhen zwifchen den Kouliffen 
zleichkommt. 

Da ferner P,, Pz, R Kräfte im Gleichgewichte find; fo 
yat man 


P, __ snP,CS 


— 


P, — sinP,CS' 

Setzt man den Winfel BECD=PF und den Reibungswintel 
wiſchen den Kouliſſen =p; fo it PRCS=—, P,0S=T 
4+9—#, und daher 


in(2—p) 
N } #7) ___e0sp 


; 5-e-9] — e0os(®—g) 


oT 


.,++ (339) 





Bezeichnet man den Winfel DBC mit 9,, und nimmt an, 
‚aß P, konſtant bleibe, während P, nad den Bedingungen bes 
Sränzzuftandes des Gleichgewichtes variire; fo hat man 
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AU,=P,.AAC=-P,.ABC, 
oder da P,—P, — und BC=acos®, +bcos$, 


alfo ABC=—asin®, A®, —bsin® AP ift, 


AU,=P, cos(# —P) (asin®, A®, +Ödsin? A #9) 
cosp 
Ferner hat man 
AU,=P;(AAC)eos® 
——P,(ABÜ)cos®=P; (asin®, Ad +bsin® A9cost. 


Aus diefen beiden Beziehungen folgt, wenn man A®, um 
Ad unendlich Flein annimmt, 


7e 0 
u,=-- a Jend.cos®—n)ad+b sind. cos d—)%|. 
0 0 


7E 0 
—P; af sin®,.00s%.d9,+b / sin®.cos®.d# 
0 0 
Das zweite Integral verfchwindet in einer jeden dieſer bei 
den Gleichungen für die demfelben angehörigen Gränzen, und di 
man sin®=  sindy, alſo cos# = Vi-%sin?s, hat; \ 


6 
verwandeln ſich dieſe Gleichungen in 


7 
U,=P;a — sis, .cos®. ruf vi z sin?9, .sind,.d 


zn 2 v(&-1)+4008°9,.4(0089,) 


— man behuf Integration dieſes Ausdruckes Die Mebuftions 
ormel 
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f: zei (arbar)p d? la rbe" ud ice 


m+np ne Ser atbzp-idz 


anz fo erhält man 
Se+maz=jrc@t+23t+5 [ @+29 taz 
EN armer 8 5 — 
d. i. nach einer bekannten Formel 


M NH ar@.de=jey art Zlog(e+ Var) + conet. 


2 
Setzt man hierin — an bie Stelle von a, cos®, an bie 
a? j 


Stelle von x, nimmt alsdann das Integral zwifchen den Grän- 
zen x und O0, und beachtet, DB cosz—=—1 und cos0=1 if; 
fo erhält man 


Ih —— — u — 
und demnach 


u=B,5)244(& No (zEa)t- 


Ferner hat man 





U= — — cos (+ — ). 49. 


TE 


=—P, fe .cos#.dI, + Paataugp  sind.sindı.d4,, 
0 0 


d. i. nad dem vorftehenden Werthe für U, und der Beziehung 


sind z sind, 


7 
2 
U,=U, +P Stang / sin?9.d0ı. 
0 


488 Das Schwungrab. 8.267.8L. (3 


Da nun nad einer befannten Rebuftiosformel: 


j Sin”—Ir.cosr , m—I| R 
Ssior2.ar=— ———— — / sin”? r.drz, 
m m. 


— ‚dd, „soft, fao, it oe jo: +cons: 


iftz fo bat man 


a 
/ sin?9,.dP®;, r und daher 
. | 


U=U,+P r cv T tangg. 


Eliminirt man zwifchen diefem Ausdrude für U, und den 
vorhergehenden für U, die Größe P,; fo ergibt fich für der 
Model der Kurbelführung 


U,= Ha: N m U, ....(340) 


+ (a1 )18 (5) 


Das Shwungrad, 





$. 267. Die Winfelgefhwindigfeit des Shwungrabes. 


P, fei eine Fonftante Kraft, welche vermittelft einer Treib— 
ftange auf den Kurbelarm CB einer Are wirft, an welcher cin 


| 
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Shwungrab befeftigt if. Man nehme an, die Richtung biefer 
raft bfeibe fi fortwährend parallel, und ftelfe durch P, einen 
onftanten Widerftand dar, welcher fih ber Umdrehung ber 
Ire mit dem Schwungrade entgegenfest, und welcher aus dem 
u überwindenden Nusmwiderftande und den zwifchen der Are des 
zchwungrades und dem Operator auftretenden fchädlichen Wider _ 
änden der Mafchine beftebt. Ferner fei der Winfel 


ACB=9,CB=a,CP, = a,. 


Da die Projektion des Weges, welchen der Angriffspunft B 
er Kraft P, zurüdlegt, während der Kurbelarm CB den Winfel 
\CB befchreibt, auf die Richtung der Kraft P, gleih AM iftz 
> folgt, daß die von der Kraft P, in Diefer Zeit auf die Kurbel 
ntwiefelte Arbeit gleih P.AM ober gleih P, a (1—cos®) if. 
Bährend aber der Kurbelarm fih um den Winfel 9 drehet, wird 
er Widerftand P, durch die Länge eines Kreisbogens überwunden, 
velcher denfelben Winkel 9 überfpannt und die Linie CP,=a, 
um Halbmeffer bat, d. i. burd) den Raum a,®, ſodaß, bei 
jernadhläffigung der Reibung der Kurbel ſelbſt, P,a,® die Ar- 
eit barftellt, welche gleichzeitig zur Überwindung der Widers 
tänbe ber Bewegung verwendet ifl. Hieraus folgt, daß ber 
Iberfhuß der Arbeit der treibenden Kraft über die auf die 
Biderftände verwendete Arbeit bei einer Drehung der Kurbel 
m den: Winfel ACB durch 


P,a(ll—cos#)—P,a,®. .... (341) 


usgebrüdt ift. 

Nun bezeihnet 2aP, die Arbeit, welche die treibende 
raft P, bei einem jeden Auf- oder Niedergange der Treibftange 
ber bei einem jeden Hin- ober Hergange des Stempels in dem 
ylinder einer Dampfmafchine entwidelt, und 2ma,P, die Arbeit, 
yelche bei einer jeden Umdrehung des Schwungsrades auf den 
Biderftand verwendet wird. Stellt daher m die Anzahl der 
yirffamen Hin- und Hergänge dar, welche der Stempel unter 
er Wirkung des Dampfes in dem Zylinder zu machen hat, wäh- 
nd das Schwungrad eine ganze Umdrehung vollendet, und 
immt man an, daß die Bewegung der Mafchine ihren 
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periodifch gleihförmigen Zuftand angenommen habe ‘$. 146); * 
bat man 

2maP, a, FB. 
oder 


a,P,= —aP;. .+ (342), 


Setzt man biefen Werth von a,P, in die Gfeihung (341); 
fo erhält man für den Überfhuß der Arbeit der treibenden 
Kraft über die auf den Widerſtand verwendete Arbeit währen 
ber Drehung bes Kurbelarmes um den Winfel $ den Ausdrud: 


Pıa(1—c0s®—”) .... (49) 


Diefer Überfhug ift nun nah 8. 145 gleich der ganz 
Arbeit, welche bei der Beichreibung des Winkels 9 in den ver 
fehiedenen in Bewegung begriffenen Theilen der Mafchine ange 
bäuft wird. Man nehme an, diefe ganze Arbeit werde in dem 
Schwungrade allein angehäuft, indem man die Dimenfionen der 
felben von einer ſolchen Befchaffenheit vorausfegt, daß dasſelbe 
im Stande ift, die Bewegung der Maſchine felbit dann ausju 
gleichen, wenn fich gleichzeitig gar Feine Arbeit in den übrigen 
Mafchinentheilen anhäufte, oder wenn bie Gewichte der übrige 
in Bewegung begriffenen Elemente oder ihre Gefhwindigfeiten 
verhältnigmäßig fo gering wären, daß die darin angehäufte Ar 
beit im Bergleih zu der im Schwungrade angebäuften Arbei 
während berfelben Zeit ungemein Fein fein würde (f. $. 151). 
Bezeichnet alsdann J das Trägheitsmoment des Schwungrades 
u das Gewicht eines Kubiffußes des Materiales, aus melden 
dasfelbe befteht, «, die Winfelgefhmwindigfeit desſelben in ten 
Augenblide, wo fih der Kurbelarm in der Lage CA befindet, 
und « die Winfelgefhwindigfeit desfelben in dem en wo 


der Kurbelarm in die Lage OB gelangt; ſo iſt N | (a? —a, 2) 
der Ausdrud für die in dem Schwungrade — jenen beidu 
Lagen des Kurbelarmes angehäufte Arbeit ($. 75), und man ba 


PL. 7 (ar? =P,a (1— 00807 
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oder 
et (1- cos) — 2 or. (34). 


$. 268. Die Lagen der größten und Heinften Winkel— 
gefhmwindigfeit des Schwungrades. 


Nimmt man an, bie Bewegung der Mafchine habe ihren 
periodifh gleichförmigen Zuftand erreicht, ſodaß die bei einer 
ieden Umdrehung von der treibenden Kraft geleiftete Arbeit der 
auf die Widerftände verwendeten Arbeit gleich iſt; fo wird bie 
Winfelgefhwindigfeit des Schwungrades immer zu demfelben 
Werthe zurüdfehren, fobald das Schwungrad wieder in biefelbe 
Lage fommt, oder der Werth von «, in Gleichung (344) wird 
fonftant und der von « wird eine Funktion des Winkels 9 
werben. Hieraus folgt, dag « feinen Hleinften oder größten Werth 
annimmt, wenn jene Funktion von 9 ein Minimum oder ein 
Marimum wird, und man erhält zur Beftimmung bes Fleinften 
MWerthes von @ die Bedingungen: 


d (42) 
d49 


und zur Beſtimmung bes größten Werthes von «a bie Bebin- 
gungen 


d? (a?) 
d»? 





=ound >o, 


dla?) __ d? (a? (a?) 
rl 7 aan 


Da aber nah Gleichung (344) 








2 2 2 
=sin d— — und a = c0s%, 
jo ift 
2 
5 I) —o, wenn 





Diefe Gleihung wird offenbar durch zwei Werthe von 9 
erfüllt, von denen ber Eine der Nebenwinfel des anderen ift, 
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ſodaß, wenn n ben Einen barftellt, a —n den anderen ergibt. 
Außerdem fiebt man, daß durch diefe beiden Werthe von 3 ber 
Werth cos® des zweiten Differenzialfoeffizienten von «2 entgegen: 
gefegte Zeichen erhält, indem berfelbe Ein Mal pofitiv oder >o 
und Ein Mal negativ oder <o wird. Der Eine Werth von’ 
entfpricht alſo einem Dinimum und der andere einem Marimm 
von a, 





Nimmt man daher den Winkel ACB fo, daß fein Sinus 
gleich —— (Gleichung 345) ift; fo wirb die Rage CB des Kurbel 


armes einem Minimum der Winkelgefhwinbigfeit des Schwung 
rades entfpredhen, und nimmt man den Winfel ACE gleich ben 
Nebenwinfel BCG von ACB oder auch den Winfel GCE gleis 
dem Winkel ACB; fo wird CE die Lage des Kurbelarmesg fein, 
welche einem Marimum ber a an des Schwung: 
rades angehört. 


$. 269. Die größte Abweihung der Winfelgefhmin: 
bigfeit des Schwungrades. 


Wenn a, die Fleinfte Winfelgefhmwindigfeit des Schwung 
vabes in ber Lage CB des Kurbelarmes und az bie größte 
Winfelgefhwindigfeit in ber Lage CE bes Kurbelarmes bezeichnet; 
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fo in — die in dem Schwungrade zwiſchen jenen 


beiden Lagen angehäufte Arbeit. Dieſelbe muß dem überſchuſſe 
der von der treibenden Kraft bei dem übergange des Kurbel- 
armes aus der Einen in die andere Lage geleifteteri Arbeit über 
die in derfelben Zeit von den Widerftänden verzehrte Arbeit glei 
fein, und ift demnach durd die Differenz der Werthe der Formel 
(343) dargeftellt, wenn man darin nacheinander die beiden durch 
Gleichung (345) beftimmten Werthe a—n und n für 9 fubfti« 
tuirt. Da nun dieſe Differenz gleich 


Pı a (1-eos(@-m)—1+eosn— "e@ı=7) 


—=P,a [2cosn — m (1- =] 


it; fo hat man 
57 (052— 02) =P,a [ ?e0snm(1- =) 


und baher 


oder 


nt [20:7— m (1 — 20). ve. . (346) 


in welcher ©leihung n den Winfel bezeichnet, deſſen Simus 
m . NR m\? 
= ift, fodaß man auch cos n = / — (7) bat. 


$. 270. Beftimmung ber Dimenfionen bes Schwung— 
rades unter ber Bedingung, daß feine Winfelgefhwin- 
yigfeit in feinem Augenblide der Umdrehung fid von 
em mittleren Werthe über gewiffe gegebene Gränzen 
yinaus entferne, 


Wenn N die mittlere Anzahl der Umdrehungen Ku ‚ welde 
as Schwungradb in der Minute macht; fo begeichnet 2 60 bie mitt» 
ere Anzahl der Umdrehungen oder der Theile Einer — 
velche dasſelbe in der Sekunde vollendet, und Jer⸗ oder De 
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flellt den mittleren Raum, welchen ein Punkt bes Schwungradei, 
der um die Rängeneinheit von der Umbdrehungsare entfernt Fig‘ 
in der Sekunde befchreibt, oder die mittlere Winkelgeſchwindig 
feit des Schwungrades dar. Sollen nun die Dimenfionen bi 
Schwungrades von der Art fein, daß feine Winfelgefchmwinbigki 


in feinem Augenblide der Umdrehung um mehr, als _— „ vonje 
nem mittleren Werthe abweicht, d. h. von der Art, daß de 
größte Werth a, feiner Winkelgeſchwindigkeit gleich (+) 


‚, Nx I 4.4 
und der kleinſte Werth az derfelben glei) 37 (1— =) iſt; it 
muß man 

2xzN 2nN nz?N? 

05° —ag?=(astoz)la; —— '50.n 157% 
haben. 
Subftituirt man diefen Werth in Gleichung (346); fo komm 

n?N? sel u _2n 

——— 2cosn m(1 ) 
Bezeichnet nun H, die Anzahl der Arbeitseinheiten, melde ı 
der Minute auf den Stempel entwidelt werben, ſodaß, wenn H 
die Stärke der Maſchine in Pferdefräften von 510Pfd. XF. in de 
Sekunde oder von 30600PP-XF" in der Minute darſtellt, B. 
— 30600H iftz fo muß offenbar HH=Nm.2Pıa fein, weil Na 
die Anzahl der Hin und Hergänge des Stempels in der Min 
und 2P,a die bei einem jeden Hin- und Dergange bes Ste 
pels geleiftete Arbeit bezeichnet. Demnad bat man 








und wenn man biefen Werth für 2P,«a in die vorhergebent 
Gleichung einführt, 


15? 2 H,n 
uJ= u [2eosn-m(1— — | Nam ...(347). 





Stellt man durch k den Drehungshalbmefler des Schwun 
rades und durch M fein Bolum dar; fo hat man nad) 5% 
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Mk?=J und daher uMk?=uJ. Hierin ift aber uM glei 
dem Gewichte des Schwungrades, und man hat Daher, wenn man 
diefes Gewicht mit W bezeichnet, 


W= — I [2 0 — m(1-— ARE Neue 


Sest man hierin für m und g ihre zul (g = 31,2644); fo 
ergibt fi) 
H, nr 


.W = 712,743 [2e05n—m (1-2 IN (348). 





Iſt die Stärke der Mafchine in Pferdefräften von 510 X in 


der Sefunde oder 3O600M-XF: in der Minute gegeben; fo bat 
man in biefer Formel . 
H, = 30600H 


zu fegen, wodurch fich diefelbe in 
— 21809925 [2cos — m (1— ae 


verwandelt. 

Wenn der Einfluß der in ben Armen des Schwungrabes fich 
anhäufenden Arbeit auf die ausgleichende Kraft besfelben unbe- 
rückfichtigt gelaffen und nur die in dem Kranze besfelben fih ans 
bäufende Arbeit in Betracht gezogen wird; fo hat man nad 
$. 86 Mk?=J —=2nbcR(R?-+4c?), worin 5 die Breite des 
Kranzes in paralleler Richtung zur Are, c die Höhe und R den 
mittleren Halbmeffer desfelben bezeichnet. Nach der erften Gul- 
dinſchen Regel ($. 38) bat man aber 2zbceR =M; demnad 
k2 =R?+4c?, und wenn man biefen Werth für k? in Gleichung 
(348) fubftituirt, 

H,n 
W = 112,743 0s7-(1- re (349) 

Wenn die Höhe c des Kranzes (wie e8 gewöhnlich der Fall 
iſt) im Berhältnig zu dem mittleren Halbmeffer des Rades Flein 
ift, und demgemäß +c? gegen R2 vernachläffigt werben kann; fo 
wird bie vorftehende Gleichung 


W=1712,743 = cos — (1-27) Kay 


Nam gs rer + (348° ) 


Sa ++ (350) 
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oder, wenn man bie Stärfe der Mafchine in Pferdefräften aus 
drüden will, 


W=21809925 2. 6087 — (1-20) 25 — 


Hierdurch iſt das Gewicht eines Schwungrades in Pfunden gear 
ben, wenn man deſſen mittleren Halbmeffer R im voraus beftimm: 
und die Bedingung geftellt hat, daß dasfelbe, an einer Meafdin: 
von H Pferdefräften angebradht, welde in der Minute N lm 
drehungen macht, Feine größere Abweichung der Winfelgefchwin 


digfeit, ale — ihres mittleren Werthes, zulaffe. Man bemerkt, 


daß das Gewicht des Schwungrabdes mit dem Kubus der Anzahl 
der Kolbenzüge in der Minute im umgelehrten Berhältniffe ſiebt, 
fodag eine Mafchine von gleicher Pferbefraft, welche noch einmal 
foviel Kolbenzüge, als eine andere, macht, durh ein Schwunz 
rad von einem Achtel des Gewichtes diefelbe Beftändigfeit der 
Bewegung erhalten würde. 

Wenn man in Gleihung (347) für J feinen Werth 2xbeR' 
oder 2zKR® (worin K den Duerfchnitt be des Kranzes br 
zeichnet) fubftituirt, und annimmt, dat das Schwungrad aus Guß 
eifen von mittlerer Qualität, wovon der Kubiffuß etwa 480 # 
wiegt, beftebe; jo erbält man durch Reduktion 


R3=0,236326 IF cosn -- (1-2 | — 


— 7231,575 Fr con — (1- =] ide 





» +0 + (351) 
NSK! 


Durch diefe Formel ergibt fi) der mittlere Halbmeffer R eine 
Schwungrades, deffen Kranz einen gegebenen Querſchnitt K ii 
und weldes, an einer Mafchine von H Pferdefräften und N 
Umdrehungen in der Minute angebracht, Feine größere Abweidhun 


1, 
der Winfelgefhwindigfeit, ale — ihres mittleren Werthes, zuläft. 


Umgefehrt findet man aud) aus biefer Formel den Duerfihnit | 
K, wenn unter den vorftehenden Bedingungen der mittlere Halb 
meffer R gegeben ift. 
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$. 271. In den obigen Gleichungen ftellt m bie Anzahl der 
oirkſamen oder derjenigen Kolbenzüge während Einer Umdre— 
ung bes Schwungrabes dar, bei welchen der Stempel den Drud 
e8 Dampfes empfängt, und n bezeichnet den Winkel, deſſen 
Sinus I ift. 

A 

Nimmt man nun an, die Axe des Schwungrades bilde die 
Verlängerung der Are der Kurbel, ſodaß ſich beide mit derſelben 
MWinfelgefhwindigfeit dreben, wie es gewöhnlich der Fall ift, 
und betradhtet das Schwungrad für die einfach wirfende, Die 
doppelt wirfende und für die doppelt wirkende Mafchine mit 
einer doppelten Kurbel einzeln; fo erhält man 

1) für die einfah wirkende Mafdhine, wo der Stem- 
pel nur Einen wirkfamen Zug madht, während das Schwungrab 


eine ganze Umdrehung vollendet, m=1 und baher siin=— 
— 0,318308 = sin 180339, Hieraus folgt cosn = 0,9480460, 


18033 
1 = =0,103055 und 1 22—0,793888; mitpin 


& cosn— (1 )] =1,102208. 


Subftituirt man biefen Werth in die Gleichungen (350), 
(3504) und (351); fo ergibt ſich 


3 
H,n „__0,638642 Hın n 








= un us H,n 
W= 785,587 = x K=0,2605 Sana 
oder ä ..(392) 
19.9755  /Hn Hn 
w= = 240389717, R= rn 7 =7970, 665 


Die erfte dieſer Gleichungen ergibt unter den obigen Bedin- 
gungen das Gewicht W eines Schwungrades für bie einfach 
wirkende Mafchine in Pfunden, wenn beffen mittlerer Halb- 
meffer R im voraus beftimmt ift, wobei das Material des Schwung- 
rabes nad) Belieben angenommen werden fann, Die zweite Glei- 
hung ergibt den mittleren Halbmeffer R des Schwungrabes in 
Fußen, wenn der Duerfchnitt K desfelben (in Duadratfußen) 
gegeben ift, und das Rab aus Gußeifen gefertigt wird. Die 

32 
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dritte Gleichung ergibt den Duerfchnitt K des Kranzes in Tu 
dratfußen, wenn ber mittlere Halbmefler R gegeben tft, und iu 
Schwungrad aus Gußeifen befteht. 

2) Bei der doppelt wirfenden Maſchine madt x 
Stempel bei einer jeden Umdrehung des Schwungrabes jmr 
wirffame Züge. Man hat daher in diefem Falle m—2 und sin 


= 2 =0,636619 = sin39032'; mitpin cosn = 0,7712549,1 


— Bu —= 0,21963 und (1 — 22) 0,56074, und hieraus felıt 
2 Ar 
[=c0sn— (1-22) | =0,21051. 


Setzt man diefen Werth wieder in bie Gleichungen (30), 
(350) und (351); fo werden diefelben 


W—150,0395 1? pr — Hrn K— 0,0497 Hır 





NR?’ N3R3’ | 
oder ”* .(353) 
— 11, — je — Hn 


Aus diefen Gleichungen ergibt fih für die doppelt wirken 
Mafchine das Gewicht des Schwungrades in Pfunden, der mit 
lere Halbmeffer desfelben in Fugen und der Duerfchnitt hi 
Kranzes in Duadratfußen, 

3) Für die mit zwei Zylindern und einer Doppel 
ten Kurbel arbeitende Mafchine hat man in S. 265 geir 
ben, daß die Bedingungen für die Wirfung der beiden Arme du 
boppelten Kurbel genau biefelben find, als wenn der Gefammt 
drud, welcher fih auf ihre Endpunfte Außert, an einem einziga 
Kurbelarme und in einer einzigen Treibftange angebracht wär; 


die Länge dieſes Kurbelarmes würde dann 75 ftatt a fein, m 


die Richtung desfelben würde in die Halbirungslinie des Wir 
kels fallen, welchen die Arme ber doppelten Kurbel miteinandt 
einfchließen. 

Aus den Gleihungen (350) und. (351) gebt aber berver, 
baß die Dimenfionen des Schwungrabes von der Länge des Kur 


3. 272. Gl. (354) Die Reibung bes Schwungrabes. 499 


belarmes vollfommen unabhängig find, und es Teuchtet ein, daß 
die Dimenfionen eines Schwungrades für Die doppelte Kurbel 
eben fo, wie für bie einfache Kurbel, durch die Gleichungen be- 
ftimmt find, welche auf den Fall einer Doppelt wirkenden Mafchine 
Anwendung finden, Demnah bat man für ein Schwungrad, 
welches im Stande ift, der Bewegung einer Maſchine mit einer 
Doppelten Kurbel die nöthige Gleihmäßigfeit zu verleihen, die 
Bedingungen 


— 
w—150,0395 1? R— TV en 


N3R2’ —— N3 R3’ 
oder ... (354) 
—— —— Hn 
w= 4591208; R=—T — Yin K=1522,3187. 75, 


Hierbei ift zu bemerfen, dag H, die Gefammtarbeit bezeichnet, 
welche durch die Dampffraft beider Zylinder in der Minute ent- 
wickelt wird, und daß ebenfo H die Gefammtftärfe der Mafchine 
für beide Zylinder in Pferbefräften darftellt: wäre alfo der Drud 
auf einen jeden Stempel =P,, und demnad der Gefammtdrud 
auf beide Stempel =2P,; ſo würde man H/—=Nm.AP, a 
haben ($. 270). 


$. 272. Die Meibung des Schwungrades. 


Wenn W das Gewicht des Schwungrades und p den Rei: 
bungswinfel für die Dberflähe feiner Are und feiner Lager 
bezeichnet; fo ftellt tangp den Neibungsfoeffizienten Cs. 139 
und Wtangp den Widerftand dar, welcher fih in Folge ber 
Reibung an der Are der Bewegung bes Schwungrades entge- 
genfest. Während nun das Legtere Eine Umdrehung madt, 
wird jener Widerftand durch einen Raum überwunden, welcher 
dem Umfange diefer Are gleih, alfo =2re ift, wenn man mit 
o den Halbmeffer diefer Are bezeichnet, Die Arbeit, welche bei 
einer jeden ganzen Umdrehung des Schwungrabes auf die Rei- 
bung an feiner Are verwendet wird, ift alfo gleich 220 Wtangop, 
und wenn N die Anzahl der Umdrehungen bezeichnet, welche das 
Schwungrad in Einer Minute vollendet, ſodaß 2N die Anzahl 
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ber Hin⸗ und Hergänge barftellt, welche der Stempel in Eint 
Minute madt; fo hat man für die Anzahl der Arbeitseinbeite, 
welche in jeder Minute auf die Reibung an der Are des Schwun 
rades verwendet wird, den Ausdrud 2=NW otanggp, oder wen 
man diefe Arbeitsgröße in Pferbefräften von 30600PP-XE inte 


Minute darftellen will, den Ausdrud —— eng op . Suit 


tuirt man in diefen Werth von 
2 NWotangp in Arbeitseinheiten 
22zNWotangp , i +++. 655) 
oder 3,600 in Pferdefräften 


aus den Gleihungen (352), 853] und (354) für W pas Ge 
wicht des Schwungrades, welches erforderlih ift, um der Mi: 
fhine den verlangten Grad von Beftändigfeit zu geben; fo erhält 
man für die Arbeitögröße, welche durch die Reibung des Schwunz- 
rabes verloren gebt, refp. bei der einfah wirfenden Mu: 
fhine, bei der doppelt wirfenden Mafhine und bei ta 
Doppelt wirkenden Maſchine mit einer Doppelten Kur: 
bei die Werthe 


H 
4935, ggFıretangp 942,720 Mae? ‚ 942,7259 relangp 


N2 R2 N2 R2 
in Arbeitseinheiten 
oder (356 
4935,99 eLanEP gy9 795g PeFanE? 940 7959 Hr elanep 
’ N2R2 ” a N2R2 ’ N2 R2 


in Pferdbefräften 


Bei der doppelt wirkenden Mafchine mit einer doppelten Kurkl 
und mit zwei Zylindern bezeichnet H, oder H die Gefammtfärt:, 
welche durch den Drud des Dampfes in beiden Zylindern ent 
widelt wird, 


Der Model der Kurbel in Verbindung mit dem Schwungraie 


$. 273. Wenn S, den Raum bezeichnet, welchen der Kıl 
ben der Maſchine in irgend einer gegebenen Zeit durchläuft, un 
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ı den Halbmeffer der Kurbel, W das Gewicht des Schwungra- 
‚es und o den Halbmeffer der Are des Lesteren barftellt; fo ift 
2a die Länge eines jeden Kolbenzuges, * die Anzahl der Kol— 
senzüge in jener Zeit und !roWtangp.>t oder zWS, —tangp 
Die Arbeit, welche während jener Zeit auf die Reibung des 
Schwungrabes verwendet wird. Addirt man diefen Ausdrud zu 
ber Gleichung (334), welche die Arbeit darftellt, die auf die Kur- 
bel entwidelt werben muß, um einen gegebenen Betrag U, von 
Nutzarbeit (unabhängig von der auf die Reibung des Schwung- 
rades zu verwendenden Arbeit) bervorzubringen; fo erhält man 
den Gefammtbetrag der Arbeit, welche von der treibenden Kraft 
geleiftet werben muß, um vermittelft der Kurbel jenen gegebenen 
Betrag von Nugarbeit zu erzeugen. Bezeichnet man daher bie- 
fen Gefammtbetrag der Arbeit der treibenden Kraft mit U,; fo 
erhält man in dem Falle, wo die Richtungen der treibenden Kraft 
und des Widerftandes auf die Kurbel einander parallel find 
(Sleihung 334 und die Reibung an der Kurbelführung vernach— 
Yäffigt wird, für den Model der Kurbel mit dem Schwungrabe 
an ber boppelt wirfenden Mafchine 


U,= | 14 4 sin p, +22sing,)! U,+ «WS, -tang9...(357) 


Der Negulator. 


$. 274. Diefes Inftrument ift in 
ber feitftehenden Figur unter der Form 
bargeftellt, wie es bei den Dampfma- 
ſchinen gewöhnlich angewendet wird. 
BD und GE find Stäbe, welche bei 
A mit der vertifalen Welle AF und bei 
... D und E mit den Stäben-DP und EP 
| Dich Gelenke verbunden find; bie. leg- 
teren Stäbe find am ihren oberen Enden 
mit einer Muffe P. vergliedert, welche 
die DOberflähe der. Welle genau --ums- 
ſchließt und auf derſelben beweglich ift; 
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an den unteren Enden B und © tragen die Stäbe BD um ch 
fhwere Kugeln. Sobald nun die Welle von Der im Bewegum, 
begriffenen Maſchine eine gewiſſe Umdrebungsgeichwindigfeit m 
pfüngt, welche der der Mafchine immer proportional it; 
werden die Stäbe BD uud CE, welde gleichzeitig um die Ri 
fhwingen, in Folge ibrer eigenen Zentrifugalfraft und der m 
Kugeln auseinandergetrieben, die Kugeln beben fih und die Nıf 
P gleitet an der Welle herab, indem fie das Ende eines Hk 
mit fich ziebt, deffen Bewegung den Zutritt der treibenden Kit 
zu dem Rezeptor der Maſchine dadurch regulirt, Daß er entwe 
der bei einer Dampfmafchine das Zuleitungsventil verfchlieft un 
den Zutritt des Dampfes zu dem Zylinder vermindert, oder ki 
einem Waflerrade die Schüsöffnung verfchließt und das Auf 
men des Waffers zu dem Rade vermindert. 
Bezeichnet man mit 


P den Drud des Endpunftes des Hebeld gegen die Muffe, mit 

Q die Spannung, welde bierduch in einem jeden Der Etik 
DP und EP in der Richtung feiner Länge bervorgebratt 
wird, mit 

W das Gewicht einer jeden Rugel, mit 

w das Gewicht eines jeden der Stäbe BD und CE, mit 

u das Gewicht einer jeden Yängeneinbeit diefer Stäbe, mit 

a die Länge AB, mit 

b die Yänge AD, mit 

c die Länge DP, mit 

9 den Winfel FAB, mit . 

9, den Winkel APD und mit 

a bie Winfelgefhwindigfeit der Welle AF; 


fo Teuchtet ein, daß auf einen jeden der Stäbe BD und CE, 
3. B. auf BD, folgende Kräfte wirken: das Gewicht der Kugel 
und das des Stabes felbft in vertifaler Richtung, die Zentrifw 
galfraft der Kugel und die des Stabes in horizontaler Nichtung, 
die Spannung Q des Stabes DP und der Reibungswiderftan 
der Are A des Stabes BD. Nun ift die Zentrifugalfraft der Kugel 


(ſ. Gl. 1072) glei a⸗ FBE= etasind und ihr Moment 


7 


in Beziehung zu dem Punkte A gleich — aa?sind .cos®. Die 
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Zentrifugalfraft des Stabes BD bringt biefelbe Wirfung hervor, 
als wenn fein ganzes Gewicht in feinem Schwerpunfte vereinigt 
wäre (8.124), deffen Abftand von A dur 3La—5) dargeftellt ift, 


ſodaß die Zentrifugalfraft diefes Stabes durch 35 @*a-d)sind 
und deren Moment in Beziefung zum Punfte A durch 
im «?(a—b)?sin®.cos® ausgedrüdt wird, Im Ganzen bat 
man daher für die Summe der Momente ber Zentrifugalfräfte ber 
Kugel und desStabes den Ausdruck [War+w(a—b)3]sind.cos®. 
run ift ferner 
.»—=u(a-+5);demnah Wa? +4wla— 5)? = 
b? 

Wa? +4u(a2--52)Ca—0)= [W444 (1- 3) @-9]e*. 


Setzt man der Kürze wegen 


b2 
W=W-+4yu (1— =) (a—b); ... (358) 


j | 
fo fellt W,a?2sin®. cos® die Summe ber Momente der 


Zentrifugalfräfte der Kugel und bed Stabes in Beziehung zum 
Punfte A dar. 

Die Summe der Momente der Gewichte der Kugel oder bes 
Stabes in Beziehung zu demfelben Punkte ift offenbar durch 
Wasind®+w3$(a—b)sin® _ 


= [Watzuce? 6%) |sins= [w+4r(1-=)] a sin®, 
oder wenn man 
W„=W-+zua(1— —) .eree (ION 


fest, durch W, @sin ® bargeftellt. 
Endlich ift das Moment von Q in Beziehung zum Punkte A: 
Q.AH=Qbsin (#+#,). 
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Nah dem Prinzipe der Gleichheit der Momente bat mar 
aljo, wenn man beachtet, daß die Zentrifugalkräfte der Kugel 
und bes Stabes eine Bewegung in entgegengefegter Richtunz 
von derjenigen zu bewirfen ftreben, welche durch deren Gewicht 
und durch die Kraft Q@ erftrebt wird, und wenn man ben Reibung: 
widerſtand an der Are A vergadhläfligt, 


— W,a®?sind.cos#®=Qbsin(d-+9,)+ W,asin®. 


Nun ift P die Nefultante der beiden Kräfte Q, die in 
den Richtungen der Stäbe PD und PE wirken, welde va 
Winfel 29, miteinander einfließen; demnad bat man (Öle: 
dung 13) 


P=2Rcos®, 
und 
Qsin #+9,)=4P — 3 P(sin®-+cos# ,tang®)) 
cost, 


Da aber 5 und c zwei Geiten des Dreieds APD find, welt 
den Winkeln 9, und 9 gegenüber Liegen; fo ift 


sin®, j 
sin = 


folglich auch 
Qsin(®-+9,)=yP 





— und daher cos — Ve — “. sin2$; 


_ sin® cos” 
rer: — sin?® ) 


Subftituirt man diefen Werth in die obige Gleichung, diri 
dirt durch sind und fegt T—cos?® für sin?9; fo ergibt fih 


sind +2 








d 
= _w ‚a2cos9®—=4Pb +4 I+— — +Wza..(3) 


c — — — 
Vi- tz cos??F 


Wird dieſe Gfeihung, welche für cos® vom vierten Grak 
ift, für dieſe Veränderliche aufgelöſt; fo ergibt ſich die Neigun 
ber Stäbe bei einer gegebenen Winfelgefehwindigfeit der Welt. 
In den gewöhnlichen Fallen iſt jedoch die Neigung der beiden 
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Stäbe BD und CE gegeben, und es wird bie Länge berfelben 
der das Gewicht der Kugeln gefucht, ſodaß jene Neigung unter 
en gegebenen Bedingungen ftattfinden fann. In diefen Fällen 
aüffen für W, und W, ihre Werthe aus den Gleichungen (358) 
ınd (359) in die vorftehende fubftituirt und dieſe für a oder W 
ufgelöſ't werben, 

Die Werthe von 5 und c find durch die Lage befimmt, zu 
welcher die Muffe bei der gegebenen Neigung ber Stäbe BD 
and CE oder bei dem gegebenen Werthe des Winfeld 9 an ber 
Welle herabfinfen fol, Bezeichnet man den Abftand AP dieſer 
Lage der Muffe vom Punfte A mit k, fo hat man A=bcos® 
+tccos®,, d. i. 


h=beos®+e\/i en sin?$ ++: @&61) 


Aus diefer Gleichung und der vorhergehenden kann der 
Werth von Einer der Größen b oder ce nach den gegebenen Be- 
dingungen beftimmt werben, wenn ber Werth der anderen be- 
Liebig angenommen wird. 

Wenn N die Anzahl der Umdrehungen bezeichnet, welche das 
Schwungrad in der Sefunde macht, und y N die Anzahl der Um⸗ 
drehungen, welde die Welle des Regulators in derfelben Zeit 
vollendet; fo ift ZuyN der Raum «, welchen ein um bie Längen 
einheit von ber Are diefer Welle abftehender Punft in der Se— 
funde befchreibt, oder die Winfelgefhwindigfeit diefer Welle, 
Setzt man dieſen Werth für « in bie Gleichung (360), und 
nimmt D=c an; fo erhält man 


An?y?N? W, a2c0os®—=Pb+ W,a .. (362) 


und nach Gleichung (361) 
h=2b cos 220 (363). 


Eliminirt man zwiſchen dieſen beiden Gleichungen cos®, und 
löſ't die ſich ergebende Gleichung für kA auf; fo kommt 


bg(P5b+W, a) 1 


= 27272 a? W, N? ++, 


(364). 
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Die vorftebende Gleichung bezieht fih auf den Gränzzufur 
bes Gleichgewichtes, wo die Zentrifugalfraft der Kugeln un 
Stäbe die Muffe berabzuzieben ftrebt; für den andern Grin: 
zuftand, wo die Gewichte der Kugeln und Stäbe Die Muffe x 
heben ftreben, würde man in ber früheren aus dem Prinzipe de 
Gfeichheit der Momente entftandenen Gleihung nur Q@ mit a: 
gegengefegtem Zeihen zu nehmen haben, wodurch aud Pü 
Gleichung (360) das Zeichen umfehren und die Gleichung (36 
ſich in 
_bg(—Pb+W,e) 1 


| IntyrarW, nz + 864° ) 





verwandeln würde, 

PCci+4) und P (1—L) feien nun die beiden Werthe su 
P, welche den beiden Gränzzuftänden des Gleihgemwichtes de 
von der Muffe bewegten Hebels entfprehen CS. 140), un 
Ni-+H un N (1—} feien die zugehörigen Werthe von \. 
fodaß eine Veränderung der Gefhwindigfeit um J von der mitt 
leren Anzahl N der Umdrehungen jedenfalls eine Bewegung de 
Muffe entweder nad der Einen oder nad der anderen ut 
mit fih führt, Es leuchtet ein, daß wenn die erfteren ober hi 
letzteren dieſer Werthe für P und N refp. in Die Gleichungt 
(3643 oder 364« ) fubftituirt werden, die entfprechenden Werth 
von A einander gleich fein müffen, weil bei einer Variation vi 
Drudes P von P (1+4) bis P (I —5) und bei der zugehörige 
Beränderung der Gefhwindigfeit Nvon NC(IA) bis NCITA 
die Muffe ihre Lage unverändert beibehält. Sest man demnad 
diefe Werthe von A einander gleih; fo kommt nach gehörige 
Reduktion 


Wa_ 1 1 1 
PB OT +) - — 





Durch dieſe Gleichung iſt die Beziehung zwiſchen den Größen 
W,, a, P, m ausgedrückt, welche ſtattfinden muß, Damit ein 
Veränderung der Umbdrehungsgefhmwindigfeit um mehr, als te 
nten Theil berfelben, eine Bewegung des Bentiles berbeiführt. 
Vernachläſſigt man #, als fehr Fein im Vergleich zu n; fo er 
gibt fich 
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— 2033 +--) oder — = Tare — — 


welcher letztere Ausdruck diejenige Abweichung der Umbdrehungs- 
zefhwindigfeit darftellt, welche hinreichend ift, um das Ventil in 
Bewegung zu fegen, In dieſem Ausdrude beftebt das wahre 
Maaß für die Empfindlichkeit des Negulators, » 


$. 275. Die Gelenfe E und D find zuweilen, wie in der 
feitftiehenden Figur, auf den Armen AB und AC, anftatt, wie 
a in der vorhergehenden Figur, auf deren Ber: 
längerungen angebradt, Man begreift leicht, 
daß alle Kormeln des vorhergehenden Para— 
graphes auch auf dieſen Fall Anwendung finden, 
nachdem man zuvor in ben beiden Gleichungen" 
(358) und (359) b=o gefegt hat, wodurch 
biefelben refp. 





in 
EN n 
% 


W=W--+ua ... (358°) 
W.=W-+3$ua ... (359° ) 


werben, 
Bei diefer Rechnung iſt die Zentrifugalfraft der Stäbe EP 
und DP außer Adıt gelaffen. *) 


*) Wenn man bei den Unterfuchungen bes $s 274 aud die Reibungen an 
ben Umdrehungsaxen der Stäbe bei P, D und A und die Wirkung der Bentri: 
fugalfraft und des Gewichtes der Stäbe PD berücfichtigen will, fo erhält man 
ſehr verwicelte FKormeln. Obgleich diefelben für die praftifche Anwendung von 
feinem wefentlihen Nugen find; fo wird es doch nicht unzweckmaͤßig fein, bie 
allgemeinen Bebingungen unter diefen VBorausfegungen zu entwickeln, um dadurd) 
ben Weg anzubeuten, weldyen man bei dergleihen Syſtemen, deren heile mit: 
einander vergliedert und um zylindrifche Aren drehbar find, einzuſchlagen hat, 
wenn man eine Beziehung zwifchen den an folden Syftemen angebrachten 
Kräften im Gränzzuftande des Gleichgewichtes unter Berüdfihtigung der Wei: 
bungen aufftellen will. 
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tehenden Zigur, auf der Armen AB um Al, zuiem, ze 

| I Be Berbegbenen iger, anf Deren Ben 
Ä längerungen cagchtat. An kegrr Indie, 

daf ale Armen dee Perberzchenben Sera, 

\ a Bis — 

\ Nerbes and auf dieſen jal Arweatun; iugen 

I Mahbem man zer ; | 


DOT ın den beiden —X 
(38) — 







rden, 


Bei dieſe Rehmung ja y; 
if die Jentrik 
DR anf dp, n : Firfgalfraft der Stade EP 


— — 


SVan man he 
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chen oder 
der Fahr⸗ 


durch befie⸗ 
dem Stabe 
geſtellt. 

teinander an 


dem Stabe 
ı der Kräfte 
| und D ber 
werden, ben 
zuftande bed 
e horizontale 
e horizontale 
gende beiden 


Stab GD 
aente biefer 
) v’, fodaß 
ı mehrerer 
PF liege, 
e des Um⸗ 
‚ während 
x Are D 
die Rich⸗ 
!efultante 
perpen: 

nie GD 


en Zinie 


in nad 
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' Kräfte 
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276. Welches auch die Art des Widerſtandes ift, welde, 
fih der Bewegung eines Wagenrades entgegenfest; fo leute 


Zu diefem Ende bemerkt man, baf m 
jedeg der drei Stüde, die Muffe P, 
Stab GD und der Stab DB, ein Syke 
. für fi bildet, an welchem die darauf une 
brachten Kräfte und die zwifchen den Laym 
und Zapfen ber Axen G, D und A u 
tretenden Widerftände miteinander im Gin 
gewichte fein müffen. Betrachtet man de 
Regulator in demjenigen Gränzzuftande w 
Gleichgewichtes, wo fi die Kugeln Bw 
möge ihrer Zentrifugalfraft heben und tx 
Muffe herabziehen, ſodaß fich alfo bei te 
Drehung der Stäbe GD und DB um in 
Axen der Winkel FPD vergrößert und dea 
Winkel PDB verkleinert, fo fei 
P der Drud des Hebels gegen bie Ruf 
in vertifaler Rihtung nach oben, 
Q der Widerftand zwifchen der Are uw! 
ihrem Lager bei G, 
Q' der Widerftand zwifchen der Are un 
ihrem Rager bei D, | 
R der Wibderftand zwifchen der Ar wm 
* ihrem Lager bei A, 
— w' und v das Gewicht und die Zen | 
ee; fugalfraft des Stabes GD, 
/S w und v dad Gewicht und die Zentrifuga; 
BE fraft des Stabes DB, 
— / u das Gewicht der kaͤngeneinheit dieſes Stabe 
— f | W und V das Gewicht und die Zenti 
\ I fugalkraft der Kugel B, 
[ L_\_y a die MWinkfelgefhwinbdigkeit der Welle PF, 
B/ a bie Länge AB, | 


— b die Länge AD, 


c bie Länge DP, 
h bie Ränge AP, 
oe’ und ⸗ der Halbmeffer und der Reibungswinkel für eine jede ber Aren bei G und). 
und ꝙ der Halbmeffer und ber Reibungswinkel für die Are bei A, 
der Winkel FAB, 
9 der Winkel APD, 
n und 77‘ der Winkel, welchen vefp. die Richtung der Kraft Q und @’ mit de | 
Vertikalen PF bildet, 
€ der Winkel, welchen die Ridytung der Kraft R mit diefer Vertikalen bilde. 
Nimmt man an, bei G und D befinde fi der Zapfen an dem Stabe 6D 
und das Lager refp. in der Muffe P und in dem Stabe DB, und bei A drei 
fih der Stab DB um eine an der Welle befeftigte zylindrifche Are; fo: werden 
die Kräfte P, Q und Q, melde fih an der Muffe im Gleichgewichte erhalten 
müffen, durch die in der vorftehenden Figur an dev Muffe angegebenen, unbefie 
derten Pfeile bargeftellt; auf eine ähnliche Weife find die Kräfte Q, Q, x», v', 
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in, daß berfelbe gleichbedeutend ift mit einem wirklichen oder 
ingebildeten Hinderniffe, oder mit einer Erhöhung in der Fahr⸗ 


»elche fich an dem Stabe GD im Gleichgewichte erhalten müffen, durch befie: 
erte Pfeile und die Kräfte @’‘, R, w, v, W, V, melde ifih an dem Gtabe 
>B im Gleichgewichte erhalten müffen, durch unbefiederte Pfeile dargeftellt. 

Hiernach hat man nun zuvörderft für die Kräfte, welche miteinander an 
ver Muffe im Gleihgewichte fein müffen 


20c0on=—=P.... (a) 


BHinfichtli der Kräfte Q, Q', w’, v', welde miteinander an dem Gtabe 
GD im Gleichgewichte fein müffen, bemerkt man, baß bie Richtungen der Kräfte 
QO und Q’ mit den Halbmeffern, melde von den Mittelpunften G und D ber 
entfprechenden Aren nach ben Angriffspunften biefer Kräfte gezogen werden, ben 
Reibungswinkel Y einfließen müffen, da fi der Stab im Gränzzuftande des 
Gleichgewichtes befinden fol. Zerlegt man nun die Kraft Q in eine horizontale 
Sal und in eine vertifale Qcosn und ebenfo die Kraft Q’ in die horizontale 
‘sinn’ und in bie vertifale Q’cosn'; fo ergeben ſich zuvoͤrderſt folgende beiden 
Bedingungsgleihungen für das Gleichgewicht der vorftehenden Kräfte 


Osinn=f'siny’—+v’....(b) 
Q con =N'cosn'—+w....(c) 


Um nun das Prinzip der Gieichheit der Momente für die auf den Stab GD 
wirkenden Kräfte in Anwendung zu bringen; fo nehme man die Momente biefer 
Kräfte in Beziehung zu dem Angriffspuntte der beiden Kräfte w’ und v’, ſodaß 
die Momente für dieſe letzteren verſchwinden. Nimmt man alsdann zu mehrerer 
Bereinfahung an, daß der Mittelpunkt der Are G in der Vertifalen PF liege, 
beachtet ferner, daß ber Angriffspunft der Kraft Q in demjenigen Theile deö Um: 
fanges der Are G liegen wird, welcher der Welle PF zugekehrt ift, während 
der Angriffspunft der Kraft @’ in demjenigen Theile des Umfanges der Are D 
Liegen wird, welcher von der Welle PF abgekehrt ift, und daß ſich die Rich: 
tungen ber beiden Kräfte & und @’ in Ein und demfelben Punkte der Refultante 
von ww’ und v’ burchfchneiden müffen, fo erhält man leicht für den perpen: 
dikularen Abftand der Richtung der Kraft Q von der Mitte der Linie GD 
ein (4, —n) t e'sin p* und für ben ber Kraft Q’ von der Mitte derfelben Einie 
Zi) - oe siny=— [3 sin (9, — 7')+ eg sin 2 und mithin nad) 


dem Prinzipe der Gleichheit der Momente 
Q E sin (3, — 7)-+o' sin 2 = —(' FE sin(4—7)-te’ing’ |.-(@) 
Endlih erbält man für die an dem Stabe DB mirkenden Kräfte 


Q',R,w,v, W,V, wenn man auch bie Kraft R in die horizontale Reine 
und in die vertitale Rcose zerlegt, 


Rsine=0'siny —-V-+v....(e) 
Reese +-W-+ve=0'cosn’...(D 


# 


und 
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bahn, über melde das Rad fortwährend gehoben werden muß. 
Denn wie leiht auch das Material der Fahrbahn dem Drude 


Das Prinzip ber Gleichheit der Momente ergibt für diefe Kräfte, wenn 
man ihre Momente in Beziehung zu dem Punkte A nimmt, und dabei berid 
fihtigt, daß die Richtung von R mit dem Halbmeffer ber Are A den Reibung 
winkel @ bildet, 


Rosinp+Wasin$®-+w.}(a-b)sin® + 0Q’bsin (+ —-7') 
—=Vacos#—+v.}(a-5)cos# ... (g). 
Zwiſchen den Winkeln 9 und 9, hat man, wie in $. 274, die Beziehung 


sind, _ b u... (bh). 


sin$ € 





GEliminirt man aus den vorftehenden acht Gleihungen die fieben Groͤßen 
Q, Q', R, n, n', &, 91; fo bleibt eine Beziehung zwoifchen denfelben Elementen 
und einigen anderen gegebenen Größen, wie die Gleihung (360), zurüd. 

Vernachlaͤſſigt man das Gewicht und die Zentrifugalfraft des Stabes GD, 
fegt alfo =o’ und v’ gleich null; fo ergibt fi) aus den Gleihungen (2) und (c 


"=n und (' —=Q. 
Subftituirt man dieſe Werthe in die Gleihung (d); fo findet man, di 
derfelben nur dann ein Genüge geleiftet werden Fann, wenn man 


2. sin (4, — ) + 0’ sinp'—=0 


bat, ſodaß die Richtungen der Kräfte Q und @' durch die Mitte der Linie GD 
gehen und in Einer geraben Linie liegen. Hieraus folgt zur Beftimmung di 
Winkels 7 


20’ sing" 
he, 


oder wenn man wegen ber Kleinheit dieſer Größe 
20’ sin‘ __ zn 20’ P' 
a a 
ſetzt, 
91 - 1 - Is p' 
a 
oder 


2 0' 
=4-+ —g' EURE) 

Quadrirt man die Werthe von Rsine und Rcose aus (e) und (f) wm 
abdirt diefelben , fo Eommt 
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es Rades nachgeben mag; fo wird fih doch fortwährend, in 
olge feiner Kompreffion vor dem Rabe, ein Hindernig von fehr 


—V (Osin »+V+V2+(Q con — W—w)2, 
ıd wenn man diefen Werth für R in die Gleihung (g) fubflituict, 


sin 9 / (Qsiny-+-V-F0)2+ (Qeos7-W-w)3 + [Wa+}o(a—b)]sind 
+@bsin($+n)—=[Va--%v(a— b)] cos 4. 
Sept man hierin aus — (a) den Werth 


2* u 0087? ferner v—=u(a-+b), 


= * oAasind,0o—} 7 od(a—b)sind—} > a2 a3-b?) sind, 
nd fest der Kürze wegen 
2 
W=W-+4u ( = = (a—b), 
—W-+4ua (i =); 
b 
—=W-+yua ( * 5 

verwandelt ſich die Gleichung in 

a? 

7 W;a?sin$#.cosY 


„yP ET, Wasindegsing\/ (Hann Wan)" +(4P-W,)2 


. (k) 


Nimmt man an, daß B=c fei; fo wird 9,9, und man hat 





Bel —=sin$ + cos$%.tang7=sind+-cosY tang(9-+ 4 p’ ) 
20’ , 
20’ sang ® 
tangy--tang—-p’ — 
—sind-cosF EEE IB =sind--sind — — 


I-tang9.tang- op 1-tangd dung p' 
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geringer Höhe bilden, welches fi ber Bewegung Des Rudi 
widerfegt. 


2 
oder, wenn man mehr, als Eine Dimenſion von tang —* vernachlaͤſſigt, 


20' 
tang— 9 
er 7) int — + unss. as Ip ) 
eosN 
tung 2 
— 3 — cos$] 
oder aud, wenn man wegen ber Kleinheit von gr ‚tang—- * u 


ſetzt, 








sin(°-+7) [ o’tangp’ 
c087 am Tin dcon 3| y 


Subftituirt man diefen Werth in Bleihung (A), fest für tang 7 unter der 
Wurzelzeihen tang 9, weil tang 9 von tang 7 nur durch Glieder unte 
ſchieden ift, welche in Beziehung zu g* sin @’ wenigftens vom erften Grade fm. 
und weil die Wurzelgröße außerdem noch einmal in die fehr Eleine Größe p sin 
multipliziert ift; fo erhält man, wenn man mit sin % bividirt, 


Wr a3 005 3 


Eu | 
u er ange de ven GE — 9 Wa). sind A 


ober wenn man bie Quabratwurzel nach dem Ponceletihen Lehrſatze näßenns: 
weiſe entwickelt, 





Pb 
—W, a2cos4$—Pb-+-W,a-+ —— sing’ 


4* (Er wa) +04 (2 U] psing uf 


Endlich fann man 





h=2bcos$, 
alfo 


cos I - und sin s=yı_ 1- 


egen. Hierdurch erhält man eine Gleihung, welche bie — ber Gleichen 
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$. 277. Der zweirädbrige Wagen, 
AB fei Eines ber beiden Räder eines zweirädrigen Wa- 
ve gens, EF eine geneigte Ebene, 
4 welche dasfelbe im Begriffe ift 
zu erfteigen, und O eine fefte 
Erhöhung in der Oberfläche der 
geneigten Ebene, welche foeben 
von dem Rabe überschritten wird. 
Man begreift, daß der Wa- 
gen mit der Are und das Rad 
zwei getrennte: Syſteme bilden, 
an welchen die darauf anges 
brachten Kräfte für ſich im Gleich— 
gewichte fein müffen, ſodaß, 
wenn das Gewicht ber Bela— 
ftung des Rades AB mit W,, 
die entfprechende Zugkraft mit P, der Widerftand zwifchen ber 





(364) in $. 274 vertritt, nachdem man darin @=—=2nyN gefest und biefelbe 
für A aufgelöft hat. 

Die vorftehenden Formeln beziehen ſich auf den oberen Gränzzuftand des 
Gleichgewichtes, in welchem die Zentrifugalfräfte der Kugeln B oder Stäbe BD 
bie Muffe herabzuziehen ftreben. Unterfuht man auf eine ähnliche Weife den 
Fall, wo ſich das Syſtem in dem unteren Gränzzuftande bes Gleihgemichtes 
befindet, in welchem die Wirkungen der Gewichte der Kugeln B und der Stäbe 
BD die Muffe zu heben ftreben; fo findet man, daß fidy die Richtungen ber 
Kräfte Q, Q' und R in die entgegengefegten verwandeln, und daß man alle 
vorhergehenden Formeln beibehalten Tann, wenn man darin die Größen 
vo’, v', w, v, W, V und demnach au die Größen W,, W., W3 mit entge: 
zengefegten Zeichen nimmt. Hierdurch würde alfo die Gleihung (m) in 


a2 
— W, a2cos4—=Pb— Wa4 
Pb 4P 02 u] 
r — [0,96 (5 * — ee sin’ aa; 


- (n) 

ıbergeben. f \ 
Wollte man diefe Gleihungen, nachdem man darin @—27zyN geſetzt 
‚ätte, ebenfo behandeln, wie die Gleichung (364) f. $. 274; fo hätte man in 


‚er Gleihung (m) P(i+-.) für P und N(1+-.) für N, in der 


1 
zleichung (m) dagegen P ( F für P und N ( -—) für N zu fegen 
nd alsdann die Größe A, welche in beiden Gleihungen denfelben Werth haben 
33 
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Are des Wagens und ber Büchfe des Rades mit R,, ferner bas 
Gewicht des Rades mit W, und der Widerftand bes Hinder— 





müßte, zu eliminiren. Man Eönnte burd die obigen Gleichungen fehr genäberte 
Werthe erhalten, wenn man zuvoͤrderſt aus der Gleihung (364) ohne Berüd 
fihtigung aller Reibungen den Werth von A berechnete und diefen als eine fon 
ftante Größe in diejenigen Glieder der beiden Gleihungen (m) und (m) fubf: 
tuirte, welche in die fehr Meinen Größen o’sing‘ und osinY multiplijirt 
find. Gin durch diefes Verfahren entftehender Fehler würde, wie leicht zu erad; 
ten, immer von einer höheren Dimenfton, als der erften, in g'sing’ und osiny 
fein. Segt man demnady nad) Gleichung (364) 


bg(Pb--W3 a) 1 __2bg(Pb+-Waa) 
ZntytaW, N O3 alyaWı 
und der Kürze wegen die Verhältniffe 


hı 





a 


fo verwandeln ſich die Gleihungen (m) und (n), wenn man ah a—2rrN 
fegt, worin N die Anzahl der Umdrehungen bes Schwungrades in der Sekunde 
und „N bie Anzahl der Umdrehungen ber vertifaten Welle des Regulators in 
derfelben Zeit bezeichnet, in 


2n2y2N? — Pb 
*— 19 —— 7 


P An2y2N? EN] . 
+0,96 (+7 We) HA osinp - ... (0) 


Hieraus folgt 





o’ sin p’ 


(0,251+0,48i,) singt g’singe 1 





bg 
—272y2a2W, ar) 0% dj tg 
J 


TREE Wi. 
+ W3a— — osun ꝙ a re gan — (p) 





in welcher Gleichung das obere ober untere Zeihen zu nehmen ift, jenachdem 
fich die Muffe im Begriffe befindet, nad unten oder nad) oben zu gleiten. Sub: 
ftituirt man hierin, ebenfo wie in $. 274, unter Beibehaltung des oberen Zi: 


i . 
chens P (1+ —) für P und N (i + —) für N und unter Beibehaltung 
m 


1 1 
des untern Zeichens e(1! -—,) für P und N (1-—) für N, und fest die 
für A ſich ergebenden Werthe einander gleich; fo kommt 
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niffes O mit R,, bezeichnet würde, die Kräfte P,,W,,R, und 
die Kräfte R,, W,, R, einander das Gleichgewicht Halten 
müßten. 

Da die ftrenge Betrachtung diefer Bedingungen zu fehr verwif- 
felten Rechnungen führt; fo kann man zur Erlangung von praftifchen 
Formeln von der Borausfegung ausgehen, daß das Rad gewichtlos 
fei, daß dagegen fein Gewicht W, zu dem Gewichte W, ber Bela- 
fung addirt werben könne. Sest man unter diefen Annahmen 
das Gefammtgewicht des Nades mit feiner Belaftung W,+-W, 
— W und den Widerftand zwifchen der Are und der Büchſe —R; 
fo erhellet, daß die Kräfte P,Ä,W,R miteinander im Gleichge— 
wichte fein müffen, und daß die Richtung des Widerftandes zwi- 
fehen der Are und der Büchfe mit dem Widerftande bes Hinder- 
niffes O zufammenfalfen muß. Da aber die Oberfläche der Büchfe 
des Rades im Begriffe ift, auf der Are zu gleiten; fo wird fi 
die Richtung des Widerftandes R gegen einen Halbmeffer der 
Are, welcher nach dem gemeinfhaftlichen Berührungspunfte ber 


1 1 
| ee CT 
(0,2, + 0,48 15) o sin p+Ze'sing‘ 
PIE 


1 
und wenn man — gegen n vernachlaͤſſigt, 


4 
Wa — =" — 
2 





tg F 


Waa— 4 w,esinp 
n—?R) — ‘2 





1 

Im 

| (0,2:, +0,48 ig) osinp + — o'singp‘ 

P|b- ⸗ ⸗ — 
L sı 23 

Durd den Werth von — ift derjenige Theil der Umdrehungsgefchmwindig: 


£eit dargeftellt, um welchen diefelbe nidyt variiren darf, ohne das Ventil in Be: 
wegung zu fegen. Da der vorftehende Werth von 7 offenbar Eleiner ift, als der 
Werth von n aus $. 274, bei welchem bie Reibungen außer Acht gelaffen find, 
und mithin hier der Werth von = größer ift, als dort; fo fieht man, daß die 


Wirkungen der Reibungen eine Schwaͤchung der Empfindlichkeit des Regulators 
zur Folge haben, was fihon a priori erwartet werden konnte, — 


516 Der zweiräbrige Wagen. 8. 277. Gl. (365 


Büchfe und der Are gezogen wird, unter dem Reibungswinke! 
neigen ($.141). Zieht man daher durch den Punft O, in me 
hem das Hindernig in der Fahrbahn die Felge Des Rades be 
rührt, die Linie OR dergeftalt, daß wenn ce ihr Ducchfchnitti 
punft mit dem Umfange der Are ift, der Winfel CcR dem Ru 
bungsmwinfel ꝙ gleihfommt; fo wird diefe Linie ſowol die Richtun; 
des Widerftandes des Hinderniffes O wie die des Widerſtande 
zwifchen der Are und der Büchſe darftellen. 

Wenn nun diefe Linie OR von ber durch C gehenden Ver 
tifalen CW oder von der Richtung des Gewichtes W im Puntt: 
s gefhnitten wird; fo ift es zum Beftehen des Gleichgewichtet 
zwifchen den drei Kräften P, W und R nothwendig, baf bi 
Richtung der Zugkraft P durch jenen Durchſchnittspunkt s gehe. 
Nimmt man an, daß Dies wirklich ftatt finde, fo ftelle die Ver— 
tifale GH das Gewiht W dar, Zieht man alsdann durch H 
bie Linie HK parallel zu OR; fo wird diefe Linie (nach demiel 
ben Maaßftabe) den Widerftand R und die Linie GK wird di 
Zugfraft P darftellen CS. 14.) Demnach bat man 


P_GK __sinGHK __ sinGHK — sin WsO 

Ww GH sinGKH (sinPGH—GHK) sin (PsW_—Ws0 
Bezeichnet man mit 

r den Halbmeffer des Rades, mit 

o den der Are, mit 

n den Winfel ACO, mit 

ı den Neigungswinfel der Fahrbahn gegen den Horizont, ode 
aud den Winfel ACW, mit 

9 den Neigungswinfel der Richtung der Zugkraft P gegen bi 
Fahrbahn, mit 

a den Winkel COs und mit 

b die Länge des Bogens AO; 

fo ift WO=WCO +C0Os =ı+n+e. 
Da ein von C auf die Linie OR gefälltes Perpendifer ſowel 

— CO.snCOs=rsin«a, wie = Ce.sin Cos = e sing if; 

fo hat man zur Beftimmung des Winkels « die Gleichung 

rsin«=_sinp 








oder 
sine=- .... (865) 
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Ferner ift PW=2—WsL=r (3-9 )=5+.48; 
folglich 
PsW—-Ws0 = 5 — (nt+a—9), 


und nach der obigen Beziehung 


w Sina+n-+«) 
P=W cos ta —®) .... (366) 


Wenn die Richtung der Zugkraft der Fahrbahn parallel, 
alfo 9=o ift; fo hat man 


P=W[sins+cosıtang(n-+«)] .... (367) 


Für den Fall, daß fowol die Fahrbahn, wie bie Richtung 
der Zugfraft horizontal, alſo P=ı=o ift, rebuzirt fih Diefer 
Ausdrud auf 

P=Wtang(n-+o) +... (368) 


Bei Rädern von ben üblichen Dimenfionen und auf gemwöhn- 
lihen Straßen ift ACO oder n immer ein fehr Feiner Winkel, 
ebenfo « (Öleihung 365); demnach kann man tang (746) fehr 
nahe =n-+e fegen. Nun ift aber 


b 
a. zu ; “++ (369) 


fubftituirt man daher diefen und ben Werth von « oder sin « 
aus Gleihung (365) in (368); fo fommt 


p-w.Ztesinp „370 


In diefen Gleihungen bezeichnet P die Hälfte der zum 
Fortihaffen des ganzen Fuhrwerkes erforderliche Kraft, wenn W 
das halbe Gewicht des Fuhrwerkes mit der Belaftung und mit 
Einem Rabe bezeichnet, Stellt man jedoch unter W das Ge- 

wicht des ganzen Fuhrwerkes mit ben beiden Rädern darz fo ift 
_P die gefammte zum Fortſchaffen desfelben nothwendige Kraft. 


$. 278. Der Werth des Bogens A zwifchen dem niebrig- 
fien Punkte, zu welchem das Rad in der Straße einfinft, und ber 
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Spige des Hinderniffes O, welches basfelbe in jedem Augenklid: 
überfchreitet, muß für eine jede befondere Fahrbahn zuvor er 
mittelt werben. Nun feheinen aber die Verſuche von Coulomb 
und bie neuerdings angeftellten Berfuhe von Morin (f. di 
Mittheilung derfelben in $. 2814) die Thatfache herauszuſtel 
len, daß auf horizontalen Straßen von gleihförmiger Befhei 
fenheit und von demfelben Materiale die Zugfraft P, wen 
ihre Richtung horizontal ift, im geraden Verhältniſſe mit der &ıf 
W und im umgefehrten mit dem Halbmeffer R des Rades variirt; 
es folgt alfo (Gleichung 370), daß der Bogen 5 fonftant bleikt, 
ober daß berjelbe fih nicht ändert, was auch das Gewicht der 
Belaftung oder die Dimenfionen des Rades fein mögen. Diefer 
Umftand erklärt fi daraus, daß wenn auch das Rad unter einer 
größeren Laſt tiefer einfinft, das wieberftehende Hindernig unter 
dem ftärferen Drude des Rades doc eher nachgibt, und daß kai 
einem größeren Durchmeffer das Rad wegen der größeren Fläche, 
welche ſich dem Drucke darbietet, nicht ſo tief einſinkt, als bei 
einem kleineren Durchmeſſer, ſodaß in beiden Fällen die Länge 
des Bogens 5 immer unverändert bleibt, Die Ronftante 5 fan 
demnach als ein Maaß für die Widerftandsfähigfeit der Strafe 
angefeben und ber Model ihres Widerftandes genannt werten. 

Wenn der mittlere Werth diefes Models für eine Strafe 
von gegebener Beſchaffenheit beftimmt iſt; fo findet man ke 
Werth von n aus Gleihung (369) und mit Hülfe dieſes Werthei 
die Beziehung zwifchen der Zugfraft und der Laft für jen 
Straße unter allen Umftänden; denn da der Bogen 5 für em 
jede Laft auf diefer Straße derfelbe bleibt, folange Die Zugkraft 
eine parallele Richtung behält; fo folgt, daß jener Bogen aud 
dann noch unverändert bleiben wird, wenn bie Straße unter 
fonft gleihen Umftänden ein Gefälle-befist, indem die Wirkung 
des Gefälles mit einer Veränderung ber Laft gleichbedeutend if. 
Demnach kann man biefelbe Subftitution für tans(n +a) in 
Gleichung (367), wie in Gleihung (368) vornehmen, und er 
halt dadurch 


P-W fen. + (tes ) cos« | ...@71) 
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$. 279. Die vortheilhafteteRihtung der Zugfraft 
bei einem zweiräbrigen Wagen. 


Diefe Richtung ift offenbar diejenige, durch welche der Nen- 
ner in Gleihung (366) den größten Werth annimmt; biefelbe 
ift mithin durch die Gleichung 


9—ntae= ens. ++ . (372) 


beftimmt. *) 





*) Die obigen Formeln find unter der Borausfegung entwickelt , daß bie 
Richtung der Zugkraft P dur den Punkt s ‚gebe (8 277) in welchem bie 
Bertifale CW von der Linie OR gefchnitten wird. Die Linie OR war von 






e 
Ne 
IN 
; N + 
An — 7 
— — 


| 


dem Punkte O aus fo gezogen, daß fie mit dem Halbmeſſer Ce der Are einen 
Winkel CoR—p bildete (eine Konftruftion, welche man dadurch ausführen Fann, 
baß man die Linie OR tangent an einen Kreis zieht, welcher aus C mit dem 
Halbmeffer ep sin p befchrieben iſt). Ginge nun die Richtung FP ber Zugkraft 
P nicht durch den Punkt s, fondern fehnitte die Vertikale CW in irgend einem 
anderen Punkte £ und die Linie OR in dem Punkte w; fo Eönnte zwifchen ben 
drei Kräften P,W und R auf einen Fall Gleihgewicht ftattfinden. Da bie 
Refultante von P und R durch den Punkt z geht; fo muß aud) die dritte Kraft, 
welche mit P und R im Gleidhgewichte fein foll, durch biefen Punkt u geben. 
Iſt daher D derjenige Punkt an dem Geftelle des Wagens, in welchem basfelbe 
von dem Zugthiere getragen wird; fo muß man bad Gewicht W der Belaftung 
in zwei andere W, und W, zerlegen, von welden das erftere durch den Punkt 
u oder E und das andere durch den Punkt D in vertitaler Richtung wirkt. 
Das Gewicht W, muß fi alsdann mit den beiden Kräften P und R in 
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$. 280. Der vierräbrige Wagen. 


Wenn W,, W, bie Belaftungen bezeichnen, welche reſp. di 
Border: und Hinterräder mit Einfchluß ihrer eigenen Gewicht 


Gleihgewicht fegen, und das Gewicht W, ift von dem Zugtbiere im Punfte D 
zu tragen. 

Bezeihnet man bie Länge ber Linie CE mit = und die der Linie CD, 
welche gegeben ift, mit Z, ferner ben Abftand Ci des Punktes Z, in welchem dw 
Richtung von P die Bertifale WE fchneidet, vom Mittelpunfte C der Are m 
h; fo hat man nad dem Prinzipe der Gleichheit der Momente 


z W; — IWe, 
ba außerdem 
Ww TWw=W 
fein muß; fo folgt 
I z 
Wi ——— und W — — 


Zur Beſtimmung des Werthes von a hat man zuvoͤrderſt, wenn man Ni 
übrigen Bezeihungen des $8 277 beibehält, für den Abftand Cs des Punktes ı 
in weldem bie Linie OR die Vertikale WO fchneibet, und durch melden d 
Richtung der Zugkraft gehen müßte, wenn das Zugthier nicht noch außerdem ı 
der Richtung vD einen Drud erleiden follte, vom Mittelpunfte C 


Cs.sin(«+n7-+a)=e sin P, 


alſo 
Cı= -— — 
und daher ———— 
— E sin ꝙ 
—— — sin ( 46) 
Ferner iſt 
tu _ sintsu sine +n-+e) 
ts "sintus cos(„+a—%#)’ 
alfo 


— Ne. esin@ sin (e + 7-0) 
aa tern] Fa) 


enblih, wenn man fi durch u mit EC eine Parallele gezogen denkt 


CE_ sinutW sinuW  cost-+9) 
tu siitCE sinECW cos ı ’ 


c0sz zur 


»=0E=u. N [nr ee sin (4740) Cos(ı+9) 
sin(-+n7-+a)| c0s(y40-9)" cos 
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u tragen haben, und r,, 72 ihre Halbmeffer, Q,, 0, die Halb- 
veffer ihrer Aren und 4, 9, die den Legteren entfprechenden 


)a man nun ebenfo, wie in $. 277, 
gr inc —n—+e) 
P=Wı cos(n„+a— 9) 
indet; fo hat man nad) der obigen Gleihung für W, 


; sin(.4+7+6), l 
— [a-+ osin@ | sin(.-+-n-+-u) cos(ı+-%)> 
+ sin(e+n7+a@)) cos(yt+u-3)' cosı 


der wenn man wirklich bividirt, und lieber von mehr, ald Einer Dimenfion 
us den faft immer fehr Eleinen Größen 4 und IF , vernadläffigt, 


P—ysnttnte) |, _Asinahnte)+osinp cos) 
0. e0s(7+a—#) | cos(n u -9) — — 


In dieſer Gleichung koͤnnen dieſelben Subſtitutionen vorgenommen werden, 
wie Dies in Gleichung (356) geſchehen iſt. Man bemerkt, daß die Zugkraft P 
für diefen Fall geringer ift, als diejenige, welche erforderlich fein würde, wenn 
bie Richtung des Zuges (bei derfelben Neigung 9) durd den Punkt s ginge. 
Nbrigens hat hier das Zugthier in der Richtung v W, einen Drud W, — 


W ern, welcher, wenn er mit der aufzumendenden Zugkraft P zu: 


ſammengeſetzt wird, eine Kraft erzeugt, deren Richtung sv ift. Hieraus fieht 
man, daß die Refultante der von dem Zugthiere zur Fortfegung des Fuhrwerkes 
zu leiftenden Kräfte immer durch den Punkt s geht, welcher in vertikaler Rich: 


esin p F 
Bone unter dem Mittelpunkte C der Are liegt. Sieht 
man baher den Punkt v» und die Richtung vs, welche mit der Fahrbahn einen 
Winkel — 4, einfchließe, als befannt an; fo fann man die Zugkraft P,, welche 
in der Richtung sv erforderlich fein würde, nad) der Formel 


— w nttnte) 
Wat) 


berechnen. Berlegt man darauf diefe in zwei Kräfte P und W,, von denen bie 
erftere P in die Richtung FP und bie zweite in die vertifale Richtung Dv fällt; 
fo ergibt die erftere 


—p, 20 +9) __ w sin +74.) cos(ı +9) 
— cos +9) cos (na — 4)" cos +4) 
die verlangte Zugkraft in der Richtung FP und die zweite 


sin GH-N _w sin(.+n+o) sin($, —#) 
cos(ut+Y — c(n +a—Y9) ' cos(ı-+- 94) 








tung um 


W.= P, 
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Reibungswinfel darftellen; fo bat man für den Fall, daß bie 
Richtung der Zugkraft der Straße parallel ift, wenn man dieſe 
Kraft der Summe der Zugfräfte für die Vorder- und Hinterrä: 
ber gleich fest (nah Gleihung 371) 


P—W, [sinc+ (een) — + w, [sin — teen — 


dv 
—— Tu N (Ei )sinp+Wa(2))sing; Je 
....(379) 9 


den von dem Zugthiere noch außerbem auszuhaltenden vertifalen Drud in be 
Rihtung v W,. — 

*) Wenn man biefen Fall eines Wagens mit vier Rädern genauer unter 
ſucht; fo findet man, daß wenn die Richtung der Zugkraft nicht etwa die Mitte: 
linie der beiden Vorder- und Hinterraͤder zwifhen ihren Aren durchſchneidet 
diefe Richtung keineswegs willkürlich angenommen werden fann, obne baf bie 
Bugthiere noch außerdem in vertifaler Richtung einen Drud auszuhalten hätten 
Denn wenn s, und s, refp. die Punkte find, welche um 


0 g1 sin_Qr 
AT inc ta) 
und 
— ꝛ sin ꝰ· 
| GH=H= urn to) 
worin 
a, = arc sin si sin Pi ) „üg=ar esin( 2 sin @a ) 
und 
b 5b 
7 — 7— — nn = ’ 
ra 


ift (ſ. d. 277 und die Note zus. 279) He den Mittelpunften C, und C, der Borte: 


Ro = 
f —r j 


i \ F 
— 
— BU, wi. 2 
\ IN / \ / ; 
* — 
—_“ — —NiN —— \ ⸗ = ⸗ 
un NY 
‘ 7 
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S. 31. Die in dem Wagenrabe angehäufte Arbeit. 


Wenn I das Trägheitsmoment des Rades in Beziehung zu 
feiner Are und M fein Bolum darftellt; fo wird Mr?-+-J fein 


und Hinterräder liegen, alfo O, 5; R, und 0,52 Rz bie Richtungen, in weldyen 
die Buͤchſen der Räder gegen die Aren Widerftand leiften müffen; fo ſieht man, 
daß wenn die Zugkraft P mit den vier Kräften W,,Rı, W2,R, im Gleihge: _ 
wichte fein foll, vorausgefegt, daß fie die Linie sı S2 nicht zwifchen den Punkten 
5, und sz ducchfchneide, ihre Richtung nothwendig durch diefe Punkte gehen und 
mit der Linie 5; s2 zufammenfallen müffe. Die Neigung $, biefer Linie 52 Sı 
gegen die Fahrbahn A, A, ift offenbar durch die Beziehung 


tang d, = Ze non) 

beftimmt, worin a den Abftand A, A, ber Berührungspuntte der beiden Räder 
mit der Fahrbahn oder auch fehr nahe bie Mittellinie C, C, bezeichnet. Hierbei 
ift angenommen, daß die Linie 52 s, eine Neigung gegen die Fahrbahn A, A, 
nad vorn habe, da die Hinterräder der vierrädrigen Fuhrwerke gewöhnlich höher 
find, als die Worderräder. Demnady würde die in ber Richtung s2 Sı erforder: 
liche Zugkraft nad Gleihung (366), wenn man darin — 9, für +4 ſetzt, 


w. Matte) ‚sine +92-+ @) 
EN 09 (mt at Yı) —— (Nat ut 9) 
fein 


Fiele nun aber die an dem Fuhrwerke angebrahte Zugkraft nicht mit ber 
Linie 5,5, zufammen; fo find drei Fälle zu unterfcheiden: 1) wenn die Richtung 
diefer Kraft die Linie 525 zwiſchen ben beiden Punkten s, und s, ober in 
Einem derfelben, durchſchnitte, 

2) wenn dieſelbe die Linie ss, vor bem Punkte sı und 

3) wenn fie die Linie s2 sı hinter dem Punkte s2 durchſchnitte. 

Was ben erften Fall betrifft; fo fieht man, daß eine in der Richtung 1’ P‘ 
wirkende Kraft immer im Stande ift, den vier Kräften W,, Ri, W2,R, das 
Bleihgewiht zu halten. Denn wenn man ben Abftand des Punktes L’ von der 
Vertikalen C, W, mit C,, den von ber Bertitalen Cg W, mit C, und bie 
Neigung der Richtung L’ P’ gegen bie Fahrbahn A, Az in dem Sinne, wie 
diefe Neigung früher genommen wurde, mit bezeichnet; fo kann man ſich die 
Kraft P in zwei andere p und q zerlegt denken, von denen bie erftere p in bie 
Richtung s2 sı faͤllt und die letztere g mit ber vertitalen Richtung C, Wı ber 
Schwere parallel ift. Die Kraft g wird fi) nun nad) dem Prinzipe der Gleich: 
heit der Momente auf die Punkte C, und C, zerlegen und bafelbft einem Theile 
w, von dem Gewidte W, und einem Theile 20, von dem Gewichte W, das 
Gleichgewicht halten, während ſich die Kraft 7 mit den Gewichten Wi — %ı, 
W,—w, und den Widerftänden Ri, Re in Gleichgewicht fegen wird. Demnad) 
hat man alſo 


si — = 
cos, + +9 * ——— 


und nach dem Prinzipe der Gleichheit der Momente 


sin a) 
cos (ng + + 43) 





p=(Wı — vi) 
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Trägbeitsmoment in Beziehung zu demjenigen Punkte fein: 
Umfanges darftellen, um welchen dasfelbe in jedem Augenblid: 
feiner Bewegung im Begriffe ift, fih zu drehen CS. 79. 





— cq c2 

“2ı = _ q — 
1 15 — 
cı ci 

“2a — — — — —., 
— —— 


wenn man C; —+-Cg ober den horizontalen Abſtand der Vertikalen C, A, un 
Ca Az von einander mit c bezeichnet. Nun findet man aber leicht, dab de 
Komponenten p und g von P refp. 


_p 60s(ı+-9) _p Sn (J 91) 
— — a cos (47 —5 


find. Subſtituirt man dieſe Werthe in die obige Gleichung, und Löft dieſelbe für 
P auf; fo ergibt fih für den Werth der gefuchten Zugkraft im der KRictum 
L’P’, wenn man die Koeffizienten 


sin(e-+r7ı+.0,) > sin (+73 + 09) 


cos (1 +49) cos (79+094-97) ’ 


welche in Beziehung zu dem Neigungswinkel $ der Zugkraft gegen die Straf, 
konſtant find, vefp. mit A, und A, bezeichnet, 


cos (* — ı) 


P=(A,W,4+A3Wg) ————————— 1 1. — 
cos (ı + ein (I3--3;) 


Diefer Werth von P ift Feiner, als der Werth A, W, — A, W,, welda 
man erhält, wenn bie Zugkraft in der Richtung s25, wirkt; berfelbe wird im 
Minimum, wenn der Nenner des vorftehenden Bruches ein Marimum mir 
Diefes findet für denjenigen Werth des Winkels 8 flatt, welcher durch die Gt 


hung 
Ss Has Y— sin: 
tang 3 Baur A 


—/A A ß 
(Ze ee)sin Jı-fecos ı 


gegeben ift. Wenn die Vorder: und Hinterräder einander gleich find, fo wirt 
A,=A,, 9,0, und ber vorftehende Werth von tang$, welcher einem Mi 
nimum der Zugkraft entipricht, reduzirt fich auf 


tang tang (7 + «), ſodaß 


‘=n-ta 
wird, wie bei einem zweirädrigen Wagen ($. 279). 
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Bezeichnet daher & die Winfelgefhmwindigkeit des Rades um 
Jiefen Punkt in irgend einem Augenblide, U die in biefem 
MAugenblide in dem Rabe angehäufte Arbeit und « das Gewicht 


Für den zweiten und dritten Kal, wo bie Richtung der Zugkraft P die 
Mittellinie s, s2 vor dem Punkte s, oder hinter dem Punkte s, durchſchneidet, 
nimmt die Aufgabe gewiffermaaßen eine unbeftimmte Form an. Zuvoͤrderſt leuch— 
tet ein, daß wenn LP” die Ridytung der Zugfraft ift, zwifchen den Kräften 
P, W,, R,, W,, R, nur dann Gleichgewicht eintreten Ffann, wenn bas Zug: 
tbier in der vertifalen Rihtung PP von oben nad) unten einen Drud ausüben 
fann. Nennt man biefen Drud 204; fo muß die vertifale Theilfraft von P 


= sin (97-91) auf die drei PunfteP, C, und C, vertheilt werben, und 


cos (3 — 9) 
— _pm cost ty) . ’ 
vie Theilkraft Be — in ber Richtung der Linie 521 muß ben 


Kräften W —ım, Ri, W—w., R, das Gleihgewicdht halten. Setzt man, 
wie in der Note zu $. 279, 5 P=/, und L’s, —=c, LY"»=0o, 0, &% 
—&—c=c; fd hat man zur Beftimmung der Größen w,, %2, gs bie 
Gleichung 


“0, + %W2 + wg, 


und nad dem Prinzipe der Gleichheit der Momente, wenn man die Momente 
diefer Kräfte für den Punkt L" nimmt 


l— c)03 = 0, wı + 6213. 


Da fid) zu der Beitimmung der drei unbelfannten Größen ,, 1095 %g 
nur zwei Gleihungen darbieten ; fo fieht man, daß die Vertheilung der Kraft g 
‚ auf die drei Punkte P, C, und C, eine unbeflimmte Aufgabe einfhließt. In 
der Wirklichkeit geht diefe Wertheilung wegen der Biegfamkeit der Verbandftüde 
zwifchen diefen Punkten zwar ganz beftimmt vor fi; will man ſich jedoch nicht 
in die verwidelten Unterfuchungen über die Wirkung der Elaftizität diefer Stuͤcke 
einlaffen; fo fann man der Kürze wegen annehmen, die Vertheilung gehe in ber 
Art vor fi, daß die beiden Kräfte zo, und ww, ſich umgekehrt zu einander ver: 
halten, wie die Abftände c, und ©. 
Unter diefer Worausfegund ergeben die beiden vorftehenden Gleichungen, 
wenn man bamit die Beziehung C,@ı —C2%, verbindet, 


— —AA ——— — 
ν ê 


und fuͤr den Druck, welchen das Zugthier in vertikaler Richtung von unten nach 
oben erleidet und in dieſer Richtung von oben nach unten außer der Zugkraft 
P noch hervorbringen muß, 


—— — 
ade) +al+e) 
Subftituirt man ben vorftehenden Werth von wo, und zo, in bie frühere 


allgemeine Gleihung; fo erhält man nad) gehöriger Entwidelung den gefuchten 
Werth für die Zugkraft P. Derfelbe wird mit dem früheren ganz übereinftim- 


wg 
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einer jeden Kubifeinheit feiner Maſſe; fo bat man nah $7 
U=ya? MHN=ıT Mary? tja? N. Stellt mu 


ferner mit V die Gefchwindigfeit der Are des Rades dar; fo ii 
er=V und baber 


U—4-£-MV? 2 £& 7 
er +4u : 


Da a offenbar die Winfelgefehwindigfeit des Rades fin 
würde, wenn fein Mittelpunkt feft wäre und fein Umfang fh 
mit derfelben Gefhwindigfeit umdrehete, wie er es bei der nl 
lenden Bewegung des Rades thutz fo folgt, daß die gefammt: 
in dem rollenden Rade angehäufte Arbeit gleih der Summe vır 
der ift, welche in demfelben angehäuft fein würde, wenn es id 
nur mit feiner fortfchreitenden Bewegung bewegt hätte, und de, 
welche in demfelben angebäuft fein würde, wenn es fich nur mi 
feiner Umdrebungsbewegung bewegt hätte, Bezeichnet man ta 
Drebungshalbmeffer (8. 80) mit k; fo ift J=MA*? und demmd 


a d—c)+&(l+c) 


men, wenn man in jener Gleihung — —— an die Stelle un 


ec Set. 

 Endiid fieht man leiht ein, daß wenn bie Richtung ber Zugkraft P w 
Linie 5, 52 hinter dem Punkte s, fohneidet, das Zugthier in der vertikalen Ki 
tung P” P von oben nach unten einen Drud — ws; auszuhalten oder eine 
folhen in entgegengefegter Richtung von unten nad) oben hervorzubringen hat. D 
Kräfte @,, 02, 703 werden bier durch bdiefelben Ausdrüde, wie in dem eben ' 
trachteten alle dargeftellt, wenn die Größen ci, €, und Z Ähnliche Bedeutunge 
beibehalten. 

Aus biefen Unterfuhungen und denen der Note zu $. 279 gebt hervor, du 
vefp. bei einem zwei⸗ oder vierrädrigen Wagen die Richtung der Zugkraft tut 
den Punkt s oder durch irgend einen Punkt ber begränzten Linie s, 52 gebe 
müffe, wenn die Zugthiere in den Punkten, wo fie bas Geftell des Way 
tragen, feinen vertikalen Drud erleiden follen, und daß bie vortheilhaftefte Ra 
gung der Zugkraft gegen die Fahrbahn fehr nafe = — « ift, worin 7 un 
diejenigen Werthe aus den Gleihungen (369) und (365) bezeichnen, welche mır 
erhält, wenn man darin die Mittelmerthe der Dimenfionen der Vorder: ın 
Hinterräder fubftituirt; daß endlich die Zugthiere einen vertifalen Drud w 
oben nad) unten oder von unten nad) oben auszuhalten haben, jenachdem N 
Richtung ber Zugkraft bei einem zweirädrigen Wagen die Linie OsR jenieit ode 
biesfeit des Punktes s und bei einem vierrädrigen Wagen die Linie sy5, jenſet 
des Punktes sz oder diesſeit des Punktes s; durchſchneidet Die Punkte s füln 
nicht mit den Mittelpunkten der Axen zufammen, fondern liegen um F en N 

n«ı 0) 
unter berfelben. rn 
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1 P Lu 2 
u=,4 M(1+ ‚r)V v2... 874) 


Die in dem Rabe angebäufte Arbeit ift alfo diefelbe, als 
venn ſich dasjelbe nur mit einer fortfchreitenden Bewegung, aber 


2 
mit einer größeren, durch (+5) V? dargeſtellten Geſchwin⸗ 
digkeit bewegt hätte. 


$. 2812. Verſuche von Morin über die Bewegung der Fuhrwerke. 


1) Die Zugkraft fteht mit der Belaftung in geradem und mit 
bem Halbmeffer des Rades in ungefehrtem Verhältniffe. 

2) Auf einer gepflafterten oder auf einer fehr feften macabami- 
firten Straße ift der Widerſtand von der Breite der Rad— 
felgen unabhängig, wenn biefelbe mehr als 3 bis A Zoll 
beträgt, 

3) Bei der Bewegung der Zugthiere im Schritte ift die Zugfraft 
unter fonft gleichen Umftänden für Wagen mit Federn und 
ohne Federn diefelbe, 

4) Auf gepflafterten und feften macabamifirten Straßen wächſt 
die Zugkraft mit der Gefchwindigfeit, indem die Zunahme ber 
Zugfraft den Zunahmen der Gefchwindigfeit über eine Ge— 
fhwindigfeit von 3,18 Fuß in der Sekunde oder 4 Meile in’ 
ber Stunde proportional find, Die gleihen Zunahmen der 
Zugfraft, welche hiernach gleichen Zunahmen der Geſchwin— 
digfeit entfprechen, find um fo geringer, je weicher die Fahr 
bahn und je weniger ftarr das Fuhrwerk oder je beffer das— 
felbe in Federn gehängt ift. 

5) Auf weichen Erdwegen oder auf Sand oder NRafen, oder auf 
Straßen, welche frifh und etwas hoch mit Kies bededt find, 
ift die Zugfraft von der Geſchwindigkeit unabhängig. 

6) Auf einem guten, dicht zufammengearbeiteten Pflafter von be- 
hauenen Steinen beträgt die Zugkraft im Schritte nicht mehr, 
als 3 von der, welche unter fonft gleihen Umftänden auf ber 
beften macadamifirten Steinbahn erforderlich iftz im Trabe ift 
fie derfelben gleich. 

7) Die Abnugung der Fahrbahn ift in allen Fällen größer, je 


528 Bon dem Zuftanbe ber befchleunigten ober 8. 282 Gl (375) 


Feiner die Halbmeffer der Räder find, au ift fie für Wagen 
ohne Federn größer, als für Wagen mit Federn. 


Von dem Zuftande der befchleunigten oder verzögerten Beine 
gung einer Machine, 


$. 282, Nimmt man an, die auf den Rezeptor einer Mu 
fhine verrichtete Arbeit U, fei größer, ald die Summe ber an 
dem Operator bervorgebradhten Nusarbeit U, und ber auf bie 
fhädlichen Widerftände der Mafchine verwendeten Arbeit; fu bat 
man nah Gleichung (11T) 


U—=AU,+BS, + u N-VZwR?, 


worin V, und V refp. die Geſchwindigkeit des Nezeptors ber 
Mafhine im Anfange und am Ende der Entwidelung ber Arbeit 
U, und Zw? den Koeffizienten für die Gleichmäßigfeit der 
Bewegung bezeichnet. Stellt man nun mit S, den Raum bat, 
durch welchen die Arbeit U,, und mit S, den Raum, Durch wel 
hen die Arbeit U, verrichtet wird, und bifferenziirt Die vorfte 
bende Gleichung in Beziehung zu — ſo erhält man 


dU,__,dU, daS, — 
Br, B+B+ VS Zu * 


Es iſt aber ZI au: a, Pi ($. 51), wenn P,die treibende Kraft 
barftellt; — 


* —=P,, wenn P, den Nutzwiderſtand darſtellt; ferner V 5 
dV dt dV 1 
en —— —2— (Gleichung 72), wenn f 


dt'dSs, dt’ V 
den Zuwachs an Gefhwindigfeit darftellt, welchen der Rezeptor 
in ber Gefunde empfängt ($. 95). Bezeichnet man Daher das 


Berhältniß 3 zwiſchen den Räumen, welche reſp. der Operator 
1 


und der Rezeptor in Ein und derſelben unendlich kleinen Zeit 
beſchreibt, mit L; fo hat man 


PR=ALP,+B+L zun2... (375) 
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nd hieraus folgt für die wirflihe Zunahme der Geſchwindigkeit 
28 Nezeptors in der Sekunde, wenn bie Kräfte P, und P, fon- 
ant find, ober, im Fall diefe Kräfte veränderlih find, für bie 
unahme der Gefhwindigfeit, welche in irgend einer gegebenen 
Sefunde flattfinden würde, wenn jene Kräfte während ber Dauer 
iefer Sekunde die Werthe behielten, welche fie im Anfange ber- 
{ben befaßen, 
P,—ALP,—B 


f=9. Oo —* .+ . (376) 


$. 283. Beftimmung des Koeffizienten für Die Gleich— 
näßigfeit ber Bewegung. 


Zwr? ftellt die Summe der Gewichte aller in Bewegung 
yegriffenen Maffentheilhen der Maſchine dar, nachdem ein jedes 
derſelben in das Quadrat des Verhältniffes feiner Gefhmwindig- 
feit zu der des Dperators multiplizirt ift, eine Summe, melde 
cs. 151) der Koeffizient für die Gleihmäßigfeit ber 
Bewegung genannt ift. 

Befteht nun die Mafchine aus mehreren Theilen oder Ele— 
menten, welche fih um fefte Aren dreben, und find a ,a,,a,... 
die Perpendifel von diefen Aren auf die Richtungen, in melden 
diefe Elemente die treibende Kraft von den ihnen in der Reibe 
unmittelbar vorhergehenden empfangen, ebenfo d,, d,, Bd, ... bie 
Perpendifel von denfelben Aren auf die Tangenten der gemein- 
ſchaftlichen Berührungsfläden diefer Elemente in den Punkten, 
wo fie den zunächſt folgenden die treibende Kraft mittheilen; fo 
Yeuchtet ein, daß während ber erfte Rezeptor den fehr Fleinen 
Raum AS, befchreibt, der Berührungspunft zwiſchen dem p ten 
und (p+1)ten Elemente oder Mafchinentheile in jener Reihe 
einen Raum befchreiben wird, welder durch 


a,4, a, AS, 


dargeſtellt ift. Hieraus folgt, daß der Raum, melden ein um 
die Längeneinheit von der Are des pten Mafchinenelementes ab- 
ftehendes Maffentheilhen im berfelben Zeit befchreibt, wo ber 
Rezeptor den Raum AS, durchläuft, durch 


a ee GE 
R — — 
— a En a u 
arm mil, «€ Br zur = 
En Te en ni e 


wm 
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— raus folgt für die wirkliche Zunahme der Gefhwindigfeit 
pptors in ber Sekunde, wenn die Kräfte P, und P, fon 
db, oder, im Fall dieſe Kräfte veränderlic find, für die 
e ber Geſchwindigleit, melde in irgend einer gegebenen 

==. ftattfinden würde, wenn jene Kräfte während der Dauer 
= = Sefunde die Werthe behielten, welche fie im Anfange ders 
sefaßen, 


__ P,—ALP,—B 
= 376) 


. 283. Beftimmung des Koeffizienten für die Gleich— 
gkeit der Bewegung. 


22 ſtellt die Summe der Gewichte aller in Bewegung 
fenen Maſſentheilchen der Maſchine dar, nachdem ein jedes 
(ben in das Quadrat bes Verhältniffes feiner Geſchwindig⸗ 
u ber bed Operators multiplijirt it, eine Summe, welche 
151) der Koeffizient für die Gleichmäßigkeit der 
vegung genannt iſt. 

Befteht nun die Mafhine aus mehreren Theilen oder Ele: 
ten, welche fih um fefte Aren dreben, und find 0 .a.a 
Perpendifel von diefen Aren auf die Richtungen, im Fe 


den ihnen in der Reibe 


e Kraft mitten; fg 
Che Rezertet dem sehe Moara 


punkt ;eriäg > * 
d (p+1)ten Elemente oder Nr ae n — F . 


jen Raum befchreißen Wird, welder ders 
bub,...6 


r > 
%0,...0 48, 


ageſtellt if, Hieraus fofat Keen. | 
e Cingeneinbeit von der ‚er Am, meider 7 


... „ruuf, 
. ——— ꝰ 





N AS hal ang, 


= 


ee 
at 
=. 


ss 


| PA 





» Ans 
gleich 
Sleihung 


M es pin # 
| It des u. Be ⸗ hun 
a ffentheilchen i derieihen : A — — ⸗ Au 
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1.6,62...0p_, 

,0,Qy...4, AS» 
und der Raum, melden ein in der Entfernung e von ber Ar 
diefes Mafchinenelementes Tiegendes Maffentheilchen befchreitt, 
während der Rezeptor den Raum AS, durdläuft, durch 


1.B.8,..58 

te 8 

4142 U4 - A, er “ 
mithin das Verhältniß A diefes Raumes zu dem von Dem Re 
tor befchriebenen Raume durd) 


— — — —— i)e 
a, da, Ans ‚a, 
ausgedrückt wird. 


Die Summe Zwi? kann daher für diefes Eine Maſchinen 
element durch 


db" zuge 
a,4,Qg...Q, 
bargeftellt werben. 

Bezeihnet man nun mit J, das Trägheitsmoment bes pter 
Mafchinenelementes und mit u, das Gewicht einer jeden Kukif: 
einheit feiner Maffe; fo wird jener Theil bes Werthes von 
Zwr?, welder von biefem Elemente abhängt, durd | 


1; B.; ar); 


a ı 424, . ..@n 





dargeftellt. 

Da fi das Vorhergehende von einem jeden anderen Ei: 
mente der Mafchine fagen läßt; fo hat man für den allgemeiner 
Ausdrud des Koeffizienten für die Gleihmäßigfeit der Bewe 
gung in dem vorausgefesten Falle 





1:.6,6.,.,:5 
4142 — Er Mech Ben a 
Zur=yl 12 =) — 
Der Werth von L in — (375) und (376) iſt offenbat 
L= bubaba... bu +++ (378) 


Qa,QGgdg »... On 
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$. 284. Beſtimmung des Drudes in dem Berüh— 
rungspunfte irgend zweier Elemente einer Mafchine, 
welde eine befhleunigte oder verzögerte Bewegung 
befist. 

Bezeichnet man mit p, den Drud in dem Berührungspunfte 
bes erften und zweiten Elementes, mit p, den im Berührungs- 
punfte des zweiten und dritten Elementes der Maſchine u. ſ. f.; 
fo hat man nad) Gleihung (375), wenn man beachtet, daß P, 
und p, Kräfte find, welhe an Ein und demfelben Elemente an- 
gebracht find, daß man daher in diefem Falle den Koeffizienten 
Zw}? nur für dieſes einzige Element zu nehmen bat, ſodaß 


2 
derjelbe durch (-) urJ, dargeftellt wird, während L in biefem 
1 


Halle -2ı, und wenn man die Reibung vernachläffigt, alfo 


1 
A=1 und B=0 jest, 


_ di & f uJ, 
in, Pı ng: a,‘ 
ift. Subftituirt man hierin den Werth von f aus Gleichung 
(376) und Iof’t die Gleihung für p, auf; fo erhält man 


nenn Lam 


worin der Werth von L durch Gleichung (378) und der Werth 
von Zw? durch Gleihung (377) beftimmt ift. 

Berfährt man ebenfo mit dem zweiten Mafchinenelemente, 
indem man beachtet, Daß die auf dieſes Element angebrachten 
Kräfte p, und pa find; fo bat man 





Pi = +4 Br, 
worin die Größe /,, welde Die Gefhwinbigfeitszunahme des An— 
griffspunftes von p, in der Sekunde barftellt, offenbar gleich 
uf iR. Subflituirt man baher in bie vorſtehende Gleichung 
den Werth von f aus Gleihung (376); fo wird diefelbe 
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b b, P,—LP, 
Pı — * FR . as Hola» 


und hieraus folgt, wenn man für p, den Werth aus Gleichung 
(379) fegt und alsdann für p, auflöft, 


et) 


PETE E . ; 

Auf eine Ähnliche Weife findet man für den Druck in dm 

Berührungspunfte zwifchen dem dritten und vierten Mafchinen- 
elemente 


> 
a4, 1.b, 1. bib —X 
En EP 17 —E +). a, ug +(z FL 3 3a | Bu 
u. ſ. f. für die übrigen Elemente der Mafchine, 

Man erfennt leicht, daß wenn in den Gleihungen (375) 
und (376) für A und B Werthe angenommen werben, welde 
die Koeffizienten des Models in Beziehung zu den einzelnen Ele— 
menten der Mafchine und zu der ganzen Mafchine darftellen, 
der Einfluß der Reibung durch ein dem vorſtehenden ganz ähnlı- 


ches Verfahren in die Rechnung hätte mit eingefchloffen werben 
fönnen. 


Zuſätze zum dritten Abſchnitte. 





Mefiung der von der treibenden Kraft auf eine Mafchine ausge 
übten Arbeit, 


Die dDynamometrifhe Bremſe. Es ift zumeilen von 
Wichtigkeit, dur ein direktes Verfahren die Größe der Arbeit 
zu meffen, welche die treibende Kraft an einer Mafchine während 
einer Periode hervorbringt, wo fih die Mafchine mit einer be 
fannten gleichförmigen Gefhmwindigfeit bewegt. Die Inftrumente, 
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welche man zu biefem Zwede gewöhnlich anwendet, gründen fi) 
auf Das von de Prony zuerft angegebene Prinzip, nach welchem 
man an dem Umfange ber Welle, melde die Wirkung der trei- 
benden Kraft unmittelbar empfängt, nachdem ihre Verbindung 
mit den übrigen Mafchinentheilen gelöft ift, einen fo ftarfen 
Drud und demzufolge eine fo ftarfe Neibung erzeugt, daß die 
Welle genau diefelbe Umdrehungsgefhmwindigfeit annimmt, mit 
welcher fie fih vorher während ber Arbeit der Mafchine bewegte. 

Die von diefer Welle auf die Mafchine fortgepflanzte Arbeit 
ift alsdann offenbar glei) der Arbeit, welche erforderlich ift, um 
die eben gedachte Reibung am Umfange der Welle zu überwinden. 


In der feitftehenden Figur ift die von Egen verbefferte 
Dynamometifche Bremfe bargeftellt. 
Diefelbe befteht aus einem eifer- 
nen Ringe, welcher vermittelft 
einiger Schrauben nad der Are 
der Welle zentrirt und alsdann 
durch Keile, welche zwifchen fei- 
nem innern Umfange und ber 
Dberfläche der Welle eingetrieben 
werben, auf der Letzteren befeftigt wird. Um biefen Ring wird 
eine eiferne Kette von platten Gliedern gelegt und mit ihren 
Enden über zwei Hafen gehängt, welche durch einen längeren 
Hebelarm geſteckt und oberhalb mit Schrauben und Muttern ver: 
fehen find, ſodaß dieſelben nad Gefallen ftärfer oder ſchwächer 
angezogen werden fönnen. Der Hebel ruhet vermittelft eines 
Kiffens auf dem eifernen Ringe und fann an dem Einen feiner 
beiden Enden durch Gewichte beliebig befhwert werben, 


Hat man nun die eben befchriebene Bremfe auf ber von ben 
übrigen Mafchinentheilen getrennten Welle befeftigt und durch 
allmählige Vermehrung oder Verminderung des aufgehängten Ge- 
wichtes und durch gleichzeitiges Anziehen oder Nachlaſſen der Kette 
die gewünfchte Gefchwindigfeit der Welle hervorgebracht; fo fei 


a der äußere Halbmeffer des eifernen Ringes der Bremfe, 

b der horizontale Abftand des Schwerpunftes des an dem Hebel 
aufgehängten Gewichtes, 

W die Größe diefes Gewichtes, 
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F der Betrag der an dem Umfange des Ringes erzeugten Reibung, 
n die Anzahl der Umdrehungen, melde die Welle in der Mr 
nute madt. Ä 
Da zwifchen dem Gewichte W und ber Reibung F offenbar 
Gleichgewicht ftattfinden muß; fo hat man nad dem Prinzipe der 
Gleichheit der Momente zuvörberft 


Fa=Wb, 


Das Gewicht der Bremfe felbft fommt bierbei nicht in Betradt, 
da diefelbe in Beziehung zu einer durch die Are der Welle geley 
ten Vertikalebene ſymmetriſch ift. 

Da ferner der äußere Umfang des Ringes in der Minute 
ven Raum n.2ra durchläuft; fo ift die Arbeit, welche erforder 
lich ift, um die Reibung F an jenem Umfange während Eine 
Minute zu überwinden —n?2ra.F, d. i. wegen der obigen Br 
ziehung =n.2rbW. Diefes ift nun auch der Werth der Arbeit, 
welcher von der Welle in ber Minute auf die Mafchine fortge 
pflanzt werden muß, wenn die Erftere mit der Mafchine in Ber 
bindung gefegt ift und fih mit der angenommenen Sefchwindig: 
feit drebet. Man hat daher für die von der Welle in der Se— 


b 7 
funde übergeführte Arbeit Beer — 





nn 
30 





bW, 


ein Werth, welcher fih durch Beobadhtung der Größen W,b 
und n unmittelbar berechnen läßt. 


Allgemeine Bemerkungen über die Wirkung der treibenden Kräfte 


Wenn P den Drud bezeichnet, mit welchem irgend eine trei— 
bende Kraft auf den Rezeptor einer Mafchine einwirkft, und V 
die Geſchwindigkeit des Angriffspunftes diefer Kraft iftz fo ſtell 


U=PV 


die Arbeit der treibenden Kraft in der Zeiteinheit dar. ft nun 
die treibende Kraft Eine von den zur Bewegung von Maſchinen 
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ſich eignenden Naturfräften; fo Yehrt die Erfahrung, daß bie 
Größen P und V voneinander abhängig find, und daß es zwifchen 
den Werthen diefer Größen immer eine beftimmte Beziehung 
gibt, für welche das Produkt PV ein Marimum wird, Diefe 
Beziehung ift zugleich von dem Wefen der Kraft und der Natur 
der Mafchine abhängig, und fann in jedem fpeziellen Falle ermit- 
telt werden. Um von einer gegebenen treibenden Kraft den 
größtmöglihen Nugeffeft zu erhalten, ift e8 demnach nothwendig, 
Die Konftruftion der Mafchine dergeftalt einzurichten, daß die 
eben erwähnte Beziehung zwifchen P und V, welde dem Mari- 
mum des Produftes PV entfpricht, vealifirt werde, 

Wenn die Kräfte der Menfhen und Thiere zur Bewe— 
gung von Mafchinen verwendet werden; fo ift bei der Beftim- 
mung ihrer Leiftungen ald drittes Element noch die tägliche 
Arbeitszeit zu berüdfihtigen. Bezeichnet man diefelbe mit T; 
fo fommt es darauf an, die Konftruftion der Maſchine dergeftalt 
einzurichten, und den Betrieb derfelben fo zu reguliren, daß die 
tägliche Leiftung oder das Probuft 


PVT 
ein größtmögliches werde. 

Da die gemeinfhaftlihen Werthe diefer drei Größen P, V 
und T bei animalifhen Motoren von manderlei Elementen ab- 
hängig find, welche fih der firengen mathematifhen Betrachtung 
entziehen; fo muß man ſich bebuf der Beurtheilung der günftig- 
ften Berbältniffe mit allgemeinen Näberungswerthen begnügen, 
welche fih als mittlere Refultante aus den Beobachtungen ber 
Praris ergeben haben. Diefe Werthe find in der Tabelle VII 
am Ende diefes Werfes zufammengeftellt. 


Drudfebhler. 
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